
Složitost
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Základy - součet aritmetické posloupnosti

Aritmetická posloupnost:

ai = ai−1 + d

Součet aritmetické posloupnosti:

sn = a0 + a1 + · · ·+ an

Pro n liché je počet členů posloupnosti sudý:

sn = (a0+an)+(a1+an−1)+· · ·+(ab n
2
c+ad n

2
e) = (a0+an)

n + 1

2

Pro n sudé je počet členů posloupnosti lichý:

sn = (a0 + an) + (a1 + an−1) + · · ·+ (a n
2
) = (a0 + an)

n + 1

2
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Základy - součet geometrické posloupnosti

Geometrická posloupnost:

ai = qai−1

Součet geometrické posloupnosti:

sn = a0 + a1 + · · ·+ an =

a0 + a0q + a0q
2 + · · ·+ a0q

n

Trik pro součet:

sn(q − 1) = qsn − sn = a0q + a0q
2 + · · ·+ a0q

n+1−

a0 − a0q − a0q
2 − . . .− a0q

n = a0q
n+1 − a0

sn = a0
qn+1 − 1

q − 1
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Řád r̊ustu funkce

Při hodnoceńı efektivity algoritmu nás zaj́ımá, kolik operaćı se
p̌ri výpočtu muśı provést.

Nezaj́ımá nás konkrétńı č́ıslo, důležitěǰśı je nalézt časovou
složitost algoritmu (= závislost mezi velikost́ı vstupńıch dat a
počtem provedených operaćı):

T (n) = f (n)

Přesné určeńı funkce T (n) bývá témě̌r nemožné. Spokoj́ıme se
s nalezeńım řádu r̊ustu funkce T (n), tedy s funkćı, která T (n)
pro velká n aproximuje. Zapisujeme nap̌r.:

T (n) = O(n3)

obecně

T (n) = O(f (n))
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Řád r̊ustu funkce

Co znamenaj́ı zápisy O, Ω a Θ:

T (n) = O(f (n)):

∃c∈R+,n0∈N∀n∈N,n>n0 : T (n) ≤ cf (n)

T (n) = Ω(g(n)):

∃c∈R+,n0∈N∀n∈N,n>n0 : T (n) ≥ cg(n)

T (n) = Θ(h(n)):

∃c1,c2∈R+,n0∈N∀n∈N,n>n0 : c1h(n) ≤ T (n) ≤ c2h(n)
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Řád r̊ustu funkce

Předpokládejme, že pro náš algoritmus je T (n) = 5n2 + 6n + 1015.
Je T (n) = O(n2)?

Zvolme c = 6. Pak muśı platit: 6n2 ≥ 5n2 + 6n + 1015 pro všechna
n od nějaké meze n0.

n2 − 6n − 1015 ≥ 0

n ∈ (−∞;−29 〉 ∪ 〈 35;∞)

Závěr: plat́ı, že T (n) = 5n2 + 6n + 1015 = O(n2) (z definice, pro
c = 6 a n0 = 35).
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Řád r̊ustu funkce

Předpokládejme, že pro náš algoritmus je T (n) = 5n2 + 6n + 1015.
Je T (n) = O(n2)?

Zvolme n0 = 10. Pak muśı platit: cn2 ≥ 5n2 + 6n + 1015 pro
nějaké kladné c a všechna n ≥ 10. Řeš́ıme tedy kvadratickou
nerovnici s parametrem c :

(c − 5)n2 − 6n − 1015 ≥ 0

Pro hodnoty parametru c ≤ 5 bude řešeńım pouze interval č́ısel n,
tedy takové řešeńı nás nezaj́ımá. Pro hodnotu n0 = 10 lze naj́ıt
parametr c = 15.75, aby nerovnice platila. Protože 15.75 > 5,
bude v tomto p̌ŕıpadě c = 15.75 hledaným parametrem.
Závěr: plat́ı, že T (n) = 5n2 + 6n + 1015 = O(n2) (z definice, pro
c = 15.75 a n0 = 10).
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Zvolme n0 = 10. Pak muśı platit: cn2 ≥ 5n2 + 6n + 1015 pro
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Řád r̊ustu funkce
T (n) O(f (n))
12n4 − 5n3 + 4n − 8

= O(n4)
12(n + 2)3 − 3n + 100 = O(n3)
log2(3n4 + 6n) = O(log n)
0.00001n + 100000 log n = O(n)

10 log n + 0.1 log2 n = O(log2 n)√
n + log20 n = O(

√
n)

log log n + log n = O(log n)
n + n log n = O(n log n)
n + n log log n = O(n log log n)
n1.00001 + n log n = O(n1.00001)
n100 + 0.0001 · 2n = O(2n)
3n + 2n = O(3n)
3n + 22n = O(22n) = O(4n)
3−n + 10 = O(1)
n2 + n! = O(n!)
2n + n! = O(n!)
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Řád r̊ustu funkce
T (n) O(f (n))
12n4 − 5n3 + 4n − 8 = O(n4)
12(n + 2)3 − 3n + 100 = O(n3)
log2(3n4 + 6n) = O(log n)
0.00001n + 100000 log n = O(n)

10 log n + 0.1 log2 n = O(log2 n)√
n + log20 n = O(

√
n)

log log n + log n = O(log n)
n + n log n = O(n log n)
n + n log log n = O(n log log n)
n1.00001 + n log n = O(n1.00001)
n100 + 0.0001 · 2n = O(2n)
3n + 2n = O(3n)
3n + 22n = O(22n) = O(4n)
3−n + 10 = O(1)
n2 + n! = O(n!)
2n + n!

= O(n!)
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Časová složitost – jednoduché cykly

for ( i = 0; i < n; i ++ )

doSomething ();

Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

n = O(n)

Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
samotná funkce doSomething() má složitost O(1))?

T (n) = n = O(n)

L. Vagner, ČVUT FIT Složitost, BI-PA1 10/32
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Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

n = O(n)
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Časová složitost – jednoduché cykly

for ( i = 0; i < n; i ++ )

if ( i % 2 )

doSomething ();

Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

≈ n

2
= O(n)

Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
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Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
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for ( i = 0; i < n; i ++ )

if ( i % 5 == 1 )

doSomething ();
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samotná funkce doSomething() má složitost O(1))?
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Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
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samotná funkce doSomething() má složitost O(1))?
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Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
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Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
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Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

≈ 3n

15
= O(n)
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samotná funkce doSomething() má složitost O(1))?

T (n) = n = O(n)
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Časová složitost – jednoduché cykly
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Časová složitost – jednoduché cykly

for ( i = 1; i < n; i *= 2 )

doSomething ();

Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

log2 n = O(log n)

Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
samotná funkce doSomething() má složitost O(1))?

T (n) = log2 n = O(log n)
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for ( i = 1; i < n; i *= 2 )

doSomething ();
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Časová složitost – jednoduché cykly

i = n;

while ( i ) {

doSomething ();

i /= 2;

}
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log2 n = O(log n)

Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
samotná funkce doSomething() má složitost O(1))?

T (n) = log2 n = O(log n)
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Časová složitost – jednoduché cykly
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Časová složitost – jednoduché cykly

j = 1;

for ( i = 0; i < n; i += j ) {

doSomething ();

j += 2;

}

Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

√
n = O(

√
n)

Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
samotná funkce doSomething() má složitost O(1))?

T (n) =
√
n = O(

√
n)
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Časová složitost – jednoduché cykly

for ( i = j = 0; i < n; j ++ ) {

doSomething ();

i += j / n;

j %= n;

}

Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

n2 = O(n2)

Jaká je časová složitost tohoto algoritmu (p̌redpokládáme, že
samotná funkce doSomething() má složitost O(1))?

T (n) = n2 = O(n2)
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Časová složitost – vnǒrené cykly

for (i = 0; i < n; i++) {

j = n;

while ( j > 0 ) {

doSomething ();

j = j / 2;

}

}

Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

n log2 n = O(n log n)
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Časová složitost – vnǒrené cykly

for (i = 0; i < n; i++) {

j = 1;

while ( j < i ) {
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Časová složitost – vnǒrené cykly

for (i = 0; i < 2*n; i++) {

if ( i < n )

for (j = i; j < 2 * n; j ++ ) doSomething ();

else

for (j = 0; j < i; j ++ ) doSomething ();

}

Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

3n2 = O(n2)
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Kolikrát se zavolá funkce doSomething()?

3n2 = O(n2)
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Časová složitost – vnǒrené cykly
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Časová složitost – vnǒrené cykly

for (i = 0; i < 2*n; i += 2) {
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Př́ıklady algoritmů a jejich složitost́ı

Ve městě je celkem n ǩrižovatek. Křižovatky jsou spojené ulicemi,
dvojice ǩrižovatek je spojena nejvýše jednou ulićı. Ulice mohou být
jednosměrné. Pokud lze projet z ǩrižovatky i do ǩrižovatky j , pak v
matici ǩrižovatek bude cross[i][j] = 1. Na vstupu máte
zadanou vyplněnou matici ǩrižovatek cross. Nalezněte algoritmus
pro určeńı počtu jednosměrných ulic. Určete časovou složitost
tohoto algoritmu.

jednosmerek = 0

pro každou křižovatku I

pro každou křižovatku J

pokud I != J a cross[I][J] == 1 a cross[J][I] == 0

jednosmerek ++;

Časová složitost: O(n2)
Rychleǰśı algoritmus nelze naj́ıt, protože jednosměrek může být až
n2 − n = O(n2)
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matici ǩrižovatek bude cross[i][j] = 1. Na vstupu máte
zadanou vyplněnou matici ǩrižovatek cross. Nalezněte algoritmus
pro určeńı počtu jednosměrných ulic. Určete časovou složitost
tohoto algoritmu.

jednosmerek = 0

pro každou křižovatku I

pro každou křižovatku J

pokud I != J a cross[I][J] == 1 a cross[J][I] == 0

jednosmerek ++;

Časová složitost: O(n2)

Rychleǰśı algoritmus nelze naj́ıt, protože jednosměrek může být až
n2 − n = O(n2)
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Př́ıklady algoritmů a jejich složitost́ı

Předpokládáme konečnou stanici autobusu. Ráno p̌red zahájeńım
provozu p̌rijede na stanici z garáž́ı x autobus̊u. Podle j́ızdńıho řádu
z konečné autobusy odj́ıžděj́ı spoje a zároveň daľśı autobusy
p̌rij́ıžděj́ı (z opačného směru). Předpokládáme, že žádný daľśı
autobus z garáž́ı nep̌rijede (muśı být p̌ristaven již ráno). Pokud
znáte časy p̌ŕıjezdu a odjezdu autobus̊u, určete, kolik autobus̊u
muśı být ráno p̌ristaveno, aby bylo možné dodržet j́ızdńı řád.
Předpokládáme, že j́ızdńı řády maj́ı podobu nesěrazených poĺı.

1. pro každý spoj A z jı́zdnı́ho řádu přı́jezdů

2. najdi spoj B v jı́zdnı́m řádu odjezdů, jehož čas

odjezdu je nejblı́že vyššı́

3. pokud spoj B existuje, odstraň jej ze seznamu odjezdů

4. pokud spoj B neexistuje, nedělej nic

5. spočti počet zbývajı́cı́ch odjezdů, to je potřebný počet

ráno přistavených autobusů
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Př́ıklady algoritmů a jejich složitost́ı

1. pro každý spoj A z jı́zdnı́ho řádu přı́jezdů

2. najdi spoj B v jı́zdnı́m řádu odjezdů, jehož čas

odjezdu je nejblı́že vyššı́

3. pokud spoj B existuje, odstraň jej ze seznamu odjezdů

4. pokud spoj B neexistuje, nedělej nic

5. spočti počet zbývajı́cı́ch odjezdů, to je potřebný počet

ráno přistavených autobusů

Časová složitost:
nalezeńı spoje (bod 2): O(n),

odstraněńı z pole (bod 3): O(1),

body 2,3,4 se opakuj́ı celkem O(m) krát,

bod 5 trvá nejvýše O(n).

Celkem:

T = O(m) ∗ (O(n) +O(1)) +O(n) = O(nm)
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nalezeńı spoje (bod 2): O(n),
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Př́ıklady algoritmů a jejich složitost́ı

Lepš́ı řešeńı:

1. vytvoř pole velikosti počet odjezdů + počet přı́jezdů

2. zkopı́ruj do pole hodnoty z jı́zdnı́ch řádů, ke každému

prvku pole přidej přı́znak přı́jezd nebo odjezd

3. seřad’ pole podle času vzestupně,

4. nastav akumulátor na hodnotu 0

5. projdi seřazené pole

6. za každý přı́jezd přičti k akumulátoru 1, za odjezd -1

7. nejvyššı́ hodnota akumulátoru během výpočtu udává

potřebný počet ráno přistavených autobusů

Časová složitost:

p̌ŕıprava a koṕırováńı pole (body 1 a 2): O(n + m),
řazeńı pole (bod 3): O((n + m) log(n + m)),
procházeńı pole, hledáńı maxima (4,5,6 a 7): O(n + m).

Celkem:

T = O(n + m) +O((n + m) log(n + m)) = O((n + m) log(n + m))
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Př́ıklady algoritmů a jejich složitost́ı

Pokud by již na vstupu byly j́ızdńı řády sěrazené:

1. vytvoř pole velikosti počet odjezdů + počet přı́jezdů

2. sluč do pole hodnoty z jı́zdnı́ch řádů, ke každému prvku

pole přidej přı́znak přı́jezd nebo odjezd, ke sloučenı́

použij proceduru merge, podobně jako v merge sortu

3. nastav akumulátor na hodnotu 0

4. projdi seřazené pole

5. za každý přı́jezd přičti k akumulátoru 1, za odjezd -1

6. nejvyššı́ hodnota akumulátoru během výpočtu udává

potřebný počet ráno přistavených autobusů

Časová složitost:

slučováńı pole (body 1 a 2): O(n + m),

procházeńı pole, hledáńı maxima (3,4,5 a 6): O(n + m).

Celkem:
T = O(n + m) +O(n + m) = O(n + m)
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Dotazy

Dotazy . . .

Děkuji za pozornost.
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