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1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

Uvodni pfedndaska
MnozZiny

- Mnozinu chapeme jako jednoznacné uréenou sadu objekt(
- xje prvkem mnoZiny M znadime:

re M
- x neni prvkem mnoZiny M znacdime:

r & M
- Popsat mnozinu mizZeme vyétem jejich prvku:

o M =1{a, b, c,...} predstavuje mnoZinu obsahujici prvky a, b, ¢ a pfipadné
dalsi prvky (které jsou zadané jistym pravidlem jez je patrné z prvnich
nékolika uvedenych ¢lent). Napf. B = {1, 2, 3} znadi mnoZzinu obsahujici
praveé tii prvky 1, 2 a 3.

@ M ={xe N | A(z)} predstavuje mnoZinu vsech prvkd = z mnoziny N pro
néz je vyrok A(x) pravdivy. Napf. {z € N |z < 4} je stejnd mnoZina jako
mnozina I} v predchézejicim bodé.

Operace s mnoZinami

- Prazdna mnozina — mnozina neobsahuje zadné prvky

0

- Mnozina A je podmnoZinou mnoZziny B — kazdy prvek mnoZiny A patfi do mnoziny B
ACDB
- Dvé mnoZiny jsou shodné, kdyz: A C B 3 zarovers B C A. znatime:

A=1HB

- Pranik dvou mnoZin je mnoZina obsahujici vSechny objekty pattici soucasné do obou
pGvodnich mnozin.
o Co maji spolecné

M

- Sjednoceni dvou mnozin je mnozina obsahujici vSechny objekty pattici alespon do jedné
z plvodnich mnofZin.
o Vse, co aspon jednou

U

12



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

Usporadané dvojice

Jsou-li z a y prvky (néjakych mnozin), zavedeme symbol (z, y) pro jejich
usporadanou dvaojici. Prvek z (resp. y) nazyvame prvni (resp. druhou) slozkou
usporadané dvojice (i, y).

Jsou-li (z,y) a (u,v) dvé usporddané dvojice, pak definujeme rovnost

(z,y) = (u,v) &Y r=—ua y = .

- To platii o usporadanych n-ticich

Poznamka

Vsimnéte si, ze {z, y} je mnoZina shodna s {y, 2}, kdeZzto usporadané dvojice
(z,y) a (y,z) nejsou stejné (obecné). Presto |ze usporddanou dvojici zavést
pomoci mnozinovych pojmi, napf. dvojici (z, y) lze ztotoznit s {’I‘ {z, y}}

Kartézsky soucin

Necht A a B jsou mnoziny. Symbolem A x B oznacujeme mnoZzinu vsech
usporadanych dvojic tvaru (z, y), kde z € A a y € B. Tedy symbolicky

Ax B:= {(:r,y)‘:z?ef’layEB}.

Mnozina A x B se nazyva kartézsky soucin mnozin A a B.
Piklad

Pro A={1,4,2}aB={A, =} plati

AxB={(1,4), (1,-), (4,4), (4,—=), (2,4), (2,—)}

Poznamka

x je nekomutativni operace, tj. A x B je obecné mnozina riizna od B x A.
Relace

Definice Relace

@ Relace R mezi mnozinami A a B je libovolnd podmnozina kartézského
soucinu A x B.

@ Je-li A = B, mluvime o relaci na mnoziné A.

@ Je-li (z,y) € R, pak rikdme Ze = a y jsou v relaci R a zkracené tento fakt
zapisujeme xRy.
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1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

Pomoci relaci mizeme presné formalizovat ,vztah” mezi rliznymi objekty.
Realné funkce realné proménné, kterymi se budeme zabyvat po zbytek
semestru, jsou speciadlnim prikladem relaci.

Ptiklad

xCy: x ma barvu y

ccaxB. C={(@M), (b)), (e.2). (d.0), (e.H). (1]

rPn: £ ma n vrcholi

PCAxN P= {(a,z), (b,7), (¢,5), (d,4), (e,6), (f,s)}

14



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

Dalsi ptiklady relaci

- Ekvivalence
- Zobrazeni
- Usporadani

Zobrazeni
Definice Zobrazeni

Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B je relace mezi mnozinami A a B s
nasledujici vlastnosti

@ pro kazdé = € A existuje nejvysde jedno y € B tak, ze zfy.

Toto zobrazeni f znac¢ime f : A — B. Misto zfy piSeme y = f(x) nebo z J, Y.

- Tzn. bud jedno, nebo zadné.

Terminologie spojena se zobrazenim

Bud f : A — DB zobrazeni a necht y = f(z) prox € A, y € B.

e Prvek y nazyvdme hodnota f v bodé z, nebo obraz x pfi zobrazeni f.
@ Prvku z tikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.

@ MnoZinu vsech = € A takovych, ze existuje y € B spliujicich y = f(z)
nazyvame definicnim oborem zobrazeni f. Tedy

Dy = {z € A|existuje y € B spliiujici y = f(z)}.

@ Mnozina vsech obrazii pri zobrazeni f se nazyva obor hodnot zobrazeni f a
znaci se Hy. Tedy

H={yeB \ existuje = € A spliiujici y = f(xz)}.

Budte f a g dvé zobrazeni z A do 3. [ a ¢ jsou relace, tedy mnoziny. Podminka
jejich rovnosti f = ¢ je ekvivalentni podminkam

Dy = Dy, asoucasné f(x) = g(x) pro vechna = € Dy.

15



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

f:A- B

Zuzeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A — B

@ Zobrazeni g: A — B s Dy := M, kde M C Dy, definované predpisem
g(x) = f(x) pro libovolné = € M nazyvdme z(iZzenim zobrazeni f na
mnoZinu M. Zapisujeme g = f|, .

@ Mnozinu
f(S) :={y € B|existuje z € S spliiujici f(z) = y}.
kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S p¥i zobrazeni f.

e Je-li N C B, potom mnozinu
f7H(N) :={a € Dy | existuje y € N splitujici f(x) =y}
nazveme vzorem mnoziny N pri zobrazeni f.

Poznamka

Symbol pro vzor mnoZiny, f~'(N), je nutno chipat jako nedélitelny. Netvrdime
nic o existenci inverzniho zobrazeni (viz déle).

SloZené zobrazeni

Definice SloZeného zobrazeni

16



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

Jsou-li f: A— B ag: B — C zobrazeni, definujeme slozené zobrazeni
gof: A — C predpisem

(gof)(z):=g(f(z))

pro vsechna
2 € Dgog := {z € Dy | f(x) € Dy}.

Poznamka

Tedy Dyof C Dy. | v ptipadé, ze Df # () a D, # () mize nastat situace Dy = 0.

DulezZité druhy zobrazeni

Zobrazeni f: A — B je

@ prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici =,y € Dy, x # y, plati

flx) # f(y).
@ na (surjektivnf), jestlize pro kazdé y € B existuje x € Dy spliujici f(z) = y.
e vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté a na.

Priklad identického zobrazeni

Bud A mnozina. Zobrazeni idys : A — A definované predpisy
Diq, = A a ida(z) =, xe€ Dy,,
nazyvame identické zobrazeni.

Zobrazeni id 4 je injektivni, surjektivni a tedy i bijektivni.

Tzn. prosté i na, tedy vzajemné jednoznacné

17



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

Inverzni zobrazeni

Definice Inverzniho zobrazeni

Je-li f : A — D prosté zobrazeni, pak kazdému prvku z z oboru hodnot H; |ze

prifadit pravé jedno y z mnoziny Dy tak, Ze x = f(y). Takto ziskané zobrazenf
nazyvame inverzni zobrazeni k zobrazeni f a znaéime f—'.

Poznamka

Z definice ihned plyne, Zze f~!: B — A a déle

D1 = Hj, Hy-1 = Dy,
flof=idp,, fof ' =idg,.

f

A

Ciselné mnoziny

Pfirozena cisla

N=1{1,23..1}

- Celacisla
Z={.,6-2,-1,0,1,2,...}

- Racionalni ¢isla

Q

- Realna disla

R

- Komplexni ¢isla

C
Plati inkluze NCZCcQ c R c C.

18



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

Realna disla

Mezi redlnymi Cisly existuji dvé vyznamné binarni operace (tj. zobrazeni) nazyvané
scitani a nasobeni,

+:RxR—-R a -:RxR—=R

splnujici zndmé komutativni, asociativni a distributivni zakony:

a+b=1>b+ a, a-b="0-a,
(a+b)+c=a+ (b+ ), (a-b)-c=a-(b-c),
a-(b+¢)=1(a-b)+ (a-c), pro kazdé a, b, c € R.

Pripomenme speciadlné, Ze rovnice a + = = b ma jediné feSeni z = b — a.

Analogicky rovnice a -« = b ma pro a # 0 jediné veSeni = =

SEIS

Usporadani
Realna Cisla |ze srovnavat podle velikosti, tj. existuje relace uspofadani na R:

W

a< b (Cislo a je mensi nez ¢islo b),
resp.
a <b (Cislo a je mensi nebo rovno Cislu b).

e 4

Relace usporadani je svazana s operaci scitani a nasobeni znamymi pravidly pro
pocitani s nerovnicemi. Pfipomenme, ze

a<b c>0 = a-c<b-c,

a<bec<0 = a-c>b-c

Intervaly

Pomoci usporadani definujeme také specialni podmnoziny R, a to intervaly, pro
a, b € R klademe:

otevieny interval (a.b) ={zeR|a<z<b},
uzav¥eny interval (a.b) ={zeR|a <z <b}
polootevieny (polouzavieny) interval (a,b) ={z ¢ R‘ a<x< b},
analogicky (a,b) ={zeR|a <z <b}.

19



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

A neomezené intervaly
(a,400) ={z € R‘ a <z}
(—o00,b) = {z € R |z < b}

Ve vsech téchto intervalech je a tzv. pocatecni bod a b tzv. koncovy bod
intervalu.

Vzdalenost redlnych Cisel

rd s r rd s ‘\y - ‘:F‘
/Zavadime absolutni hodnotu redlného
Cisla a predpisem
‘ ‘ a pro a > 0
al :=
—a pro a < 0. >
Vzdalenost dvou Cisel a, b € R je rovna ‘('L — b‘ = ‘b — ('L‘.
| |
| ‘”‘ o h‘ [
} f
; ' >
0« bR

Vlastnosti absolutni hodnoty

Fe

Pro libovolna redlna <isla a, b plati

|a
=~ 0.
b

a

|+l < |a[ + 0], l|ab]=]a]-[b], |7

- Tzv. trojuhelnikova nerovnost
@ Jellia+b>0,pak [a+bl=a+b<a—b=|a|+ bl
@ Jellia+b<0, pak [a+bl=—a—b<a—0b=|a|+|b|
Iracionalni ¢isla
- Tuto mnoZinu nelze popsat nijak jednoduse.

@ Definovat iracionalni Cisla jakozto realnda Cisla, ktera nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iraciondlniho ¢isla na definici redlného cisla.

20



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

e Pouzijeme-li geometrického znazornéni R jako primky, pak lze pozadovat, aby
pfimka nebyla nikde pretrzena, jinymi slovy mnozina redlnych cisel
~heobsahuje diry.”

Priklad (na znazornéni)

Existuje kladné ¥edenf rovnice z° = 2.

@ Motivaci této Ulohy miize byt problém nalezeni délky Ghlopticky ve Ctverci o
strané délky 1.

/]

1

e Pokud reseni existuje, nemize jim byt racionalni Cislo. Toto tvrzeni dokazeme
sporem.

I

e Urcité musi byt » € I := (1,2).

I

-e = ® >

9
@ Rozpiilenim intervalu I; zjistime, 2e = € I, := (1, 3).
Iy

- L ® @ ?
5 r 3 R
4 2

e Pokracujeme nadale pilenim intervall. Protoze konce intervalil jsou
racionalni ¢isla |ze postup libovolné opakovat a dostavame tak intervaly 1,,,
n € N, uvnitf kterych musi lezet x. Pro tyto intervaly je I,,.y C I,, a délka
n-tého intervalu je zn—l_l Nas pozadavek, ze R nema diry v tomto pripadé
zZnamena, ze
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1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

I

- oo o >
uzroo3 R
3 3

I

- oo >
11 223 R
8 16

Axiom uplnosti

Pozadavek aby mnozina redlnych cisel ,neméla diry" mizeme presné formulovat
jako tzv. axiom Gplnosti.

Kazdy smrstujici se systém uzavrenych intervalii, jejichz délky jsou
libovolné malé, ma neprazdny priinik.

Presnéji, pokud jsou I,,, n = 1,2, ..., uzavrené intervaly splnujici

In DLy, n=1,2,...,

pro kazdé £ > 0 existuje n tak, ze délka [,, je mensi nez <,

pak
o0
() I # 0.
n=1
Funkce
Redlna funkce redlné proménné

Definice Redlné funkce redlné proménné
Zobrazeni f : R — R nazyvame redlnou funkci realné proménné.
Pozndmka

Realna funkce redlné proménné je ¢asto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci
predpisu typu y := f(x). Pfirozenym defini¢cnim oborem nazyvdme mnozinu
vsech redlnych = pro které ma vyraz f(x) smysl jakozto realné Cislo.
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Priklad

Uvazme vyraz f(z) := I—\/El Prirozenym defini¢nim oborem je mnozina
Dy = <0, 1)U (1,400).

Takto definovana funkce je dana relaci

/-{(e5)

7
Tr —

T € (0,1)U(1,+oo)}.

Graf funkce

Grafem funkce f nazyvdme mnozinu
graf f := {(z, f(z)) ‘ xe Dy}

@ = je hodnota nezavisle proménné znazornovana zpravidla na vodorovné ose a
f(z) je hodnota funkce f v bodé = (téz hodnota zavislé proménné), ktera se

znadzornuje na svislé ose.

e Graf funkce f je podmnozinou kartézského soucinu R x R, ktery ted chapeme
jako rovinu s vyznac¢enym pocatkem (bodem (0,0)) a s vodorovnou
soufadnou osou

{(:I?,O)‘ T € R},
a svislou soufadnou osou
{(O,y)‘ Y € R}.
Priklad paraboly
Pripomenme graf paraboly Yy

y = az® + bz + c.

Redlné koreny

1
Fi:%(bj:\/ﬁ),

pokud D = b2 — 4ab > 0. /

Priklad
Kterd z nasledujicich funkei (R — R) jsou prostd, na, ¢i bijektivni?
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y/\ y».
yax
1
/ 0.5
xr

r4 5, <0 =, T#0
r) = = (1 = r* = ¢ T’
f@) r+1, >0 J(@) = x(1 —7) f(z) 0. z=0
1) Prostd
2) Na

3) Prostdina (tzn. bijektivni)
Definice rostouci a klesajici funkce

Funkce f se nazyva

@ rostouci na intervalu [, jestlize

pro kazdé x,y € I splnujici < y plati f(z) < f(y),
@ klesajici na intervalu I, jestlize

pro kazdé x,y € I splnujici = < y plati f(z) > f(y).

Je-li funkce bud rostouci nebo klesajici na intervalu I, pak se nazyvd monotonni
na intervalu 1.

Kazdd monoténni funkce je prosta.

Priklad

Prikladem rostouci funkce na R je licha mocnina (a také licha odmocnina).
Funkce f(z) = x* neni na R ani rostouci ani klesajici, ale je klesajici na intervalu
(—o0,0) a rostouci na intervalu (0, +00).

DuleZité funkce
Elementarni funkce

- Polynomy

- Exponencialni funkce

- Trigonometrické funkce

- Funkce inverzni k predchozim
o 0Odmocniny, logaritmy

24



1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

- Soucty, souciny a podily pfedchozich funkci
o Racionalni lomené funkce
- SloZeni pfedchozich funkci

Mocniny a odmocniny

@ Definujeme pfirozenou mocninu vztahy

"=z -z, neN~{0}, zeR,
7 Elent

=1, zeR.

@ Dale pro zaporna cela Cisla n klademe

e Definujeme pFirozené odmocniny, ozn.
1 n
am = +/a, né€eN,

jako realné reseni rovnice ™ = a. Podrobnéji:

o Je-lin=2k keN, sudé, pak 2™ > 0 pro vSechna =z € R, coz znamenj, ze
rovnice ma redlné feseni jen pro a > (.

Pro a > 0 jsou tato fedeni dvé&, nebot z2* = (—x)?*. Sudou odmocninu 3/a
definujeme jako nezaporné fedeni. Je proto Va2 = |z| a nikoli z, protoze
nevime, jestli je x kladné nebo zaporné.

Je-lin=2k+ 1,k €N, liché, pak rovnice z2**! = ¢ ma jediné ¥edeni, které
zna¢ime **7/a. Naptiklad v/ —8 = —2.
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@ Vzhledem k této terminologii je lichd odmocnina f~1(y) = 2¢/y inverzni
funkef k liché mocning f(z) = 22*+1. Protoze H; =R (to ale viibec neni
ziejmé) je Dy1 = R,

e Sudé mocniny g(z) = 2°* nejsou na R prosté. Ale z(Zime-li defini¢ni obor na

interval (0, +00) pak funkce h = g‘m Loo) je jiz na intervalu (0, +00) rostouci

a tedy prosta. Inverzni funkce =1 (z) = %/x ma defini¢nim oborem interval
(0, +00), protoze Hy = (0, +00), a je na tomto intervalu rostouci.
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1. Uvodni pfednaska Jan Rubin

@ Doposud definované mocniny maji nasledujici vlastnosti:

pro takova a, b, x, aby vyrazy vlevo i vpravo byly definované.

@ Definici mocniny =% mizeme rozsitit na vSechna a € R (pozdéji ukazeme jak
to Ize udélat), ale obecné jen pro z >0 a pro a > 0 pro z > 0. Tato obecnd
mocnina ma stejné vlastnosti jak byly uvedeny vyse.

= =

s

@ Poznamenejme jesté, Ze asto pouzivame zapis \/x = z7.
Exponencialni a logaritmické funkce

@ V predchazejicim bodu jsme mluvili o obecné mocniné jako o funkci =+ z¢,
tj. s proménnym zikladem.

o Mizeme také povazovat zdklad za konstantni a exponent za proménny.
Definice Exponencidlni funkce
Pro b > 0 se funkce typu =+ b*, z € R, nazyva exponencialni funkce.

Pro b > 1 je funkce f(x) = b rostouci na R a je Hy = (0, +0c) (to také nenf
ziejmé). Existuje proto inverzni funkce, kterd se nazyva logaritmickd o zdkladu b —
oznaceni log;,.

Plati tedy
b =y <= x=log,y (b>1, xR, y>0).
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Funkce log; je definovana a rostouci (stile b > 1) na intervalu (0, +00)

Jeji vlastnosti jsou odvozeny z vlastnosti exponencialni funkce:

log, zy = logy, x + logyy, x,y >0,

log,, - logy z—logyy, logy(z¢) =c-logyx, x,y>0 ceR.
Y

Poznamka

Poznamenejme, Ze zcela zvlastni misto v matematice ma exponencialni funkce se
zakladem e (Eulerovo &islo, e = 2.718. .., je iracionalni) o niz bude fe¢ pozdéji.
Inverzni funkce k nf se nazyva pfirozeny logaritmus a znadi se In.

Je-li zaklad exponencidlni funkce b € (0, 1), pak funkce z + b* je klesajici na R a
inverzni funkce k ni (opét log,) je definovana a klesajici na intervalu (0, +00).

ae
(]
~

Obcas je uzitecny prevodni vztah mezi exponencidlnimi funkcemi o rliznych
zakladech: Pro a,b >0, a # 1 # b, v € R, je

b = aF log, b ‘

jak snadno nahlédneme feSenim rovnice b* = a¥ vzhledem k nezndmé vy je

y=log, b* = xlog,b.
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Podobné (pro stejné hodnoty a, b, = jako vyse)

log, z = (log, b)(log, z) .
Poznamka

vy ime. 3 s ;.
Jesté poznamenejme, ze funkce =+ 2% neni ani mocninna ani exponencialni
protoZze ma jak proménny zaklad, tak exponent. V souladu s predchazejicim je
definovana takto 2% = %N,

Goniometrické funkce

Funkce sinus (sin) a kosinus (cos) se zpravidla definuji pomoci soufadnic (a, b)
bodu v roviné R x R lezictho na kruznici o stfedu v pocatku (0,0) a poloméru 1.

Oznacime-li z délku kruhového oblouku od bodu (1,0) do bodu (a, b) (z je
velikost prislusného Ghlu v tzv. obloukové mite), pak klademe

cosr:=a, sinz:=b.

Tim jsou definovany funkce cos a sin pro x € (0,27) (27 je délka pfislusné
kruznice).

Z Pythagorovy véty (zde a* + b? = 1)
ihned plyne velezndmy vztah

9 . 9
cos“r+sin“zr=1.

Funkce sinus a kosinus lze 2m-periodicky rozsitit, tj. klademe
cosz = cos(x — 2km), sinz = sin(z — 2k7)

pro z € 2km,2(k+ 1)m), k € Z.
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Poznamka

Jan Rubin

Je dobré znat hodnoty funkci sinus a kosinus aspon pro nékolik dalSich vyznacnych
ahla: = /6, w/3, m/4.

Tabulky

Stupné | Radiany | Sinus | Kosinus | Tangens | Kotangens
0 0 0 1 0 —
30 T L E E V'3
6 2 2 3
T
s | DO V2 V2|
4 2 2
60 T E 1 V3 E
3 2 2 3
90 T 1
e=30" & =45"| g =60"
sifl e l E E
2 2 2
COS o ﬁ E l
2 2 2
to o ﬁ 1 J§
3
cotger| W f3 1 E
3
e | 0°f 30°] 45°| 60°] 20°| 120°] 135°| 150°| 180°) 270°| 360°
| g | g| =z | = | 2| 3m | OS¢ s
arcex (radj o0 — — — — — — —— T S 2T
61 4] 3| 2 3 4 & 2
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Jesté budeme pouzivat funkce tangens (tg) a kotangens (cotg), které maji
periodu 7 a definujeme je pomoci podilii

sinzx 1 1
toer = , T E ((k——)t(]f —)i).
&% CosST v U 2 i +2 )

keZ
cotgr = C,OST, S U (km, (k+1)m).
sin z et

Matematicka indukce

Tento typ dikazu se ¢asto pouziva v pfipadé, Ze mame nekone¢né mnoho tvrzen{
ocCislovanych kladnymi prirozenymi indexy 1, 15, T3, .... Dlkaz se provede ve
dvou krocich:

i) Dokaz prvni tvrzeni, zde T).

i) Pro libovolné prirozené n dokaz tzv. indukéni krok:
pokud plati 7%, pak plati 1%+1.

Schéma indukce:

TG
~

Priklad Cviceni (1.10)

Piklad 1.10: Dokaste 3k = ”(le)
=1

e &

, pro n € N~ {0}, matematickou indukel.

1. krok Pro n =1 zjevné plati
1
d k=1
k=1

2. krok Predpokladejme platnost formule pro n. Potom

n+l n
n(n+1) (n+1)(n+2)
k= El+n+l=—-—+n+1= :
- (5

2 2

Priklad Cviceni (1.11)

Priklad 1.11: Dokazte .
n—

a® — b = (a i b) Z aibn—l—i.
i=0
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Resend. Dikaz samoziejmé provedeme matematickou indukei. Prvni krok je zfejmy. Necht
nyni formule plati pro n. Ukazeme jeji platnost pro n + 1.

a™tt — vt = a(a™ — b)) + ab™ + b(a™ — b") — ba" = (a + b)(a"™ — b*) + ab™ — ba" =

n—1
= {indukéni prepoklad} = (a — b) Z (@11 4 @b ) 4 ab™ — ba" =
i=0
no o on—1 _
=(a—1b) (Z a't" Tty a‘bn_“) + ab™ — ba"
i=1 i=0

=2(a—1b) Z a'b"' — (a — b)b" — (a — b)a"™ + ab™ — ba"
i=0

_ 2({1 _ b) Z athni — (a_n+'l o bn+-l)
i=0

Odtud okamzité plyne
mn
a_n—l—'l _ bn+1 _ (&- _ b) Z a_ibn—i.
i=0
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2. Ciselné posloupnosti Jan Rubin

Ciselné posloupnosti

Definice pojmu posloupnosti

Definice Posloupnosti

Zobrazeni z mnoziny N do mnoziny R, jehoz defini¢ni obor je nekonecnd mnozina,
nazyvadme realna posloupnost.

Poznamka

Q Je-li a: N — R posloupnost, pak funkéni hodnotu a v bodé n € D, C N, tj.
a(n), oznacujeme a, a nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti a. O n
samotném v tomto kontextu mluvime jako o indexu.

@ Skutecnost, 7ze a : N — R je posloupnost, zapisujeme také zkracené
symbolem (ay,).

e Bez (jmy na obecnosti Ize predpokladat, ze zkoumana posloupnost (a,,) je
definovana na celém N. Lze ji totiz vzdy , precislovat”.

e ~

@ Pokud chceme explicitné vyznacit jakou mnozinu index probiha, piSeme napf.

(an)nen,  (an)i—qy, nebo (ap)ner,

je-li indexovou mnozinou .J C N.

Priklad

Uvazme posloupnost a : N — R definovovanou predpisem a(n) := (—1)".

e Napriklad tedy plati a; = —1, as =1, Ci azo; = —1.

@ Tuto posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zplisobem:
a=((—1)").

@ Oborem hodnot a je mnoZina obsahujici pouze dva prvky, {—1,1}.

U, 4

1+ e - * - e - * - -
1 2 3 4 5 6 7 3 9 10"

—1}------------ * - - -—-—-—-——- - -———---- - °«
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2. Ciselné posloupnosti Jan Rubin

Vlastnosti posloupnosti

@ (ayp) je rostouci (resp. klesajici) pokud a, < any1 (resp. an > any1) pro
kazdé n € N,

@ (ay) je neklesajici (resp. nerostouci) pokud a, < a,.1 (resp. an > ani1),

@ (ay) je monotonni pokud je nerostouci nebo neklesajici.

Priklad

Diskutujte vlastnosti nasledujicich posloupnosti.

Un o
P i R ik sl Sl ol S Bt ol
ap = 2 | | | | | | | | .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 n
b 4
< E 3
by = 4 =0 167 89
6—n, n>05 1 2 3 4 5 ¢l n
.
cn/\
3p-——-- i R St ol
I ‘ I =~ I — I
n = 3(—1)" r 3 5 7T 9>
2 4 6 s 7
S U S

DulezZité podmnoziny R a rozsifena redlnd osa

Okoli boduavR

Necht @ € R a ¢ > 0. Otevreny interval (a — ¢, a+ ¢) nazyvdme c-okolim bodu
a v R a zna¢ime H,(c).

Je-lia e Race >0, pak z € Hy(e), pravé kdyz plati nerovnost |z — a| < .

H,(¢) = : - >
- a— & a a—+ e R

Necht a € R a £ > 0. Otevreny interval (a, a+¢), resp. (a — &, a), nazyvame
pravym, resp. levym, c-okolim bodu « v R a zna¢ime H_(¢), resp. H, (2).
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2. Ciselné posloupnosti Jan Rubin

Okoli a rozsifena realna osa

Definice
MnoZinu R = R U {400, —c0} nazyvidme rozsifenou redlnou osou.

Necht ¢ € R. Otevreny interval (¢, +00), resp. (—oc, ¢), nazyvdme okolim bodu
+00, resp. —oo, v R a znacime H,.(c¢), resp. H_..(c).
e Neni-li potfeba specifikovat velikost okoli, piSeme zkracené H,, H. ., H .

@ Okoli bodu a jsme definovali pro libovolné a € R, avsak toto okoli je vzdy
podmnoZinou [R.

Limita Ciselné posloupnosti

Definice Limity Ciselné posloupnosti

Rekneme, Ze redlna posloupnost (a,) ma limitu o € R, pravé kdyz pro kazdé
okoli H, bodu « |ze nalézt ny € N takové, ze pro vsechna n € N vétsi nez ng plati
ay € Hy. V symbolech

(VHo) (3no € N)(Vn € N)(n > ng = an € Ha).
Tuto skutecnost zapisujeme nékolika moznymi zpisoby:
lim a, =« nebo lima,=a nebo a, — a.

n—o0

Poznamky k definici limity

e Ekvivalentni definici dostaneme, zaménime-li ,,ng € N" za ,ng € R".
Vyznam také ziistane zachovan pripustime-li ,n > ng" misto ,n > ny".

e Pokud uvazujeme o € R, mizeme definici preformulovat:

Kazdé okoli H, je v tomto piipadé tvaru (o — &, v + £) pro néjaké kladné ¢.
Dale a,, € H, znamena |a, — «| < <. Dostavame tedy:

(VE cR, > 0) (Eino c N) (Vn c N) (n >ng = |a, — o] < 5).
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2. Ciselné posloupnosti Jan Rubin

@ Podobnou tvahou pro pripad o« = +0o0 dostavame podminku

(Vc € R) (Eno - N) (Vn - N) (n >Ny = Ap > C)

e Udejte podminku pro @ = —oc.

e Dokazat tvrzeni , lim a, = a" znamena ke kazdému okoli H,, urcenému
n—oo
parametrem ¢ nebo ¢, nalézt ny € N tak, aby a,, € H, pro véechna n > ny.
e Posloupnost (a,,) ma limitu o € R, pravé kdyZ v kazdém okoli bodu « leZi
vSechny cleny posloupnosti (a,) az na konecny pocet vyjimek.
o K tomu aby lim a,, = « ale nestaci, aby v kazdém okoli bodu « lezelo
nekonec¢né mnoho ¢lenil posloupnosti (rozmyslete).

Véta o Jednoznacnosti limity

T

Kazda ciselna posloupnost mé nejvyse jednu limitu.
Elementarni limity
PFiklad
oo .1
Dokazte lim — = 0.
n—oco N

Bud £ > 0 libovolné. Pozadavek

la, — 0| =

je ekvivalentni podmince n > é Staci tedy k danému ¢ volit libovolné ng € N
spliiujici ng > <.

1/m 4
?
|
£ | L4
| 1 T ° ¢ hd . . ) )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n
L
L
Priklad

Limita konstantni posloupnosti a,, = « je rovna «.
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2. Ciselné posloupnosti Jan Rubin

Bud ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li libovolné ny € N potom pro n > ng trivialné plati
la, —al =0 < e.

Priklad

Limita posloupnosti a, = n° je +occ.

Bud K > 0 libovolné. Zvolime-li pfirozené ny > vV K, pak pro kazdé
n>ng =K plati a, = n* > K.
Konvergence a divergence

Definice Konvergence a Divergence posloupnosti

Bud (@) posloupnost. Pokud ma limitu « € R, pak se nazyva konvergentni. V
ostatnich pfipadech ji nazyvdme divergentni.

Ptiklad

Na zakladé vysledki predchozich prikladl dostdvadme:

o posloupnost (L) je konvergentnf,

n
@ libovolna konstantni posloupnost je konvergentni,
@ posloupnost (n?) je divergentnf.

Vypocet limity
Nejelementarnéjsim zplisobem vypoctu limity posloupnosti (a,,) je Uspésné
provedeni dvou krokd:

© Uhodni kandiddta na limitu, ozn. o € R.

@ Pomoci definice dokaz, ze lim a, = «.
n—o0

- Dalsi nastroje pro vypocet limity v kapitole Véty o posloupnostech.

Velmi Casto je nam vSak hodnota limity (pokud viibec existuje) neznama. Typicky
je jeji ptipadna hodnota pravé to, co hledame. Vyvstava proto prirozena otazka:

Lze rozhodnout o konvergenci posloupnosti (a,) pouze na zakladé
znalosti jejich clendi?

- Ano, viz Véty o posloupnostech.
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2. Ciselné posloupnosti Jan Rubin

Vybrané posloupnosti

Definice Vybrané posloupnosti

Necht (ay);2; je libovolna posloupnost a (k) je rostouci posloupnost prirozenych
Cisel. Pak posloupnost (akn) nazyvame posloupnosti vybranou z posloupnosti
(an). Posloupnost (a,) nazyvame také podposloupnosti posloupnosti (a,).

Priklad

Posloupnost (1) je vybrana z ((—1)”). Skutecné, stali vzit sudé Cleny, tedy
kn=2npron=12....

Poznamka

Cleny posloupnosti (k,) udavaji, které &leny vyberu z (a,).

Priklad
Uvazme posloupnost @, = (—1)™n, n. = 1,2,3,.... Prvnich par &lenti tedy je
—1.2,-3,4,. ...

o Posloupnost (2n)72; je vybrand z (ay). Ano, staci volit rosotuci k, = 2n a
pak ap, = 2n.
@ Posloupnost (2) nenf vybrana z (a,). Sice plati, ze kdyz polozime k, = 2,
pak ap, = 2, ale (ky) neni rostouci.
Je dilezité si povSimnout, ze pfi vybéru ¢lend musime zachovat jejich poradi v
plvodni posloupnosti. To je presné vyjadieno podminkou na (k).

Véta O limité vybrané posloupnosti

Necht posloupnost (a,) ma limitu o € R. Pak kazd4 podposloupnost vybrana z
(a,) ma také limitu .

Ptiklad
P 1 1 : v ,
Plati lim T2 = (0. Posloupnost (m) je totiz vybrana posloupnost z
n—+oc 4n! 4 n? -
O |
(1) a jizvime, ze lim — =0.
u n—too N

DuUsledek

Lze-li z posloupnosti (a,) vybrat dvé podposloupnosti s riiznymi limitami, pak
limita pivodni posloupnosti (a,) neexistuje.
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2. Ciselné posloupnosti Jan Rubin

Priklad

Limita posloupnosti ((—1)'*'7‘)12O neexistuje.

=3
Vybereme podposloupnosti se sudymi a lichymi indexy. Tj. polozime k,, := 2n a
lp:=2n—1pron=1,2,.... Potom obé vybrané podposloupnosti jsou
konstantni s rliznymi limitami:

Ak, — 1 — 1, ag, — -1 — —1.
Priklad

Odhadovéani hodnoty limity posloupnosti vypoctem prvnich nékolika ¢lend (.
dosazovanim malych n, vykreslovani kone¢ného poctu ¢lenti na podcitadi) mize
vést ke Spatnym zavérim. Jako jednoduchy priklad uvazme posloupnost (a,,)
definovanou predpisem
" k!
an =2 10363

k=1
ay an
LOGI0|- s e meennseanneenseenseennceneceanceaneranasanannn Loo2o
Loots 10015 —
Looto}- 10010;
10003 1.0005
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ n Il Il L L L n
10 2 30 ) 50 20 4 60 80 100
an
1.004 -
1.003
1.002
1.001
1 1 1 Il L 1 L L 1 L 1 L 1 L 1 1 1 1 },?
500 1000 1500 2000 2500
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3. Véty o posloupnostech Jan Rubin

Véty o posloupnostech

Kritéria konvergence

Pfipomenuti

- Axiom Uplnosti
Kazdy smrstujici se systém vnorenych uzavfenych intervalli ma neprazdny priinik.
Presnéji, pokud

(an, bp) D (any1, bpr1) pro kazdé n € N,
lim (b, — an) =0,

n—o0

pak existuje redlné x lezicl v kazdém z intervald (ay,, by,), n € N.
Hromadny bod

Definice Hromadného bodu

Bod z € R nazyvame hromadnym bodem posloupnosti (a,,) pravé, kdyz v
kazdém okoli H, bodu z lezi nekone¢né mnoho Clenl posloupnosti (ay,).

Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti?

e Pokud lim a, =a € R, pak « je zrejmé hromadnym bodem (a,,).
n— 00

@ | kdyz ma posloupnost pravé jeden hromadny bod, limita posloupnosti nemusi
existovat.

Priklad

e Posloupnost (a,) zadana predpisem

n, n je sudé,
Op = © oz
L 5 je liché,
e :

ma hromadny bod 0, ale nema limitu.

@ Bod 0 je hromadnym bodem i limitou posloupnosti (%)

@ Narozdil od limit miize mit zadana posloupnost vice hromadnych bodii. Napr.
posloupnost ((—1)™) ma hromadné body 1 a —1.

Bolzanova-Weierstrassova véta

- Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

- Opak neplati. Ma kazda omezena posloupnost aspon hromadny bod?

- Predstavime-li siomezenou a chaoticky se chovajici posloupnost (an), mize byt prekvapivé,
Ze odpovéd na otdzku je kladna.
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3. Véty o posloupnostech Jan Rubin

2, =4day, (1 —a, 1), ap=1/3

o ss s * 0® * 0 B e 5 e 0 o — " 9% — — - —a®
1 e . P L ) ~' e O Y] *' e e e " e *
.
b ® %o L B . .® . .
. . * . O{
. * e
. ® o s o . . .. . .

0 200 400

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod.

Véta O limité monotonni posloupnosti

Kazda redlnd monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecnd, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.

Priklad

Zkoumejme limitu posloupnosti (Z:’:l %)

nzl-

Tato posloupnost je olividné rostouci. Podle véty o limité monotonni posloupnosti
tudiz existuje jeji limita. Vyberme z ni posloupnost (b, )nen,

2
by, = —.

Plati . ) ) ) )
J T i1 2142 27 4+ i 21+l 9
Odtud 1
= 1
b, = by + Z(ij — bj) > b + " =1+ g
j=1

Posloupnost (b, ), a tedy i (a,,), neni omezena shora. Proto
T
) 1
lim E — = +o0.
n—o0 k
k=1
Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento nedostatek
odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka.
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3. Véty o posloupnostech Jan Rubin

Bolzano-Cauchyho véta

Posloupnost (ay,) je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje ny € N
takové, Ze pro kazdé n, m > ng je |a, — am| < e.

Podilové kritérium

Na tomto misté je vhodné pripomenout postacujici podminku pro konvergenci
probiranou na cviceni a to tzv. podilové kritérium. Bud (a,) posloupnost
kladnych cisel a necht existuje limita

oznacme jeji hodnotu symbolem ¢. Potom

e pokud ¢ < 1, pak lim a, =0,

n—oco

e pokud ¢ > 1, pak lim a, = +o0.
n—oo

Ptiklad
VW . ]_O""-IL

Viypoctéte limy, s 1o =7

Protoze _
10" +!1

lim (ntD! lim 10 = ()
on -
n—-+oo - n—-+oo N + 1

je plvodni zkoumana limita rovna taktéz 0.

Algebraické operace na rozsifené realné ose

Definice operaci na rozsifené redlné ose
Necht a € R, v zavislosti na jeho hodnoté definujeme
@ a>—00. a+ (+00)=(4+00)+ a= +o0,

@ a < +oo: a+ (—00)=(—0)+ a= —o0,
@ a>0: a-(4+00)=(4+00)-a=4o0,

@ a<0: a-(4+00)=(400)-a= —o0,
@a>0: a-(—o0)=(—00)-a=—o0,

@ a<0: a-(—o0)=(—00)-a= 400

) ﬁ:ﬁ:[}
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3. Véty o posloupnostech Jan Rubin

Poznamka

Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (—b), podil § :=a - % pouze v pripadé

Ze vyraz na pravé strané je definovan. Klademe —(4+00) = —o0, —(—00) = +00,
|+ 00| =|— 00| =400 a y/+00 = o0 pro libovolné £ € N.

Nedefinované vyrazy

+00 a

+o0o — +00, 00+ Foo, 0-(F00), Too’ aproaeﬁ.
00

Véty o limitach
Véta

Necht (a,) a (by) jsou redlné posloupnosti majici limitu v R. Oznaéme

a= lim a, a b= lim b,. Plati
n—oo n— oo

lim (a, + by) = a+ b,
n—oo
nlglgo(an —by) =a—b,
ﬂlgl;o(an ~bp) =a- b,
iy O _ @
im — = —,
n—oo bn b'

pokud je vyraz na pravé strané definovan.

Pozndmka
Vsimnéte si, Ze aby podil ¢ byl definovan, musi byt b 3 0. Odtud jiz plyne

existence ny € N takového, ze b, # 0. Ma tedy smysl zkoumat limitu posloupnosti

(@n/bn).

Postup reseni prikladd

- Vytknu nejvyssi exponent
- Zkratim
- Vyuiiji vySe definovana pravidla a elementdarni limity

Priklady
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3. Véty o posloupnostech

Jan Rubin
Vypoctéte
23 —4n+5
Q@ Ilim —
n—o0 n — n:
. 2n2 —4n+5
Q@ lim —
n—oo n—n
23 —4n+5
Q lim 5
n—00 n — n=
1) -2
2) 0
3) —infinity
Véta

Necht (a,,) je redlnd posloupnost. Pak plati nasledujici dvé tvrzeni

lm a,=a = lim |ay| = |a,
n——+o0 n—-+oco

lim a,=0 <«  lim |a,|=0.
n—-+oo n—-+oo

Véta

Necht (ay) je redlnad posloupnost s nezapornymi ¢leny a necht & € N je pevné
dané cislo. Pak plati

lim a, =a€RfU{+x} = El_}_l Va, = V.
T o0

n—-+4oc

Priklad

Vypoctéte limitu

lim vVn?2+2n+5— n.

n—co

- Vysledek: 1

N a pOVeda (potu p) . Rozifit -> tim se zbavit odmocniny v &itateli -> vytknout z odmocniny ve jmenovateli n? -> zkratit n

Nerovnosti limity

Véta
Necht redlné posloupnosti (a,) a (b,) maji limity v R. Pokud
lim a,, < lim by,

potom existuje ny € N tak, ze pro vSechna pfirozena n > ng plati a, < by,.
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3. Véty o posloupnostech Jan Rubin

A (Ln' /)-n

DUsledek

Necht (a,) a (b,) jsou realné posloupnosti majici limitu v R. Pokud existuje g
takové, Ze pro vsechna prfirozend n > ng je a, < b,, potom lim a,, < lim b,.

Poznamka

VsSimnéte si, Ze neostrost nerovnosti je zde dilezita. Naptiklad, pro a, = % a

b, = 0 plati ostra nerovnost a,, > b, pro kazdé prirozené n, ale
lim a,, = lim b,, = 0.

Véta O seviené posloupnosti

Necht (ay), (b,) a (¢,) jsou redlné posloupnosti pro které platf
Q (ﬂng € N) (Vn eN, n> ng) (an < b, < cn)
@ posloupnosti (ay) a (¢,) maji stejnou limitu o € R.

Potom existuje limita posloupnosti (b,) a plati lim b, = «.

atl = :,,,,,,,,,,,,,,,J,,,,4 -

—— e ey ——
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3. Véty o posloupnostech Jan Rubin

Priklad

sinn

Vypoctéte limitu lim
n—ooc N

Funkce sin ma obor hodnot H;,, = (—1,1). Tedy plati nerovnost
—1 <sinxz <1, prokazdéz € R.
Tudiz pro kazdé prirozené n plati

1 sin n 1

n n n
y .1 -1 : . ;o
Protoze ale lim — = lim —— = 0 je podle predchozi véty
n—oo M n—oo M
. sinn
lim = 0.

n—o0 n
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4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

Vyuziti posloupnosti

Elementarni limity

1.

lim /n=1

n—-+oo

lim Va=1

n—-+oco Pro kazdé a € R, a > 0
lim Vvn! =400
n—-+oco

Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti (a™) plati:

(0, la] < 1,

1. a=1.
lim a" =< '
n—+-o00 +00, a>1,

| neexistuje, a < —1.

e Jednoduché pripady: Pokud a = 0 nebo a =1, pak se jednd o konstantni
posloupnost jejiz limita je rovna prislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz
ukazali, Ze limita ((—1)”’) neexistuje.

@ Necht 0 < |a| < 1. Plati

‘{Ln+1‘ = ‘(Ln‘ . ‘('L‘ < ‘(Ln‘.

Posloupnost (‘@”) je tedy klesajici a omezend, 0 < |a™| < |a]. Z véty o
limité monotonni posloupnosti plyne existence konecné limity, ozna¢me ji
L = lim ‘(L”‘.

n—-+too
Posloupnost (‘(L?H_l‘) je vybrana z (‘uf“‘) a proto maji stejnou limitu.
Konecné

L= lim |o""'| = lim |a|-|a™| =]a|- lim |a™|=]a|- L.
n—-+oo n—-4too n—++00

Diky predpokladim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = (.
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4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

e P¥ipad a > 1: Podobné jako v predchozim pfipadé ukaZeme, Ze (a") je
rostouci posloupnost zdola omezena napr. Cislem 1. Existuje proto limita

L = lim a". Protoze posloupnost roste, musi nutné byt L > a. Navic plati
n—-+oo
L= lim "' =a- lim a"=a-L.
n—-+oo n—-4o0o

Protoze ale L > a > 1 mize tato nerovnost platit pouze v pripadé L = +oc

e Pripad a < —1: Pro vybranou posloupnost ((1,2”) = ((a?)n) nyni podle
pfedchoziho bodu plati hl‘il a*™ = 400, protoze a’ > 1.
Nn——+oo

Limitu vybrané posloupnosti (a*"*!)) snadno spoteme

- 2 .
lim ¢*"™' =qa. lim o =a- (+0) = —cc.
n—+oo n—-4o00

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti s rliznymi limitami. Plvodni limita, tj.
lim a", tedy neexistuje.

n—+4oo
Shrnuti limit
posloupnost limita

+o00, a >0,

(n?) 1 a=70
0, a < 0.

( Y n) 1

(a) proa>0 1

(vn!) +00
0, la| < 1,
1, 1 =1,

(an) a
+00, a>1,

neexistuje, a < —1.
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4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

Rekurentné zadané posloupnosti

Poznamka

Doposud jsme se v prikladech setkavali pouze s explicitiné zadanymi
posloupnostmi, tj. pro dané n bylo a, explicitné dano pomoci vzorce obsahujiciho
pouze n. Pokud je n-ty ¢len posloupnosti zadan pomoci predchazejicich ¢lend,
nazyvame danou posloupnost rekurentni. Rekurentni posloupnost nemusi byt
mozné prevést na explicitné zadanou.

Ptiklad

Uvazme posloupnost (a,,) definovanou predpisem

=1 a a,=+/ap_1+2pron=234,....

Nejprve si vsimnéme, ze kdyby limita posloupnosti existovala (oznacme ji a), pak
z defini¢niho vztahu plyne

a= lim apy = lim vVa,+2=+va+2.
n—oo n—oo

Tento vztah je v Ry splnén bud pro a = 2 nebo a = +00. Prvni moZnost by
nastala v pfipadé omezenosti (a,), druhd v pfipadé neomezenosti.

Pokusme se nejprve ukazat, ze (a,) je monoténni. Zfejmé a, > 0, n > 1, a tedy

p < Upi1 =Vap+2 — ai<(zn—|—2 — 0<(2—ap)(a,+1)
—  a, <2

Posloupnost roste, pravé kdyz a, < 2, n € N. Tuto nerovnost miizeme dokazat
matematickou indukci:

Q@ Pron=1:a, =1 <2 plati z definice.
@ Predpokladejme, ze pro pevné n € N, n > 1, plati a, < 2: Potom

I.P.
ant1 =Van +2 < V242 =2

Zaveér: Ukazali jsme, ze posloupnost (a,) je rostouci a shora omezena. Ma tedy
konecnou limitu, ktera je nutné rovna 2.

49



4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

Ciselné rady
Definice Ciselné Fady

Formalni vyraz typu

oo

Zak:ao+a1+az+'~
k=0

nazyvame ciselnou fadou. Pokud je posloupnost ¢astecnych soucti

T
Sp = E ag
k=0

konvergentni, nazyvame pfislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé
[o @]

mluvime o divergentni Ciselné radé. Sou€tem konvergentni rady E aj nazyvame
k=0

hodnotu limity lim s,.
n—-+oo

Piiklad
Pro |¢| < 1 Yada
oo
>4
k=0
1

konverguje a jejim souctem je -

Cleny posloupnosti Castecnych souctil lze primo sedist,

n 1 — qn—l—l
en:qu_ - (plati pro lib. ¢ # 1)
k=0
. (. . 1 " .
TakZe pro |g| < 1 dostdvdme lim s, = ——. PiSeme také
N—00 1 — q

¢ = —.

q
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4. VyuZiti posloupnosti

Jan Rubin
Veéta (Nutna podminka konvergence)
[ @]
Pokud Fada Z ay konverguje, potom pro limitu s¢itancd plati lim ap = 0.
k— 400
k=0
- Tuto vétu lze pouzit k vyvraceni konvergence fady
- Tato podminka je pouze nutnad, jak demonstruje nasledujici ptiklad
Priklad
Uvazme radu
o0
>
k=1 \/E
tedy ap, = —=, pro k = 1,2,.... Vime jiz, Ze plati
Vk ) =
im a; = 0.
k—+oo
Ale pro ¢astecné soucty je
' n
1 = 1 n v
Sy = — > — = — = \/n.
Proto lim s, = +00. Zkoumana rada diverguje.
n—+oo
Véta (Bolzanovo-Cauchyovo kritérium)
oo
Rada Z ar konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé = > 0 existuje ny € R tak, ze
k=0
pro kazdé n > ng a p € N plati
Ian + apg1 + -+ an—{—pl <E&.
Definice Absolutni konvergence
o0 oo
Radu Z a nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z lag| konverguje.
k=0 k=0

Véta

Pokud Fada absolutné konverguje, potom konverguje.
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4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

Véta (Leibnizovo kritérium)

Bud (a,,) monotdnni posloupnost kladnych ¢lent konvergujici k nule. Potom Fada

o0
> (—1)ka
k=1
konverguje.
Priklad
Podle Leibnizova kritéria je fada
y U
k=1 ;
konvergentni. Ale neni absolutné konvergentni. Z drivéjsi prednasky jiz vime, zZe
> rey ¢ diverguje.
Véta (Srovndvaci kritérium)

Necht pro kazdé k € N platf odhad 0 < |ag| < by a necht Fada > —, bk
konverguje. Potom tada )7~ ax absolutné konverguje.

Véta (d’Alembertovo kritérium)

Budte a; > 0, £ € N. Pokud pro vSechna k& € N od jistého n, € N plati odhad

At 1

<g <1,
ar
pak fada Z ar. (absolutné) konverguje.
k=0

@ K splnéni podminky d'Alembertova kritéria napfiklad staci, kdyz

a
lim = q < L.

k—oco ag
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4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

@ Podobnym zpisobem miizeme dale nahlédnout, Ze pokud vSechna a; jsou

kladna a -
k+1 > g1
ak
pro k > ky, potom fada
oo
>
k=0
diverguje.
Priklad (Desetinny rozvoj)
Bud (ax)32, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe -
0.aqa0a3--- = Z aj, - 107k,

Rada konverguje a jeji soucet jednoznaéné definuje jisté redlné &islo.

Konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria, zrejmé

1 k
ap - 107 <9. (E)

k _
Rada S g (%) konverguje, jeji soudet je 12

9 -

Eulerovo Cislo e

Uvazme radu

ilu +1+1+
el 2l " 3!

Jednd se o fadu nezadpornych clenti pro néz plati

1
] k41
lim (et 1)! t L = lim
k— oo Al k—oo k

—0<1.

Podle d'Alembertova kritéria proto rada konverguje.
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Poznamka

Konvergenci této rady mizeme ukazat i primo. Posloupnost jejich ¢astecnych

souctd?
"1
Sp = Z R n e N,
k=0

je monoténni a omezena. Skutecné,

1+1+1+ 1#7 ! oo ! <
b = - i ———— <
29" 9.3 " 2.3.4 2.3.4...7n
1 1 1 1 1— 4
<1414 — g — ... =1 3.
S1+l4o+ G+t + o +1i$

Timto postupem ziskavame i horni odhad hodnoty jeji limity. Soucet zkoumané
fady tedy lezi mezi ¢Cisly 1 a 3.

- Do konce této kapitoly bude symbol s, vyhrazen pro tento soucet.

Definice Eulerova Cisla

Rada

=1

konverguje, jeji soucet znacime e a nazyvame Eulerovym cislem.

Alternativni vyjadreni Eulerova cisla

Pri vypoctech limit ¢asto narazime na potrebu vypocist limitu posloupnosti
1 n
Ay 1= (1 — ) .
n

Posloupnost (a,) konverguje a jeji limita je e. Tedy

1 i
lim a, = lim (1 + —) = e.
n—oco n—oo 1

Lemma
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4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

Pozndmka (Casta chyba)

Pozor, ackoliv v limité .
1
lim (1 + —)
n—oo n

s rd = . ]‘ rd
vyraz v zavorce konverguje k 1, lim 14+ — = 1, a konstantni posloupnost 1™
n—oco n

konverguje k 1, neni tato limita rovna 1!
Poznamka

Z vlastnosti posloupnosti (ay,) a (b,) je zfejmé, Ze nerovnosti

1 mn 1 n+1
an_<1+n) <e<<1+n> = by,

plati pro kazdé kladné ptirozené n. Jinak feceno e € (ay, by,) pro kazdé

n € N~ {0}. Tato vlastnost nAm umoziuje ziskat ptibliznou hodnotu &isla e a
znat chybu, které se dopustime nahradime-li ¢ hodnotou nékterého ¢lenu a,,, Ci
b,, pro konkrétni n.

Uy, by 4

- Cisla nekonverguiji k e ptili§ rychle

Poznamka

Skutecné, pro délku intervalu (ay, by) plati

by — ay — (1+1)n+1(1+1)n

n n

1 n
~ (1 )-b —(1- b
(+1+% " ( n+1) s
. e - 2
n+1 n+1

Tedy ani po vypoctu aip00 2 bipoo neznadme cifru na tfetim misté za desetinnou
carkou v Eulerové cisle e.
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4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

Lemma (Odhad chyby pfi vypoctu e pomoci rady)

Pro rozdil e od s,, (definice pomoci fady) platf

D<e—s, < pro n > 1.

Qn—l’

Poznamka

Prvnich deset cleni posloupnosti s,. Vypocet je proveden
s presnosti na 8 cifer. Uvadime i grafické znazornéni.

451

Exponencialni funkce

Obecna mocnina

Pfipomenime, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme

a"i=a-a---a.
———

n-krat

Ukazme si nejprve, jak definici mocniny rozsi¥it na raciondlni exponenty:

Q Klademe a" := 1.

@ PronecZ n<—1aa#0, definujeme a™ := 2

a—""

@ JeliqgeNaa> 0 polozime at = b, kde b? = a, b > 0 (takové b existuje
zfejmé pravé jedno).
© Konecné, pro p € Z, kladné ¢ € N a a > 0 klademe

Stale plati pravidla a" ™ =a" - a®* a (a")* =a"™ proa >0, r,s € Q.
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4. VyuZiti posloupnosti

Zbyva ukazat, jak definovat a” pro iraciondlni x.

Lemma (Iraciondini exponent)

Jan Rubin

Pro dané iracionalni « existuji posloupnosti («,,) a (3,) takové, Ze oy, 3, € Q pro

kazdé n € N, («,,) je rostouci, (/3,,) je klesajici a obé maji limitu =.

Definice IraciondIniho exponentu
Pro iracionalni z a a > 0 polozime

a®:= lim a® = lim o
n—oo n—oo

kde () a (/35,) jsou posloupnosti z predchoziho Lemmatu.

Poznamka

Vsimnéte si, Ze pro raciondlni r a s spliujici » < s a kladné a > 1 plati

a" < a®.

Odtud plyne, Ze (a®) je rostouci, (a’*) je klesajici a plati a®» < a®" pro kazdé n.

Podle véty o limité monoténni posloupnosti existuji konecné limity

lim a® < lim aP.
n—oco n—oco

Dale Ize ukazat, Ze tyto limity jsou shodné a nezavisi na volbé posloupnosti (av,),

(). Ptipad a < 1 se ovéfi podobné.
Logaritmus

Poznamka

Pro a > 0 je funkce f, : R — R dana ptedpisem f,(z) := a” s Dy, =R

@ rostouci pokud a > 1,
@ klesajici pokud 0 < a < 1,

@ konstantni pokud a = 1.

Vyjma posledniho p¥ipadu je Hy = (0, +0oc). Stéle plati ¥ = a* - a¥ a

(ax)y = a"'Y,

57



4. VyuZiti posloupnosti Jan Rubin

Definice logaritmu
Bud 0 < a # 1, pak inverzni funkci k funkci f, nazyvame logaritmem o zakladu
a a znacime log,. Platf
o Dloga = (0, +OO), Hlogﬂ =R,
o log,(z-y) =log,(z) +log,(y), z,y >0,
o log, (2¥) = ylog,(z), = >0ayeR.
Exponenciala a pfirozeny logaritmus

Definice Exponencidly a pfirozeného logaritmu

Funkci z +— e” nazyvdme exponencialni funkci, logaritmus o zakladu e nazyvame
prirozenym logaritmem a zna¢ime In = log,.

Poznamka
Exponencialni funkce a prirozeny logaritmus jsou jedny z nejdilezitéjsich funkci
viibec. VSimnéte si, Ze ptimo z jejich definice plyne pro a > 0 dilezity vztah

a = ¢eM@ 3 proto

af — ezln(a).

Poznamka

Plati lim (1 n ‘_'”) — ¢* pro libovolné z € R.
T

n—oo
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5. Limita funkce Jan Rubin

Limita funkce

Vlastnosti funkci

Opakovani

Necht f je realna funkce redlné proménné. Rekneme, Ze funkce f je

@ omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena, pravé kdyz obor
hodnot H; je mnozina omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena.

@ rostouci na intervalu I C Dy, pravé kdyz
(V:l“.l, Ty € I) (:r.l <m = f(n)< f(rg))

@ klesajici na intervalu I C Dy, pravé kdyz
(szfl,:l?g c ]) (il?l <@ = f(r) > f(rg))

@ monotoénni, pravé kdyz je klesajici nebo rostouci.

Poznamka

Pomoci kvantifikatori mizeme podminku omezenosti zformulovat nasledovné:

(3K > 0)(Vz € Dy) (If(2)] < K).

Podobné Ize postupovat u omezenosti shora, resp. zdola.

Poznamka

Je-li funkce f monotonni, pak je i prostd. Tudiz existuje jeji inverzni funkce,
kterou znac¢ime f~1. Platf

[ jerostouci = f~! je rostouci,
f je klesajici = f7! je klesajici.
Poznamka

Prosta funkce nemusi byt monotonni. Prikladem prosté funkce, kterd neni ani
klesajici ani rostoucf je f(z) := é s defini¢nim oborem Dy := R ~ {0}.
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5. Limita funkce Jan Rubin

Definice Sudosti a lichosti

Redlna funkce redlné proménné f se nazyva
e suda, pravé kdyz pro viechna = € Dy plati —z € Dy a f(z) = f(—x).
o licha, pravé kdyz pro véechna z € Dy plati —z € Dy a f(z) = —f(—x).

Definice Periody

Bud f : R — IR pro niz existuje kladné 7" € R takové, ze
(1] (V:r € Df)(m+ T, z—T¢€ Df),
@ (Vz € Df)(f(z+ T) = f(z)).

Rikdme, Ze funkce f je periodicka a ¢islo T nazyvame periodou funkce f.

NAANNANA L
\\// 3,\// l,\// &\/ &\/ S

[ SRR VS VA VS (S VA VS VA

| | |
—37 =27 —Tr 0 ™ 27 3

y = cos(2x)
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5. Limita funkce Jan Rubin

Limita funkce

Definice Limity funkce

Budte f redlna funkce reilné proménné a a € R. Necht f je definovana na okolf
bodu @, s moZnou vyjimkou bodu a samotného. Rekneme, Ze ¢ € R je limitou
funkce [ v bodé a, pravé kdyz pro kazdé okoli H,. bodu ¢ existuje okoli H, bodu
a takové, ze z podminky

r e H,~ {a}

plyne
f(z) € He.
Zapisujeme
lim f(z)=¢, lmf=c.

T—a

Pozndmka (Epsilon-Delta definice)

V pripadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka lim f(z) = ¢ ekvivalentni
r—a
pozadavku:

(Ve>0)(F > 0)(Vze Dp)(0< |z —a|<d = |f(z)—c| <e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace pfipadi a, ¢ € R.

Ptiklad

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu
a mimo bod a.

o Bud f(z) :=sgnz?, Dy :=R. Ackoliv f(0) = 0 je 1111})f(17) = 1.

o Bud f(z):=sgn ., Dy := R~ {0}. Atkoliv 0 nepatfi do Dy plati
lillaf(l‘) = 1.
T—
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Jednostranna limita funkce
Definice Jednostranné limity funkce

Budte f redlna funkce redlné proménné a a € R. Necht f je definovana na levém,
resp. pravém okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a.

Rekneme, Ze ¢ € R je limitou funkce f v bodé a zleva, resp. zprava, pravé
kdyz pro kazdé okoli H, bodu ¢ existuje levé okoli H, , resp. pravé okoli H;,
bodu a takové, Ze z podminky

z€ H; ~ {a}, resp. z € H} ~ {a},

plyne
f(z) € He.
Zapisujeme
lim f(z)=1¢, limf=c¢,
T—>a— a—
resp.

lim f(z)=¢, limf=rc,

r—a+ : a+
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e 7
- T ) .

Priklad

Pro libovolné a € R platf lim z = a.
r—a

Vezmu-li libovolné okoli H, bodu a pak pro x € H, ~ {a} zcela jisté plati, Ze
re H,.

Vlastnosti limit

Vtah limity a jednostrannych limit

Véta

Necht a € R. Limita lim f(z) existuje a je rovna ¢ € R, pravé kdyZ existuji ob&
T—ra

jednostranné limity lim f(z) a lim f(x) a obé jsou rovny c.
T—raq Ta_
Dusledek

Necht [ je funkce a bod a € R. Plati-li aspon jedna z podminek
@ obé jednostranné limity funkce f v bodé a existuji a jsou riizné,
@ aspon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé a neexistuje,
potom limita funkce f v bodé a neexistuje.
Piiklad

Limita lim sgn « neexistuje.
z—0
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Pro jednostranné limity plati

lim sgnz =1,
z—04

lim sgnz = —1.
x—0_

Podle pfedchoziho disledku oboustrannd limita nemize existovat (1 # —1).

Ekvivalentni definice limity
Heineho véta

lim f(x) = ¢, pravé kdyz je f definovana na okoli bodu a (s moznou vyjimkou
Tr—a

bodu a) a pro kazdou posloupnost (z,,) s limitou a a spliujici

{zn|n € N} C Df ~{a} plati lim f(z,) = c.

n—oo

Véta (Heine pro jednostranné limity)

lim f(z) = ¢, resp. 1i1n+f(rr,) = ¢, pravé kdyzZ je f definovana na levém, resp.

r—a

r—a—
pravém, okoli bodu a a pro kazdou posloupnost (z,) s limitou a a spliujicf

{zn|n € N} C DfN (—00,a), resp. {zn|n €N} C DfN(a,+o0),
plati nlgl;of(mn) = c.

Ptiklad

ilg%](l + ) =e.

B [=

Pouzijme Heineho vétu. Funkce

gl=

f(a) = (14 1)
je definovana na jistém okoli bodu 0 s vyjimkou bodu 0 samotného, napt. na
Ho(1) ~ {0} = (=1, 1) ~ {0},

Bud (z,) libovolna posloupnost patfici do (—1,1) ~. {0} a spliujici lim z, = 0.
n—oo

Potom |

. 1\
lim (1+ z,)" = lim (1 + 1) = e,
n—oc n—oc —

Iy

protoze lim
n—oo

= +o00.
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Poznamka

Heineho véta nam umoznuje zformulovat jednoduché kritérium pro vyvraceni
existence (jednostranné) limity.

Duisledek

Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R a (x,), (z,) jsou dvé redlné
posloupnosti patfici do Dy, konvergujici k a a spliiujici podminky @, # a a z, # a
pro vSechna n € N. Pokud limity

lim f(z,) a lim f(z,)

n— oo n—oo

existuji a jsou riizné, nebo alespon jedna z nich neexistuje, potom limita lim f(x)

. . r—a
neexistuje.
Priklad
Limita
lim sin —
z—0 T
neexistuje.

v ) | v
OznaCme f(z) := sin - a poloZme

B 1
2+ g

IRES . Zp
2mn

pro n € N.
Tyto posloupnosti splnuji
lim z, = lim 2z, =0 a {z,|n e N}U{z|ne N} C Dy =R~ {0}.
n—oo

n— oo

Konecéné

lim f(z,) = lim sin(27n) =0,

n—oo n—oo

. . . T i

lim f(z,) = lim sin (27m - —) =sin — = 1.
n—00 n— 00 2 2

65



5. Limita funkce Jan Rubin

1

y = sin

Nastroje pro vypocet limity funkce
Véta

Necht f a g jsou funkce a a prvek R. Potom
lim(f + g) = lim f + lim g,
limf-g=1limf-limg,
f o limgf

lim = = — .
a g limg,g

plati v pfipadé, ze vyrazy na pravé strané jsou definovany a v poslednim pripadé
za predpokladu, ze % je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu «
samotného.

Pozndmka

Analogické véta plati i pro jednostranné limity.

- Diky této vété je pocitani limity polynomu velmi jednoduché

Priklad

Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom
lim P(z) = P(a).

r—a

Jiz jsme ukazali, ze lim « = a. Pouzijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu a
T—a
soucinu funkci, ihned dostaneme tvrzeni z naseho prikladu.

Napriklad tedy plati
lim (22 —32+1) =2 -3.2+1=—1.

T—2
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Priklad
Vypoctéte limitu funkce
#(2) zt + 222 — 3
) = —
3 — 312 4+ 21
vbodecha= -1, b=1,¢=2ad=—.

Nejprve si vSimnéme, Ze jmenovatel Ize rozlozit na korenové Cinitele
. 2 o (s .
0 — 32" 42 =x(zx—1)(x —2),

tudiz Dy = R ~. {0, 1, 2}. Pro vypocet limity v bodé a = —1 mlizeme proto pouzit
vétu o limité podilu,

limy . 2% + 222 — 3 0
lim f(z) Mha—a I+ 20 =— =0

T—a o limg g2 — 322422 —6

Daéle, pfed vypoctem limity v bodé d upravme vyraz pro f(x) nasledovné
Alrd-%)_ 1+k-

A-fd) el a

2

fla) =

Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostaviame
: 1
lim f(z) = —o0 - — = —0x.
T—d 1
Pro vypocet limit v bodech b a ¢ je vhodné upravit na soucin korenovych ciniteld i
citatel,

(22 +3)(22 1) (22 +3)(z—=1)(z+1) (2> +3)(z+1)

f(z) z(x—1)(z —2) z(x—1)(z —2) x(lex—2) : f
Tudiz, opét pomoci predslych vét,
8
lim = — = -8, lim f(z) neexistuje.
r—b —1 T—C

Neexistence posledni limity plyne z nerovnosti jednostrannych limit,

lim f(z) = 2l (+00) =400, lim f(z) = 2L

T— et 9 T—sC— 9 (_OO) -
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2t 4+ 222 — 3
y=f@)y
|
j :
0 |

Véta o limité sloZené funkce
Pfipomernme pojem sloZzeného zobrazeni

Definice SloZeného zobrazeni

Jsou-li f: A— B ag:B — C zobrazeni, definujeme slozené zobrazeni
gof: A — C predpisem
(g0 f)(z) = g(f(2))
pro vSechna
z € Dgos :={z € Df‘f(fr) € Dy}.

Poznamka

Tedy Dyof C Dy. | v pripadé, Ze Dy # () a D, # () mize nastat situace Dyor = 0.

Véta (O limité sloZené funkce)
Necht f a g jsou funkce, a, b, ¢ jsou prvky R a platf tfi podminky
Q lim f(z)=r¢,
z—b
@ mole)=>
Q bud (3H,)(Vz € D, N H, ~ {a})(g(z) # b) nebo (b€ D a f(b) = c).
Potom lim f(g(z)) = c.

Ir—a
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Priklad

Ukazte rovnost
. In(1+x)
lim ———=~

z—0 T

= 1.

Pouzijeme vétu o limité slozené funkce na:

In(1 € 1
° nd+2) =In(l+2z)7 axz—0,
T

o V&l funkel je f(z) =Inza b= e,

@ vnitini funkei je g(z) = (1 + :r)% aa=0.
Ovérme predpoklady véty:

(1) iﬂ]inbf(r) = limIn(z) =1 = ¢,

r—e

Hl-

IrI—a

Q@ b=eccDf=Dy, =(0,400), f(b)=Ine=1.
Tudiz

Q@ lim g(x) = lim (1 + z)
z—0

lim(fog)(z) =1.

z—0
P¥iklad
Dokazte .-
. eF—
lim =1.
z—0 &

Vyuzijeme znalosti limity z predchoziho prikladu,

e —1 e"—1 e’ —1
e Iner  In(l+4er 1)
Ve vété o limité slozené funkce polozme
@ vnéjsi funkei je f(x) = ﬁ b=0

@ vnitfni funkci je g(z) = ¢ — 1, a = 0.

Ovérme predpoklady véty:
NS T o
° ili}lf)f(l’) N :11:]—1}}) In(1 + z) I=¢
Q@ limg(zr)=lime" —1=0=0,
T—a z—0

Q@ b Dy, ale g(x) =e® — 140 pro kazdé z # 0 = a.

Potom

lim (f o g)(x) = 1.

—0
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Nerovnosti v limitach

Véta
Necht existuji limity lim f(z) a lim g(z). Pak plati dvé tvrzeni:
r—a Ir—a

@ Pokud lim f(z) < lim g(z), potom existuje okoli H, bodu a takové, ze
Ir—ra Ir—a

pro viechna = € H, ~ {a} plati f(z) < g(z).
@ Pokud existuje okoli H, bodu a takové, ze
pro vSechna = € H, ~ {a} je f(z) < g(z),

potom lim f(z) < lim g(z).

Ir—a Tr—ra

Podobné jako v pripadé limit posloupnosti plati véta o limité seviené posloupnosti,
plati v pripadé funkci i nasledujici véta:

Véta (O limité seviené funkce)

Necht pro funkce f, ¢g. h a body a. ¢ € R platf:

@ existuje okoli H, bodu a takové, Ze pro kazdé = € H, ~ {a} plati
flz) < g(x) < h(z),
@ existuji lim f(z) = lim h(x) = ¢.
r—a r—a

Potom existuje i limita lim g(z) a je rovna c.
I—a

Priklad

' il - - 1
Vypoctéte lim xsin —.
z—0 T
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5. Limita funkce Jan Rubin

v v .. o . o1 . .
@ Zrejmé nelze pouzit vétu o soucinu limit, limita 1111%) sin — totiz neexistuje.
T— T

@ Ovsem nerovnost

1
T sin —
x

flz):=0<g(z):= < |z| =: h(x)

plati pro libovolné = € R ~ {0}.

@ Zvolime-li napt. H, = (—1,1) okoli bodu a = 0, pak
@ nerovnost f(z) < g(x) < h(z) plati pro kazdé z € (—1,1) ~ {0},
Q existuji ]in%]f(:z:) = lim h(z) = 0.

z—0
Podle véty o limité sevrené funkce pak lim g(z) = lim |zsin —| = 0.
z—0 z—0 T
Ptiklad
Ovérte _
L : . sinz
limsinz =0, limcosxz=1, lim = 1.
z—0 z—0 z—=0 T

@ Proz e (0, g) plati

1 - T - 1‘( T
— S111 @ — — T,
2 7 S

Porovnejte obsahy trojiihelniku OAB, vysece
OAB a trojuhelniku OAC.

@ Funkce sin je licha a tudiz

T T
—lz| <sinz < |z, il“-E(—.).
o] < sinx < Jal. .

e Potom lim sinz = 0. A z rovnosti
z—0
sin? x4+ cos?z = 1 pak i lim cosz = 1.
z—0

(Rozmyslete znaménko!)
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5. Limita funkce Jan Rubin

@ Funkce sin i tg jsou liché a proto z nerovnosti

1 . - T - 1’( c (0 ’n*)
— Sl xr — — ", T .
2 5 S g et i)

plyne nerovnost

1

COS T

1< <

m T
. I R — O,
- re( 2'2)\‘{}

sin

Odtud ihned dostavame hledanou limitu

sinz

lim = 1.
r—0
Funkce % je totiz kladna na jistém okoli nuly.
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6. Spojitost funkce Jan Rubin

Spojitost funkce

Definice a kritéria spojitosti

Spojitost

Definice Spojitosti

Necht f je realna funkce realné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, Ze
funkce
e [ je spojita v bodé a, pokud lim f(z) = f(a).

T—a

e [ je spojita v bodé a zprava, pokud lim f(z) = f(a).

T—a+

o [ je spojita v bodé a zleva, pokud lim f(z) = f(a).

r—»

Poznamka (Epsilon — Delta formulace spojitosti)

Je-li funkce definovana na okoli bodu a € Dy, pak a i f(a) € R a dostavame
alternativni definici:

@ Funkce f je spojita v bodé a € Dy, pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0
tak, Ze pro kazdé x € R spliiujici |z — a| < 4 plati |[f(z) — f(a)| < e.

Vlastnosti spojitych funkei

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostrednimi disledky vlastnosti limity funkce:
Véta
Funkce f je spojita v bodé a € Dy, pravé kdyz je spojita v bodé a zleva i zprava.
Véta
Soucet a soucin dvou funkci f a ¢ spojitych v bodé a je funkce spojitd v bodé a.
Pokud navic g(a) # 0, pak podil % je funkce spojitd v bodé a.
Véta
Budte ¢ funkce spojitd v bodé a a f funkce spojita v bodé g(a). Potom slozena
funkce f o ¢ je spojitd v bodé a.
Spojitost polynomi

V predchozi predndsce jsme ukazali, Zze pro libovolné realné a a libovolny polynom
P(zx) plati

lim P(x) = P(a).

T—a

Kazdy polynom je proto spojitou funkci v kazdém bodé a € R.
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6. Spojitost funkce Jan Rubin
Priklad
Zkoumejte spojitost funkce f(z) = =z — | z].

Ptirozenym definicnim oborem funkce [ je Dy = R. Funkce [ je spojita v kazdém
bodé a € R~ Z. V bodech a € Z je spojitd zprava, ale ne zleva.

Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nynf
ho rozsitime na cely interval.

Definice Spojitosti na intervalu

Funkce f je
@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b).

@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé a je spojita zprava.

@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé b je spojita zleva.

@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé
x € (a,b), v bodé a je spojitd zprava a v bodé b je spojita zleva.

Numerické FeSeni rovnic

Formulace problému

Radu problém(l Ize formulovat jako hledanfi feseni rovnice

flz)=0.

V této c¢asti ukazeme jednoduchou postacujici podminku pro existenci reseni
takovéto rovnice a algoritmus hledajici aspon jedno z moznych reSeni.
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6. Spojitost funkce Jan Rubin

Priklad

Vypodist numerickou hodnotu v/2 znamena Fesit rovnici
flz)=22-2=0.

Veéta (Metoda plleni intervalu)

Necht funkce f je spojita na uzavieném intervalu (a, b) a necht f(a) - f(b) <O0.
Potom existuje bod ¢ € (a, b) takovy, ze f(c) = 0.

Dukaz (metoda puleni intervalu)

Polozme a; := a a by := b. Protoze znaménka f(ay) a f(by) jsou rlizna, nastane
pravé jedna ze tfi moznosti

O f(uy™) =0,
@ znaménka f(ai) a f (“F) jsou riizn4,

@ znaménka f (252 a f(by) jsou riizn.

Dile postupujeme podle toho, kterd z téchto moznosti nastala:
© Hledanym bodem ¢ je %bl a véta je dokazana.
@ Polozme ay := a; a by = ‘“TH”

@ Polozme as := ‘“TH” a by =b.

Pokud nenastala prvni moznost, provedme stejnou tvahu s as a bo misto a; a b1
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6. Spojitost funkce Jan Rubin

Timto zplsobem postupné konstruujeme dalsi a3, b3, atd. Pokud v nékterém z
krokd nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (%)b") = 0), pak je véta
dokazana.

V opacném pripadé jsme zkonstruovali posloupnosti (ay,), (by,) spliujici

b—a

Uy b € (a, b)),  a<ap <apiy <bppr <by <b, by —ay = T

pro kazdé n € N.

Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich konecné limity,
an — « a b, — 3 pri n — oo. Navic

/ - _ b—a
f—a= lim (b= an) = lim o5 =0.

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, oznacme ji ¢ :== a = 3 € (a, b).
Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ a Heineho véty nyni plyne

lim f(a,) = nlglgof(bﬂ) = f(e).

n—00

Ale protoze vSechny f(a,) maji rlizné znaménko od f(b,,) mohou posledni
rovnosti nastat pouze v pripadé ze f(¢) =

Pozndmka k dikazu vyse

e Diikaz predchazejici véty se nazyva konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci
Cisla ¢, jsme dokazali jeho konstrukci.

@ Algoritmus pouzity v ditkazu se nazyvd metoda puleni intervalu a Ize ho
prakticky pouzit k hledanf feseni rovnice f(x) = 0.

@ Algoritmus kontroluje i presnost vypoctu, v kazdém kroku iterace plati
nerovnosti a, < c<b,, n=1,2,3...

Dusledek

Bud f spojitd funkce na intervalu .J a necht plati f(z) # 0 pro vechna = € J.
Potom pro viechna z € J plati bud f(z) > 0 nebo f(z) < 0.

el y
J(bt) ’ -
B
ay flha) @ @
b T > i s
flas)
.f(“l ) e flay) ~
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6. Spojitost funkce Jan Rubin

Poznamka

Predpoklad spojitosti v predes|é vété je podstatny. Jako priklad uvazme funkci

1, x€(0,3),

TO=121, ze @)

na intervalu (a, b) = (0,1). Sice f(0)- f(1) = —1 < 0, ale neexistuje bod
x € (0,1) splhujici f(z) = 0.

yA 1

] ¢——e

jaw]
Lo =

Dalsi dusledek/véta

Bud f funkce spojitad na intervalu .J. Potom obraz f(.J) intervalu .J je bud interval,
nebo jednoprvkova mnozina.

Spojitost elementarnich funkci

Priklad

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

Pripomenme zndmé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsinz=0 a limcosz = 1.
rz—0 z—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati

sinz = sin ((z — a) + a)

= sin(z — a)cos(a) + cos(z — a) sin(a)
Tudiz podle véty o limité slozené funkce a soucinu/souctu limit plati

lim sinz = 0-cos(a) 4+ 1 -sin a = sin a.
Ir—a

Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky.
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6. Spojitost funkce Jan Rubin

DuUsledek

Z posledniho prikladu a z véty o spojitosti podilu dvou funkci ihned plyne, Ze
funkce tg a cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Priklad
Funkce e* je spojitd v kazdém bodé a € R, navic plati (vyuzijeme pozdéji)

T __ ,a
(& Efia

lim —— = %
r—a I —

V minulé prednasce jsme odvodili vztah

et —1
lim
r—0 T

= 1.

Podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkci plati

M a r—a
et —e ) e —1
lim —— = lime* — = €% .1 = e“.
T—a T —a T—a r—a
Konecné
et — e®
lim e* — e = lim —— - (r —a) =€ -0=0.
T—a r—a I — (1
Cili lim e* = e®.
T—ra
Priklad

Funkce In je spojitd v kazdém bodé a € R, a navic plati

i In(z) — In(a) _ 1
T—a r—a a
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6. Spojitost funkce Jan Rubin

V minulé prednésce jsme odvodili vztah

z—0 x
Podobné jako v predchozim pfikladu nyni
In(z) — In(a In % In(1+%—1 1 1
lim n(z) —In(a) = lim o _ lim 11( + € ) =—.1=-
T—a r—a r—a @l — T—a a (% — J_) a a
A konecné
lim In(z) — In(a) = lim In(z) = In(a) (r —a)= £ 0=0.
T—a r—a r—a a

Cili funkce In je spojitad v bodé a.

Priklad

Funkce 2™ je spojita pro kazdé n € N v kazdém bodé a € R, navic plati

o —=a"
lim — = na
T—a T — a

n—1

Spojitost je zfejma (véta o spojitosti soucinu spojitych funkci). Dale

’I?n - (Ln 1 1 ] > 1
= (@ — ai)(:z?”‘*1 +a" Ca+ - Faa” 7 +a" )
T — a T — a
] _92 _9 _
e TN VLU S LUt
N o
n ¢Elent
Tudiz . .

" —a B
lim — na™ 1,

I—a T — a

79



7. Derivace Jan Rubin

Derivace

Rychlost a hledani tecny

svzdalenost [km], d

cas [h] t

e Tento graf zachycuje vzdalenost urazenou télesem (napr. vozidlem) v
zavislosti na Case. Urazena vzdalenost télesa d je tedy funkci Casu t.

@ Priimérna rychlost télesa mezi okamziky #; < t, je dana podilem

d(t) — d(t)
th— 1t

o Cim jsou t; a ty navzajem bliZe, tim Iépe priimérna rychlost odpovida
okamzité rychlosti vozidla. V Case t; se tedy téleso pohybuje okamzitou
rychlosti

d(ts) — d(t;
lim (2) ( l).

to—t1 o — Iy
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Derivace funkce

Definice Derivace funkce
Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R. Pokud existuje limita

@) = fa)

r—a Tr — a

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé a a oznaé¢ime f’(a). Pokud je
tato konecna (tj. f'(a) € R) rekneme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé a.

Definice Derivace funkce

Bud f funkce s definicnim oborem Dy. Necht M oznacuje mnoZinu vsech = € Dy
takovych, Ze existuje kone¢nd derivace f'(x). Derivaci funkce f nazyvime funkci
s definicnim oborem M, kterd kazdému = € M pritadi f'(z). Tuto funkci znaéime
symbolem f”.

Poznamka

Derivace funkce f v bodé a se z rliznych historickych divod(i znaci i nasledujicimi
ekvivalentnimi zplsoby

f@), e, L.

dx

Poznamka

Limitu v definici derivace lze ekvivalentné prepsat do tvaru, ktery je nékdy
vyhodnéjsi pro vypocty,
L fla+h) — f(a)

h—0 h
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Priklad
Derivace konstantni funkce je rovna 0 v kazdém bodé.
Je-li f(z) = ¢ € R pro kazdé = € R, pak
x) — fla c—c
lim M = lim =lim0=0
r—a r—a r—a 1 — 4 r—a
pro kazdé a € R.
V minulé prednasce jsme odvodili limity
et — et In(z) —In(a 1
lim — =¢e“, (e €R), lim (z) (@) _ —, (a>0).
r—a I — r—a €r—a a

Priklad

o . v /
Derivace funkce e* je opét funkce e”. Tedy (e*) = e”.
Priklad

Derivace funkce In x je funkce é kde x > 0. Tedy pro > 0 mame rovnost
(111 (L‘)’ = L

Grafy funkei f(z) = In(x) a g(z) = L pro z > 0.

T
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Dale jsme v minulé prednasce odvodili limitu

n T
o 1" —a .
lim — = na™ !,
T—a T — a

acRaneN.

Pfiklad

Pro kladné prirozené n je derivaci funkce z™ funkce nz™1.

Pfiklad

Derivace funkce sin z je funkce cos x a derivace funkce cos z je funkce — sin .
Pomoci souctového vzorce pro sin dostdvame

sin(z) — sin(a) sin(z — a+ a) — sin(a)

lim = lim =

r—=a r—a T—a €Tr—a
_ sin(z — a) cos(a) + cos(r — a)sin(a) —sin(a)
pE= r—a N

cos(r —a) —1
= cos(a) lim + sin(a) lim ( ) =
T—a r— a T—a r—a

= cos(a) -1+ sin(a) - 0 = cos(a).

sin(z — a)

Vyuzili jsme znalosti jiz spoctenych limit a véty o limité slozené funkce. Podobnym
zplsobem miizeme odvodit

cos(z) — cos(a)

lim = —sin(a),
r—a Tr — a
pro kazdé a € R.
Poznamka
Ve vypoctu vyse jsme pouzili znalost limity
 cosh—1 - cos?—1 1
lim —— = lim . =
h—0 h h—0 h cosh+1
=
. sin“ h h 0
= — lim . = ] -—— =L
h—0 h? cosh+1 14+1

Vlastnosti derivace

Véta

Je-li f funkce diferencovatelna v bodé «a, pak je spojitd v bodé a. Tj. plati

Fla)eR = lmf(z) = f(a).
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Poznamka

@ Obracené tvrzeni neplati. Presnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji
diferencovatelnost v bodé a.
Jako priklad lze uvazit funkci f(z) = |z| a bod a = 0.

@ Dokonce, existuji funkce spojité na celém R nemaijici derivaci ani v jednom
bodé. Napr.

= {10™ -
fw =3 10

n=>0

kde {x} znadi vzdalenost reilného ¢&isla x od nejblizéiho celého &isla.
Protoze 0 < {z} < 1 konverguje fada absolutné pro kazdé . Defini¢nim
oborem funkce [ je proto cela redlna osa Dy = R. Ukazat spojitost a
diferencovatelnost je vSak uz slozitéjsi.

Tecna ke grafu funkce
Definice Tecny ke grafu funkce
Necht existuje f'(a). Je-li

Q@ funkce f spojitd v bodé a a a f'(a) = +oo nebo f'(a) = —o0, nazyvime
pfimku s rovnici =z = a

@ f'(a) € R, nazyvdme pfimku s rovnici y = f(a) + f'(a)(z — a)
tecnou funkce f v bodé a.

s —1+4+1

2|---- -

//’/

I 3

—_
[N S ——
=3
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Nastroje pro vypocet derivaci

Véta (Derivace souctu, soucinu a podilu)

Necht funkce f a ¢ jsou diferencovatelné v bodé a. Potom plati
o (f+g)(a)=f'(a)+ g (a)
o (f-9)(a)=[f"(a)g(a)+ f(a)g (a),
. (f)’ (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
g g9(a)?

Poznamka

, pokud ¢g(a) # 0.

Pravidlo pro derivaci soucinu se nékdy téz nazyva Leibnizovo pravidlo. Plati tedy
napfiklad

(sin(z) cos(z))" = cos(z) cos(z) — sin(z) sin(z) = cos(2z),

(zsin(z))’ =1 -sin(z) 4+ = - cos(x)

Priklad

Pro derivace funkci tg a cotg plati

1 T

1

Cotg’(’r) = —m

, mGR\{kW‘kEZ}.

Véta (Derivace sloZené funkce)

Necht ¢ je funkce diferencovatelnd v bodé «a, f je diferencovatelnd v bodé g(a).
Potom funkce f o g je diferencovatelnad v bodé a a plati

(fog)(a)=f"(g9(a)) - ¢'(a).
Priklad
Plati tedy napfiklad:
(6332); — 7. 2z, (sin (COS((L‘)))! = cos (cos(x)) - (—sin(x)).
Priklad

Derivace funkce h(z) = 2%, 2 >0 a a € R, je opét I/ (z) = ax®~ 1.
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o Vime, Ze pro kladné = > 0 plati 2% = e*"* Oznalme f(z) = ¢ vnéj$
funkci a g(z) = aoln(z) vnitini funkci, tedy 2% = f(g(z)).
@ Potom podle véty o slozené funkci mame
(@ (8} 1

(fog)(z)=f(g(x)) - g'(x) = T — = 2% — = az®"},

xr T

x> 0.

Priklad
Derivace funkce f(z) = a”, z € R, kde a > 0 je f'(z) = a” In a.

o Plati h(x) = "% Oznaéme vnéjsi funkci f(z) = ¢® a vnitini funkci
g(r) =zIna.

@ Potom
W(z)=f'(g(z)) ¢ (z) =" Ina=a"lna.
Véta (O inverzni funkci)

Bud f monoténni a spojitd funkce na intervalu I. Potom jeji inverzni funkce f~1
je také monoténni a spojita na intervalu J := f(I).
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Priklad

Protoze uz vime, ze funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svych definicnich
oborech, a vhodné ziizené jsou i monotdnni, ihned odtud dostdvadme spojitost

inverznich funkci
1
arcsin = ( ) ) .
(-3

—
= (e

arccotg = (cotg} )
0,m)

arctg

Véta (Derivace inverzni funkce)

Budte f spojitd a monoténni na intervalu I = (a, b) a bod ¢ € I. Ma-li inverzni

funkce f~! koneénou nenulovou derivaci v bodé f(¢), potom ma f derivaci v bodé
¢ a plati

r— c f(r)—d
kde B iy
o(e) = T ID w0 £ d

Podle predpokladu je ale -
lim g(z) = () (d)

r—d

kone¢nd nenulova, lim f(z) = d a f(x) # d pro x # c.

r—cC

Podle véty o limité slozené funkce pak tedy

f(@) = f(e) I

lim =

T—c T — C (f—l)f(d)
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7. Derivace Jan Rubin

Priklad

Jiz vime, Ze derivace In je funkce é In je ale inverzni funkce k funkci ¢*. Ovérme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.

Chceme derivovat f(z) = In(x) na intervalu I = (0, +00). Tato je spojita,
monoténni a jeji inverzni funkci je f~!(z) = e”.

Je-li 2 € I, pak pro derivaci f=! v bodé f(z) platf

(F1 (fl) =@ =z € T.

Podle nasi véty tedy je

In'(z) = f'(z) = ——— =

coz jsme ocekavali.

Ptehled derivaci

flo)  f(a)

" na™ 1 rcR, neN
r® ar®! r>0aaelR
e’ e’ reR
a® a®lna r€R, a>0
In(z) 1 >0
sin(z) cos(x) relR
cos(r) —sin(z) reR
te(x) COS%(I) r# 5 +kr, kel
cotg(x) _Ell(T) r#km, kel
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7. Derivace
) J@
arcsin(x) 1:1:9 re(—1,1)
arccos(r) —ﬁ ze(—1,1)
arctg(x) 1J:$.A reR
arccotg(zr)  —3 J::E.‘ reR
Piklad

Naleznéte derivaci funkce

1
f(z) = arctg () +arctgx, xF£N0.
T

Postupné pouzijeme:

@ derivace souctu,

@ znalost derivace funkci arctg(z), r~ ! a derivace slozené funkce,

@ algebraické lpravy.

!/

/ 1 1 / 2 1
r) =1 arctg — + arcte () = .
e g2
Priklad
Naleznéte derivaci funkce
f(a) = a°,

Postupné pouzijeme:

@ Ulprava vyrazu pred samotnou derivaci,

1
— |+

xr

r > 0.

@ derivace slozené funkce, znalost derivace funkce 7,

© derivace soudinu a znalost derivace In x, resp. =,

Q@ algebraické Gpravy.

L ( zlne)’ 2 3 zln:
f’(:r.) = (exlnx> = eazlncc‘ (Ill’l:l?), 3 exlnx‘
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7. Derivace Jan Rubin

Pozndmky

Poznamka

Lze definovat derivaci funkce f v bodé a zleva i zprava jako limity

fi(a)= lim f(z) — () a f(a)= lim f(’r)—f(a)

T—ay T — a T—a_ a

Priklad

UvaZzme funkci f(z) = |z|. Pro 2 # 0 = a plati

fla) —fla) _ |z _
B = o = sgnz.

Tudiz

ale f/(0) neexistuje.

Derivace vyssich radu

Poznamka

Derivaci funkce f dostavame novou funkci f/, jejiz definiéni obor oviem miize byt

men3i nez pivodni D;. Nyni mizeme znovu derivovat f’, tj. sestrojit f".
Rekurzivné tedy definujeme

fO) = f(z), @)= (") (2), n>1.

Ptiklad

Naptiklad pro f(z) = #* — 22 + 4 mame

flx) =322 -2, f'(z)=6z, f"(z)=6, f™(z)=0n>41
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

Extrémy funkce

Extrém funkce

Definice Extrém funkce

Rekneme, 7e funkce J mavbodéac Dy
Q lokalni maximum,
Q@ lokalni minimum,
© ostré lokalni maximum,

Q ostré lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okolf (v krajnim bodé jednostranné) H, C Dy bodu a tak, Ze
@ pro vsechna z € H, plati f(z) < f(a),
@ pro vsechna = € H, plati f(z) > f(a),
@ pro viechna = € H, ~ {a} plati f(z) < f(a),
© pro viechna = € H, ~ {a} plati f(z) > f(a).

Véta (Nutnd podminka existence lokdlniho extrému)

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v
bodé a neexistuje.

Priklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci) NTE |¢p‘
Uvazme funkci f(z) := |x|. Funkce f ma jisté ostré lokalni
minimum v bode 0, ale jeji derivace v bodé 0 neexistuje.

T
Ptiklad (Bod nulové derivace bez extrému) LY = 3

Funkce f(z) := 2* ma v bod& 0 nulovou derivaci,

f'(0) = 0, avSak nenabyva v ném lokalniho extrému. Je
dokonce rostouci na celém R.

91



8. Extrémy funkce Jan Rubin

Poznamka

Predchozi véta udava pouze podminku nutnou pro
existenci lokalniho extrému. Umoznuje nam tvrdit, kde
lokalni extrém nenastava.

Véta (Extrém spojité funkce na uzavieném intervalu)

Funkce f spojitd na uzavfeném intervalu (a, b) nabyvd maxima a minima (tzv.
globalni extrém). Extrém mize byt pouze v krajnich bodech a, b a v bodech kde
je derivace rovna () nebo neexistuje.

Jako priklad uvazme funkci

f(z) =(z—1)(z—2)

na intervalu (0, 2). Derivace je nulova v
bodé % porovnanim funkcnich hodnot

2y =(r—1)(z—2)

f0)=2, fGR)=-7. f2)=0

uzavirdme ze globani maximum je v

bodé 0 s hodnotou 2 a globalni minimum

je v bodé % s hodnotou —%

—
G o | Lo
o
o 4

Priklad

Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, ze
vystrihneme ze vSech Ctyf rohii stejné Ctverce. Krabi¢ka bude mit vysku rovnou
strané tohoto ctverce. Naleznéte délku strany ctverce, pfi niz bude objem krabicky
nejvetsi.

i L]

Oznaéme stranu vystrihnutych Ctverc symbolem z. Pro
objem krabicky O(z) plati

] O(z) = 2(8 — 22)(3 — 2x) = 42> — 2222 + 24z,

kde = € (0,3/2).

Derivace O(z) je nula pouze v bodech 3 a 2/3, oviem
S pouze 2/3 € (0,3/2). V tomto bodé nastdva i maximum
S I 0(2/3) = 200/27 cm?, protoze O(0) = O(3/2) = 0.
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

Priklad
Uzavienost intervalu v predchozi vété je podstatna. Jako priklad uvazme funkci

fle)==+—

T T —4

spojitou na otevieném intervalu .J = (0,4). Tato funkce nema na .J ani maximum
ani minimum.

Y4 |
|

W v s LA |

Skutecné, plati totiz |
|
| ! |
im T) = +oo — — = 400, !
A f(#) = +00— 7 = oo, !
y 1 0 4.7
m f(lx) = — —00) = —00.

Tim f(x) = + (~o0) |
|
|
|

Véta o prirustku funkce
J\y

fla)q

fla) = f(b)

F(5)1

Pozorovani: Pro , péknou” funkci, majici v krajnich bodech jistého intervalu stejné
funkéni hodnoty, existuje uvnitf tohoto intervalu bod, kde ma jeji graf tecnu
rovnobéznou s osou .

Rolleova véta
Necht funkce f spliuje podminky
Q f je spojita na intervalu (a, b),
@ [ ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),

Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f'(¢) = 0.
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

("L C b ;I‘
Ptirustek funkce f na intervalu (a, b) je f(b) — f(a). Lze ho odhadnout?

Véta (Lagrangeova, O prirlstku funkce)

Necht funkce f spliuje podminky
Q [ je spojitd na intervalu (a, b),
@ [ ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

£(6) = f(a)

Potom existuje bod ¢ € (a, b) tak, ze f'(¢) = -
—a

Dusledky pro vysetfovani priubéhu funkce

Monotonie funkce
Definice

Necht .J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitfkem intervalu .J nazveme
otevieny interval (a, b). Zna¢ime ho J° = (a, b).

Véta

Necht f je spojita na itervalu .J a necht pro kazdé = € .J° existuje f’(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q@ (Vo e J°)(f'(x) >0) = f je neklesajici na J,

Q@ (Vz e J°)(f'(x) <0) = f je nerostouci na J,
Q@ (Vz e J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
Q@ (Vz e J°)(f'(z) <0) = f je klesajici na .J,
@ (Vz e J°)(f'(x) =0) = f je konstantni na J,

Poznamka

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak o
tom zda roste/klesa rozhoduje znaménko jeji derivace.
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

Uvazme funkci

pro jejiz derivaci plati

fl(z) = 62* — 18z + 12
1 2 v =6(x—1)(x—2).

Konvexnost a konkavnost funkce
Definice Konvexnosti a konkdvnosti funkce

Necht funkce f ma konecnou derivaci v bodé a € Dy. Pokud existuje okoli H,
bodu a takové, Ze pro vsechna = € H, \ {a} lezi vSechny body (z, f(z)) nad
(resp. pod) tecnou funkce f v bodé a,

y = f(a) + f(a)(z — a),
pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.

Konvexnost Konkavnost

fab

Véta

Necht funkce f je spojitd na intervalu .J a diferencovatelna na intervalu .J°.
e Pokud je f” kladna na J°, pak je funkce f konvexni v kazdém bodé .J°.

@ Pokud je f” zaporna na .J°, pak je funkce f konkavni v kazdém bodé .J°.
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

Inflexni body, asymptoty
Definice

Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé kdyz existuje 6 > 0 takové, ze
[ je konvexni na intervalu (¢ — 4, ¢) a konkdvni na intervalu (¢, ¢ + J), nebo
naopak.

Definice
o Rekneme, 7e funkce f ma v bodé « asymptotu z = a, pravé kdyz lim+f(m)
Ir—a

nebo lim f(x) existuje a je rovna +00 nebo —oc.
T—a—

o Rekneme, 7e ptimka y = kz + ¢ je asymptotou funkce f v 400, resp. v —o0,
kdyz

a:lﬂlc}o (f(T) — kx — q) = 0 resp. xEI}]oo (f(T) — kx — q) =0.

Ptiklad

Naleznéte inflexni body funkce f(z) = e

Je potfeba vypodist druhou derivaci zadané funkce,

2

f’(T) = —2zxe” " )
f(x) = _9e7F 4 dp2e™T = 2(2x% — 1)6_5""2.

Vidime, Ze znaménko druhé derivace je kladné pro |z| > \% a zaporné pro

|z| < V% Funkce f je proto konvexni na ( — oo, —1/v2) a (1/v2,+00) a konkavni

na (—1/v2,1/v2). Inflexnimi body tedy jsou body 1/v2 a —1/v2. Funkce je
znazornéna na nasledujicim obrazku.
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

Poznamka
Ma-li byt pfimka y = kz + g asymptotou funkce f v 400, pak nutné
z) — (kx 5

Q@ 0= lim fle) = (kz + ¢) = lim m

— k a proto
T—00 T r—+4oo T

k= lim M

r—+toco T

@ Podobné
q= lim f(z)— kz,

T—+oo

kde % jsem spocetli v predchozim bodu.

Ptiklad

. 2 + 2
Naleznéte asymptoty funkce f(z) = o1 + 1.
:I: —_—
@ Bod z = 1 nepatii do Dy a 111111 f(x) = +o00. Tudiz primka z =1 je
T— 14
asymptotou f v bodé 1.
@ Hledejme asymptotu v +oc,

T 2+ 2 1
E= lim /(=) = lim r‘ - +—=1,
I—+o00 I T—+0o0 I* — T T
2 4+ 2 24+

g= lim f(z)—kr= lim +1—1-2z= lim

r—+oo r—+oc I — T—+too T —

1 =2
1+

@ Podobné, pro asymptotu v —oo mame

, 2
k= lim ‘@: lim I[);Q%—l:—l,

r——o0 I r——oc —I~ — T &

2+ 2
g= lim f(zr)—kzr= lim e

T——00 z——0c —T + 1

$1—(~1)-z=0.
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8. Extrémy funkce

Jan Rubin

’
[FRUR g

roste

Prabéh funkce

Poznamka

Pti vysetrovani pribéhu funkce zkoumame:

o

00O

defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,

periodicita),

spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich

bodech/nekonecnech,

existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globalni extrémy,

existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,

na zakladé téchto vysledki nacrtneme graf funkce f.
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

I’Hospitalovo pravidlo

Veéta (I’Hospitalovo pravidlo)

Necht pro funkce f a g a bod a € R plati
Q lim f =lim g = 0 nebo lim |g| = +o0
a a a

@ existuje okoli H, bodu a spliujici Hy ~ {a} C Df/g N Dy /g,
!
@ existuje lim ~.
a ¢
o o A
otom existuje lim = a plati lim = = lim —.
@ g ¢ g ¢ g
Priklad
Vypoctéte limitu
arcsin(x
lim 7()
z—0  sin(x)
Pomoci I'Hospitalova pravidla

1

arcsin(x) r T2
im ¥ ' lim Y= 1,
z—0  sin(z) z—0 cos(x)

Ptiklad

Vypoctéte limitu lim zIn(z).
$—}0_|_

Nejprve musime vyraz upravit do tvaru kdy Ize aplikovat |"Hospitalovo pravidlo.

lim zln(z) = lim — lim —% = lim (—z) = 0.
z—0L z—04 g z—04 — 5z z—0L

Priklad (Dulezitost predpokladtl)
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

Pti pouziti I'Hospitalova pravidla je nutné zkontrolovat predpoklady. Slepym
pouzitim formule mizeme dostat Spatny vysledek:

. 2z +sin(z) 1 ;. 2+4cos(z) 2 . —sin(x)
Ilm ——~F=1Ilim ——%=1lim ————~
z—oo r+sin(z)  z—oo 1 +cos(z) z—oo —sin(z)

= L

Chyba v tomto vypoctu je dvojnasobna:

@ Neni splnén 2. ani 3. predpoklad I"Hospitalova pravidla.

- 2 . L . v
@ Limita nalevo od = viibec neexistuje. Nema tedy smysl pokracovat ve
vypoctu.

Limitu Ize snadno spocist bez I"Hospitalova pravidla,

2% L sinl(z 2 + sin(z)
lim Lm(’r) = lim ——2%_ =2,
z—o00 I + sin(z) z—oo | 4 sin(z)

T
Ptiklad (Bludny kruh)

V nasledujicim pripadé sice viechny predpoklady plati, ale ani opakované pouziti
nevede k cili

. ef+e T IH e’ —e " IH e’ +e "
lim — = = —
z—o0 T — =% z—oo et + e 7 z—o0 T — =T

Po druhém pouziti dostaneme stejny vyraz s kterym jsme zacinali.

Tuto limitu miéizeme snadno spocitat bez pouziti I'Hospitalova pravidla,

. 6$+ e~ T . 1+ e—Qm
lim —— = lim ——— =1.
r—oo ¥ — e % 00 | — e 2%

Priklady

Ukazkovy priklad

Vysettete priibéh funkce f(z) =
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

@ Odmocnina je lichd, tedy Dy = R. Prisecik s osou y je f(0) = 0. Priseciky s
0sou z jsou reSenim rovnice

f2)=0 & £#B-2)=0 & x=0amz=23

Odtud ihned plyne, ze funkce nemize byt suda, lichd ani periodicka (ve vSech
téchto pfipadech by muselo byt priselikem i z = —3).
@ Funkce je spojita na celém R. Zkoumejme existenci asymptot v o0,

T .13
k= lim M = lim \3/ ——1=-1,
z—+toc T r—+oo T

g = lim (f(r) — /f:r.) = lim

z—too r—too

Ptimka y = —x + 1 je tedy asymptotou v +00 i —.

© Pro derivaci funkce f plati

Gy T#0,3,

fi@) = { —oo, r =3,
neexistuje, = =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (—00,0)  (0,2) (2,3) (3,+00)
znaménko f’ — + — —
monotonie f klesa roste  klesa klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokalni minimum v bodé 0 (f(0) = 0)
a maximum v bodé 2 (f(2) = V/4).

Navic ze spojitosti na R a z limit lim f(z) = Foo plyne Hy = R.

r—too
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8. Extrémy funkce Jan Rubin

© Pro druhou derivaci v bodech = # 0,3 dostavame

22~4/3

f(z) = m

Znaménko zavisi pouze na znaménku jmenovatele (Citatel je kladny),

interval (—00,0) (0,3) (3, 400)

znaménko f” - — -

konkavni konkavni konvexni

© Nyni mizeme nacrtnout graf funkce f.

® |ok. maximum
lok. minimum
e inflexni bod
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9. Aplikace

Interpolace: Splines

Separace kofenl

Newtonova metoda: Priklad

Newtonova metoda: Zaludnosti

Diferencialni rovnice

Aplikace
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10. Taylorovy polynomy a fady Jan Rubin

Taylorovy polynomy a rady

- Tecna je lokalni aproximace linedrni funkci

Ya

1

- Proto aproximujeme na intervalu

tolerance chyby

Definice polynomu

Realnou funkci redlné proménné p : R — R nazveme polynomem, pravé kdyz
existuji nezaporné celé Cislo n € N a redlna &isla aqg, . .., a, € R takova, Ze rovnost

n
plz) = Z apz”
k=0

plati pro vSechna realnd = € R.
Definice terminologie polynomu

Q Je-li a, # 0, nazyvame cislo n stupném polynomu p.

@ Jsou-li v8echny koeficienty ag, £ =0, ..., n nulové, nazyvame p nulovym
polynomem a jeho stupen nedefinujeme.

Znamé priklady polynomd

@ Linearni funkce f(z) = ax + b (a,b € R, a € R parametry) je polynomem
nejvyse prvniho stupné.

@ Kvadraticka funkce f(2) = az® + bz + ¢ (a, b, c € R, a # 0 parametry) je
polynomem druhého stupné.

- Polynomy pfindaseji velkou vyhodu — k vyhodnocovani funkénich hodnot staci jednoduché
operace (s¢itani, nasobeni)
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10. Taylorovy polynomy a fady

Tecna funkce jako linearni aproximace

Jan Rubin

© Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé a € R, pak rovnice jeji te€ny v bodé

a ma tvar

y = f(a) + f'(a)(z — a).

Je to primka nejvice pripominajici funkci f v okoli bodu a.

@ Telnu také mizeme chapat jako graf linearni funkce

g(x):=f(a) + f'(a)(z — a).

Pro funkce f a g plati

g(a) = f(a), g¢'(a) =[f'(a).

(Maji stejnou funkéni hodnotu a stejny ,sklon® v bodé a.)

Tj. funkce [ a jeji tecna v bodé a maji stejnou 0. a 1. derivaci v bodé a.

Polynom vyssiho stupné

- Chceme:

Necht funkce f ma derivace v bodé a az do ¥ddu n € N vletné. Lze nalézt

polynom p takovy, ze p'*)(a) = f*)(a) pro vdechna k= 0,1,...,n?

n

(9 (4
pa) =3 LDy gy

— k!

Tayloriv polynom

Definice Taylorova polynomu

Necht redlnd funkce readlné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou derivaci

Potom existuje pravé jeden polynom T, , stupné nejvyse n takovy, ze

T*) (a) = f*)(a) pro kazdé k =0,1,...,n.

Tento ma tvar .

*) (g
Tn,a(m) _ Zf ( )(T— a)k

— k!

a nazyvame ho n-tym Taylorovym polynomem funkce [ v bodé a.

Postup feseni prikladt

Podle stupné Taylorova polynomu vytvotrime pocet derivaci
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10. Taylorovy polynomy a fady Jan Rubin

- Dosadime bod (hodnotu), ve kterém Taylorlv polynom je, do vzorce pro vypocet Taylorova
polynomu

Priklad Cvi¢eni 9.5

Pro funkei f(x) = 2+2 naleznéte 5. Tayloruv polynom v bodé 0.

z+1
Reseni. Pro téely derivovani upravime f(z) =1+ %—H Nyni snadno napoc¢teme prvnich pét
derivact:
1 2 6
M) — Mioy Mig) = —— —

f(-L) (l___|_1)'_2’ f ('L) (I+1)3’ f (l) (1_,_|_1)4-

fO() = s, O) =~

' (x+1)%° (x+1)5

Po dosazeni = = 0, dostaneme nasledujici Tayloruv polynom:
, 2 / =
Ts(z)=2—r+ 2% — 2% + 21 — 25

Chyba aproximace

Zbytek v Taylorové vzorci

Definice zbytku v Taylorové vzorci (chyba aproximace)

Necht funkce f ma v bodé a konecnou n-tou derivaci. Pro vSechna pfipustna z
polozme R, ,(z) := f(z) — T o(x). Potom vztah

f(z) = Tha(z) + Bn,a(z)

nazyvame Taylorovym vzorcem a R, , nazyvame n-tym zbytkem v Taylorové
vZorci.

AN

&r a

Necht funkce f ma v jistém okoli H, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro
zbytek v Taylorové vzorci plati

lim 7Rﬂ’ﬂ”(m)

T—a (T = a)”

=3
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10. Taylorovy polynomy a fady Jan Rubin

Peandv tvar zbytku

DuUsledek

Za stejnych predpokladii jako v predchozi vété |ze Tayloriiv vzorec vyjadrit ve tvaru
f(2) = T o) +wna() - (@ — )",
kde 1111%) wn(x) = 0. Vyraz wy q(z) - (x — a)™ se nazyva Peanv tvar zbytku.
T

Véta (O nejlepsi aproximaci)

Necht funkce f ma v jistém okoli bodu 0 konecnou n-tou derivaci a necht () je

polynom stupné nejvyse n, riizny od Taylorova polynomu T, funkce f v bodé 0.
Potom existuje okoli Hy bodu 0 takové, ze

|f(z) — Tn(x)| < |f(z) — Q(z)| pro kazdé z € Hy ~ {0}.

Poznamka

Vyraz |f(z) — Q(z)| predstavuje absolutni velikost chyby p¥i aproximaci funkce f
pomoci polynomu () v bodé .

Poznamka

Pokud T,, | # T, pak pro jisté okoli Hy podle predchozi véty plati
f(x) — Tp(x)| < |f(x) — Th_1(z)| pro kazdé z € Hy ~ {0}.

Tedy, kazdy dalsi Taylorliv polynom aproximuje funkci f |épe nez predchozi.
Taylorova véta

Taylorova véta

Necht existuje okoli Hy bodu 0 takové, ze funkce f v ném ma konecnou (n + 1)-ni
derivaci. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(z) = T, (z) + R,(z) 1ze pro kazdé

xr € Hy zapsat ve tvaru
(n+1)
Rﬂ(T) _ f (g) Tn—l—]_

(n+1)!°

kde Cislo £ zavisi na « a n a lezi uvnitf intervalu s krajnimi body = a 0. Tento tvar
zbytku nazyvame Lagrangeiiv.

Tato Véta ndm dava velmi dilezitou informaci o zbytku v Taylorové vzorci.
Umoznuje odhadovat chybu mezi plvodni funkci a jejim Taylorovym polynomem.
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Priklad

Uréete, jaké chyby se dopustime, kdyZ pro vypocet &isla /e = e2 pouzijeme
hodnotu Taylorova polynomu funkce e* tretiho stupné v bodé 0 vyhodnoceného v

bodé z =1,

1 1
Ts(z) =1+ z+ §I2 | 61“3

Dosazenim dostaneme funkcni hodnotu Taylorova polynomu v z = %

1 111\ 1 /1\° 79 _
=) =t+-+-(=) +- (=) =2 =1.64583.
'3<2) +2+2(2) +G(2) 13 ’

Toto &islo nAm samo o sobé nic nefika. Je nutné odhadnout chybu.

Podle Taylorovy véty plati (f(z) = %) rovnost

Ve = Tg(%) +R3(%>,
()50

1

O Ccisle & pouze vime, ze lezi v intervalu (0, 5) Navic umime odhadnout velikost

kde zbytek je tvaru

¢isla e, plati nerovnost e < 4 (zdlivodnéte!).
Celkem tedy

1 42 /Nt .
0<Ry( =) <= (2) == =0.0052083.
= 3(2>< 41 (2) 102 ’

Priklad Cviceni 9.9

3
- ~ . ’ - i) . - . e 0 e l l
Odhadnéte chybu ve vypoctu sinx pomoci polynomu r — % pro = € (—3,3)-
” el ol W L 3 . ” £ =
Napovéda: Ukazte, ze = — % jsou prvni dva nenulové éleny Taylorova polynomu pro funkei
sin z, a rozdil odhadnéte pomoei Lagrangeova tvaru zbytku.

w ” W it - 3 = W el ’ o w . W i
Resend. Snadno ovéfime, ze ©— % je skuteéné 3-ti Taylortiv polynom (zaznélo i na prednasce)
pritom T3(x) = Ty(x). Pro absolutni hodnotu Lagrangeova zbytku po Ty mame

7

1
25 5!

~ 0.000260417

®)(g) .

|

pro viechna r € {—3, %)

=

3

Priklad Cvi¢eni 9.11
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Pfiklad 9.11: Jak velké n musite zvolit, aby chyba pfi vipoctu f(r) = In(1 + x) pomoci
n-tého Taylorova polynomu funkce f v bodé 0 na intervalu (0,1/2) byla mensi nez 10757
Vypoctéte i prislusny Tayloruv polynom.

Reseni. Nejprve musime nalézt prislusny Tayloriv polynom. Pro derivace funkce f plati

f@) =m+a)., S F@-—game 0= o

Z toho jiz nahlédneme, ze

(—1)k+ (- 1)
(1+x)k

F® (z) = a f®0)= (-1 =-1) pro keN.

Navic f(0) = f(0) = 0. n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé 0 proto je
no(—1 k+1 )
N

To(z) = Z 2

k=1

Pro absolutni hodnotu chyby po n-tém Tayloroveé polynomu plati

(—1)7-n! i
|Rn(z)| = (1+&)+T L = 1 _ |z
" (n+1)!" (1+&m+ n+1°
Je-li = € (0,1/2), pak jisté
1 1/gn+1 1

| Ry ()| <

(1407 nt+1 29 (n+1)

Prvni n, které splnuje m < 107% je n = 15.

Funkce jako limita Taylorovych polynomu

Priklad exponencialy

Pripomenuti

Jiz jsme spocetli, ze pro kazdé realné x a prirozené n plati
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Dale zname tvar zbytku, lze ho vyjadfit jako

(n
R L1
R, (z) = n 1)!1? \

kde &, » lezi mezi 0 a x, tudiz &, , < |z|. Z monotonie e* pak plyne odhad
0 < ebme < el

Horni odhad tedy nezavisi na n (v tomto pripadé)!
Zavér
- Zvéty o seviené posloupnosti (10. prezentace 30/42)

Pro libovolné redlné x plati

e’ = lim — +R,(z) | = lim — = E —.

k=0
Mocninna fada
Definice mocninné rady
Necht je dana posloupnost (ax)$2, a &islo ¢ € R. Ciselnou fadu

o0

Z ap(z — ¢)*

k=0

zavisejici na redlném parametru = nazyvame mocninnou radou se stfedem v
bodé c.

Poznamka

Uvazme pro jednoduchost ¢ = 0.

oo

o Je-li napriklad z = 2, pak mame ¢&iselnou radu E aka,
k=0
o0
s a 1 e v W ak
@ je-li z = 3, pak mame Ciselnou fadu P
k=0 "

Timto zplisobem je definovana jistd funkce, ktera kazdému redlnému z pfiradi
soucet zadané ciselné rady, pokud existuje. Jaky je defini¢ni obor této funkce?
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Polomér konvergence

Véta (O poloméru konvergence)

Pokud existuje limita

L= lim a .
k—oo | ap
potom klademe
1
T LeR,
R:=<¢ 400, L=0,
0, L=+

a tvrdime, Ze mocninna rada
o0
E ap(z — )k
k=0

konverguje absolutné pro = € (¢ — R, ¢ + R) a diverguje pro |¢ — z| > R

Dalsi vlastnosti tykajici se mocninné rady

> At 1
E (L;C:I‘-k, 3L = lim |—! . R=—.
—0 k—oo | G L
- (1)

e Cislo R nazyvame polomérem konvergence mocninné rady (1).

@ Ptedchozi véta rika, ze tato mocninna ¥ada (1) konverguje pro |z| < R a
diverguje pro |z| > R. Nefika nic o konvergenci pro r = R a = = —R.

@ Kazda mocninnd fada se chova timto zpisobem. Plati totiz nasledujici

Véta Cauchy-Hadamard

Ke kazdé mocninné fadé tvaru (1) existuje R € (0, +o00) takové, Ze fada absolutné
konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.

@ Polomér konvergence ale vzdy nemusi jit spocitat pomoci limity podili
uvedenych v predeslé vété (tato limita nemusi existovat).

Priklad

111
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1

Rozeberme v3echny tyto poznatky na pfikladu funkce f(r) = ;-

radé v bodé 0,
e

k=0

o Plati fF)(2) = # z#1, k€ N. Proto f*)(0) = k.
@ Pro polomér konvergence mame

a jeji Taylorové

lim
k—oo

1

Déle pro = £1 jsou fady > p—,(£1)* divergentni.
e Rada konverguje absolutné pro = € (—1,1) a diverguje pro viechna ostatni z.

@ Rovnost
1 o0
k
= T
1—=x Z
k=0

plati pro = € (—1,1). Radu v tomto p¥ipadé umime pfimo se&ist, nenf
potfreba vysetrovat zbytek v Taylorové vzorci.

Vzorce
=, 2k
e— Z T recR
k=0
. — (="
sinr = — relR
1. [
— (2k 4+ 1)!
coszT — i (_1)k*r2k re R
sr = YRV x
— (2k)!
= (=1
In(l+2) = Z %:z’.k re(—1,1)
k=1
arctgr = i <71)k:r.2k+1 r e (—1,1)
- — 2k + 1
Ptiklad

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vSechna redlna z s presnosti
1078,
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Diky periodicité a periodicité funkce f = sin staci nalézt vzorec s pozadovanou
A rd , = 7T
pfesnosti pro x z intervalu (0, 7).

Podle Taylorovy véty pro Tayloriv polynom stupné 2n + 2 se stredem v 0 plati

N ~ (=D* 241 f(gnJrS)(gn,:c),szrs
SIH(I)_;(Qk%—I)!I + Gn+3)! x :

-

"

R211+2($)
Indexy u symbolu &, , ndm pfipominaji, Ze tento zavisi na = a n.

Protoze derivace lichého tadu funkce sin je — az na sttidajici se znaménko —
funkce cos, miizeme zbytek pro z € (0, 5) odhadnout:

Ropio(z)| € ———— |z <« 222 —: q,,.
[ Rana(0)| < (271—1—3)!“‘ (2n + 3)! ¢

Pro kazdé = € (0, %) se hodnota sin(z) lisf od
n (i vyrazu

8.0-102
471073 :1?3 2?5 :1?7 :1?9 mll
1.6-10~% S B W —
3.6.10°6 3! 5! 7! 9! 11!
5.7-1078

6.7-10-°  nejvyde o 107,

= o b —

Ut
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11. Primitivni funkce Jan Rubin

Primitivni funkce

- Jenom mald ¢ast elementdrnich funkci ma primitivni funkci, ktera by byla elementarni
- Vime, Ze primitivni funkce existuje, ale nemGzeme ji vyjadrit pomoci koneéného poctu
operaci

- Vidy je vSak pomoci derivovani mozné ovéfit, zda jsme ve vypoctu neudélali chybu

Neurdity integral

Primitivni funkce

Definice Primitivni funkce

Necht funkce f je definovana na intervalu (a, b), kde —oo < a < b < 4-00. Funkci
F splnujici podminku

F'(z) = f(z) pro kazdé = € (a, b)
nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu (a, b).

Poznamka

lhned z definice plyne, ze F' je diferencovatelnd v kazdém bodé intervalu (a, b) a
tedy je i spojitd na (a, b).

Ptiklady

Funkce F(x) = 27 je primitivn{ funkef k funkei f(x) = 322 na libovolném intervalu

(a,b).

Funkce F(z) = Inz je primitivni funkei k funkci f(2) = 1 na libovolném intervalu
(a,b) C (0,400).

Funkce F(z) = arctgx je primitivni funkcf k funkci f(z) = Tlmz na libovolném
intervalu (a, b).

(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Véta

Necht F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a, b). Pak G je primitivni

funkci k funkci f na intervalu (a, b) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta ¢ € R
takova, ze

G(z) = F(z)+ ¢, pro kazdé z € (a,b).

- Konstanta musi byt uvedena
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Neurcity integral

Definice Neurcitého integrdlu

Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a, b). MnoZinu vSech
primitivnich funkci k funkci f na (a, b) nazyvame neurcitym integralem a

znacime jej [ f nebo [ f(z) dz.

Pozndmka (Terminologie
Najdeme-li k f primitivni funkci F' v intervalu (a, b), zapisujeme tento fakt obvykle

[f('r) dr = F(z) + c.

Funkci f nazyvame integrovanou funkci, = integracni proménnou a ¢
integraéni konstantou. Ukolu uréit [ f(z)dz fikdme ,najit primitivni funkci k
f", nebo ,vypocitat integral z f", nebo ,integrovat f".

Existence primitivni funkce

Poznamka
@ Je-li funkce ¢ diferencovatelna na intervalu (a, b), pak pfimo z definice plyne

/9"(3?) dz=g(z)+¢, z€(a,b).

o Ma-li funkce f primitivni funkci na intervalu (a, b), potom opét pfimo z

(/f)f(:r) = f(z), z€ (a,b).

Véta (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce)

Necht funkce f je spojita na intervalu (a, b). Pak funkce f ma na tomto intervalu

definice plyne

primitivni funkci.
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11. Primitivni funkce

Vzorce primitivnich funkci

Jan Rubin

Ja™dz = ‘f:ll +C reR, neN,
[ " dr = % + C reRN{0}, neZ n< -2
[z*de = f‘::jll +C € (0,4+00), a ¢ Z

[Ldz=Inl|z|+ C

re R~ {0}

[a®dz = &+ C

reR, a>0aa#1

[ sin(z) dz = —cos(z) + C

reR

| cos(x) da = sin(z) + C

reER

J oz do = tg(a) + C

CcOs=

:I?E(—%Jrlmr. %Jrk?r),/fEZ

f ﬁm dz = —cotg(z) + C

= (k’:fr, 7T—|—/13’7T), ke Z

Il \/ll—T dz = arcsin(z) + C € (—1,1)
1l l+$7 dz = arctg(z) + C r€R

Zakladni pravidla pro integrovani

Necht F', resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a, b) a

necht a € R. Pak

e F + ( je primitivni funkci k funkci f 4+ ¢ na intervalu (a, b),

@ aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a, b).

Poznamka

Vétu symbolicky zapisujeme a pri vypoctech vyuzivame takto:

Joso=[r+[sa [@n=a]r
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Integrace Per partest

Véta (Per partes)

Necht funkce f je diferencovatelna v intervalu (a, b) a G je primitivni funkce k
funkci ¢ na intervalu (a, b) a kone¢né necht existuje primitivni funkce k funkci
f'GG. Potom existuje primitivni funkce k funkci fg a platf

[n=tc- [

Ptiklad

/ rsin rdz

flz) == g(x) =sinx
rsinxdr = = —zcosT + /COS zdr =

fllzy=1 G(x)=—cosz
= —zcosz +sinz+ C.

Véta o substituci v neurcitém integralu

Substituce v neuréitém integralu
Véta (O substituci 1)
Necht pro funkce f a ¢ plati
@ / ma primitivni funkci F' na intervalu (a, b),
@ ¢ je naintervalu («, 3) diferencovatelna,
Q@ »((,f)) C (a,b).
Pak funkce f(o(z)) - ¢’ (z) ma primitivn{ funkci na intervalu (o, 3) a plati

[ 16@) - ¢'(a) do = P(e(@).
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Piklad
Naleznéte primitivni funkci k funkci f(z) = tg(x) na intervalu .J = (g 37”)

Funkce [ je na intervalu .J spojitd a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

o Sill(:l?)” - 1 o
/tg(z?dl?—/cos(zr)dr— /c-(_)s(;r) ( sin(a ))dr

PouZzijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = é ay=p(xr)=cos(x).
Funkce ¢ zobrazuje interval .J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkci
F(y) = In(—y). Navic ¢'(x) = —sin(z). Vétu lze tudiz pouzit a dostavame

/tg( )dr——hl(—COQ( ))+C, re J.

Casto se téz substituce zapisuje jako y = cosz, dy = —sinxz dx a

1
/tg:rd:r—— /_dy_—ln\y+G__11'1(_(“0q( ) + C.
: 1o

Substituce 2
Véta (O substituci 2)

Necht f je definovana na intervalu (a, b) a necht ¢ je bijekce intervalu («, 3) na
(a, b) s nenulovou konecnou derivaci. Pak platf

ff¢ ()dt = G(t)+C = /f Yo = G(p™'(2)) + C

Pri

DokaZzte pomoci predchozi véty zndmy integral

/ 1 1z = arcsinz + C
— Al = ¢ S @€
vV1—az2
Integrand
1
fla) =

V1 — 22
je definovan na intervalu (a, b) = (—1,1). Abychom se zbavili odmocniny ve
jmenovateli polozme

= ¢(t) = sin(t), te (a,f):=(—7/2,7/2).
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Funkce sin je na intervalu (e, ) rostouci s nenulovou derivaci ¢/(t) = cost. Dale

costdt =

“ t)dt =

/f /\/1—‘2.1112

—/COStdt—[ldt—H .
cost

Protoze t = arcsin(x) uzavirame,

dx = arcsin(z) + C.

1
f\/l — 12

Hledani neurcitého integralu

@ Jenom mald ¢ast elementarnich funkci ma primitivni funkci, ktera by byla
elementarni. Vime jen, ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci konecné mnoha operaci (soucet, soucin, podil, skladani a invertovani)
ze zakladnich funkci. Jako priklad uvedme

/e_‘”gd:r., fsm(:r)d:r? / ! dz.
T In(x)

Dikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan. Uvidime v3ak, jak
vyjadfit a pouzit libovolnou primitivni funkci.

@ Rozpoznat, kdy funkce ma ,rozumnou” primitivni funkci, je casto slozité.
Obecny navod (algoritmus) , jak integrovat” lze dat pouze v pripadé
racionalnich funkci a funkci které |ze na racionalni vhodnou substituci prevést.

@ Integrace, na rozdil od rutinniho derivovani, vyzaduje cvik a zkusenost.

Poznamka

Vzdy je vsak pomoci derivovani mozné ovéfit, zda jsme ve vypoctu neudélali
chybu!
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Integrace racionalnich funkci

Racionalni funkce

Definice Raciondini funkce

Funkci 7, kterou lze vyjadrit ve tvaru

() — P(T)
(z) q(z)’

kde p a ¢ jsou polynomy s readlnymi koeficienty, nazyvame racionalni funkci.

Nyni se budeme stru¢né zabyvat otazkou jak nalézt primitivni funkci k racionalnf
funkci, tedy vypoctem integralu
/p@) du.
q(x)

- Lze, pokud je Citatel vétsi nebo roven jmenovateli

[ s [

Integral z polynomu Ize nalézt velmi snadno a druhy integral uz je nami
pozadovaného typu.

Délenim polynomu polynomem

Ptiklad

Jako priklad uvazme racionalni funkci

—rt e+

re) = —m

V tomto ptipadé p(z) = —z* + 2+ 1 a ¢(z) = 2% + 1. Stupen polynomu p je
ostfe vétsi nez stupen ¢, 4 > 2. Délenim polynomu polynomem dostavame

) ; ‘ T
(—:r4+:r+1):(:r2+1):—:r3+1+:r2+1.

/7‘(:1?)(1:1? = f:r2(11r+fltlzr+/132 i 1(1:17 =

«

Takze

T 1 : ;
=7 +x+ 5111 (zl?3 +1) + C.
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Rozklad na kofenové Einitele
Priklady

Polynom ¢(z) = z* — 1 Ize rozlozit takto:
gt —1=2*-1DE*+1) =(z—D(z+1)(2*>+1)

Polynom ¢(z) = 2* — 2> — 322 + 7 4 2 m4 koteny 1, —1 a 2. Postupnym
vytykanim kofenovych Ciniteld dostavame
gt — 13— 322+ 24+ 2=(z—1)(2z®> -3z —2) =
(z—1)(z+D(@*—2-2)=(z—1)(z - 2)(z+ 1)°
Rozklad na parcialni zlomky

Postup feseni prikladd

- Citatel musi byt mensi neZ jmenovatel
- RozloZit jmenovatel na kofenové Cinitele
- Napsat obecny tvar rozkladu

Ak , _ Biez+ Cip
(2 — ay)k (22 + Byx + ;)"

- Zpét roznasobit na spole¢ny jmenovatel
- Sestavit rovnice, porovnat koeficienty u polynomu
- Vytesit soustavu rovnic

priklad
Rozlozte na parcialni zlomky .
Jedinym kofenem jmenovatele je © =1,

1= (z—1)(2* +z+1).

Hleddme A, B a C tak, aby pro vSechna pripustnd z platilo

1 _ 4 Br+C  (A+B)a*+(A-B+ )z +
-1 -1 z24+z+1 (x —1)(x?2 + 2+ 1)
Odtud A - B=0,A—-—B+C=0a — 1. Regenim je
A:l B:—l. C':—E
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Priklad

Rozlozte na parcialni zlomky

-1
Rozklad jmenovatele na korenové cCinitele jiz zname. Hledany rozklad ma tedy tvar

z? 23 Ay Ao Bz + Oy

=1 (z—1(x+1)(x*>+1) :r—1+:r+1+ 2+ 1

Pozadujeme platnost pro vSechna pfipustna z.

Vynasobime-li posledni rovnost jmenovatelem, dostaneme

2= Ay (z+ D@2+ 1)+ Ag(z— D2+ 1)+ (Biz+ C))(z — 1) (z 4+ 1) =
— AP+t o+ )+ AP — P 42— 1)+ By (2® —x) + Oy (2 = 1).

Dva polynomy se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich koeficienty. Porovnanim
dostavame

mocnina = koeficient

x 1=A4, + A4, + B,
:1“-2 0= Al — AQ + Cl
zt 0=A4,+ 4> — DB,
:I?O 0= Al — AQ — Cl

Jednd se o soustavu Ctyf rovnic pro Ctyfi neznamé, jejim fesenim je A = Ay = i
DBy = % a () =0. Celkem

3 1 1 1 1 =z

1
rt—1 ;:r—1+;:r+1+§:172—1—1'

Integrace parcialnich zlomku

- U linearnich parcidlnich zlomk( vede integral na racionalni funkci nebo logaritmus
- U kvadratickych zlomk Ize doplnit na ¢tverec, pouZit substituci a vyuZit zndmé integraly

Poznamka (Doplnéni na ¢tverec)

Upravu kvadratického polynomu
ax® 4+ bz + ¢ = a(z + A)* + B,

nazyvame ,doplnénim na Ctverec”. Z nového tvaru lze snadno vycist soufadnice
vrcholu paraboly.
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11. Primitivni funkce Jan Rubin

Priklad

2 +22 —5=2°+2c+1—6=(z+1)> -6,

2ﬁ+2m+32m9+@+326#+2-
1\* 5
=2(z+= =,
(’r+2) +2

Vypoctéte neurcity integral

1 1
T+ - — — 3
T+4 )+

=
2 1

Ptiklad

| wroerst
———————dua.
5173%—2:1?%—5L

Kvadraticky polynom ve jmenovateli dile rozlozit nelze, nebot D = —16.
Jmenovatel upravime na Ctverec a vytkneme konstantu,

. T+ 142
42 +5=(x+1)*+4=4- ((r;) +1>,

a zavedeme substituci y = %L Tim dostavame

1 1 1 1 1 v+ 1
- dr=- ly = = arctgy + C = ~ arctg C.
/m2+%45‘r 2fyi+fy g retey zimg( 9 )+
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12. Riemanndyv integral Jan Rubin

Riemannuv integral

Supremum a Infium

Pfipomenuti: Minimum a maximum mnoZiny

Poznamka

Bud M c R. Cislo @ € M nazveme
@ maximem mnoziny M pravé kdyz pro viechna z € M plati z < a.
e minimem mnoziny M pravé kdyz pro vSechna z € M plati a < .
Poznamka

Nékteré mnoziny M C R nemusi mit minimum ani maximum. Napriklad otevreny
interval M = (0,1). Cfsla 0 a 1 nejsou minimem /maximem, nebot 0,1 & M.

Supremum

Definice Supremum
Bud A neprazdnd shora omezend podmnozina mnoziny readlnych Cisel. Cislo a« € R
nazveme supremem mnoziny A, znacime sup A, pravé kdyz

Q pro kazdé z € A plati z < «, (v je horni zavora A)

@ pokud 3 € R také spliuje predchozi bod, pak o < /3.
(«v je nejmens( dolnf zavora A)

Pokud mnozina A neni shora omezena, pak klademe sup A := +00. Pro prazdnou
mnozinu klademe sup () := —oc.

Infium
Definice Infium

Bud A neprazdna zdola omezena podmnoZina mnoziny realnych é&isel. Cislo o € R
nazveme infimem mnoziny A, znacime inf A, pravé kdyz

© pro kazde z € A plati o < 7, («v je dolni zavora A)

@ pokud g € R také spliuje predchozi bod, pak g < a.

(v je nejvétsi dolni zavora A)

Pokud mnozina A neni zdola omezena, pak klademe inf 4 := —oc. Pro prazdnou
mnozinu klademe inf () := +oc.
Véta

Bud A podmnoZina mnoziny redlnych Cisel. Potom existuje jeji infimum (inf A) a
supremum (sup A).
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Priklad
Pro interval J = (=2, 1) plati

max . = 1, sup.J =1, min .J neexistuje, inf.J = —2.
Znaceni

Pro f : R — R a mnoziné M C D; klademe

1ﬁff = I]élj%f(r) = inf{f(z) |z € M},

sup f = sup f(z) = sup{f(z) | x € M}.
M €M

Bud f : R — R spojita funkce a M C Dy uzavieny omezeny interval. Potom
klademe

nﬁxf = gléﬁf(r) = max{f(z) | z € M},

inf = min f(z) := mi x) |z € M}
nﬁrnf Clclélj}f(l‘) min{f(z) | z € M}

Pripomenme, Ze tato min a max existuji diky spojitosti f a uzavrenosti M.

Konstrukce Riemannova integralu

Ya
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Déleni intervalu <a, b>

Definice Déleni intervalu

Bud dan interval (a, b). Koneénou mnoZinu

o= {x,11,...,00}

takovou, ze
a=1p <1 <--<xp="0

nazyvame délenim intervalu (a, b). Bodim xx, £ =1,2,...,n — 1, fikdme délici
body intervalu (a, b). Intervalu (a1, 7) Fikime k-ty éasteény interval
intervalu {a, b) pfi délenf o. Cislo

vio)i=max{Ar | k=1,2,...,n}, kde Ap=mxp— 11, k=1,2,....n,
nazyvame normou déleni o.

Horni a dolni soucet

Budte funkce f definovand a omezend na intervalu .J = (a, b) a
o ={xy,11,...,2,} déleni intervalu .J. Oznaéme

M;(o,f): sup f a my(o,f):= inf f.

(Ti—1.2:) (Ti—1,2:)

pro kazdé i =1,2,....n.

Potom soucty

n

Z’mz‘(“:f)ﬁi

i=1

S(o.f):=> Mio./)A; a s(o.f):
=1

nazyvame hornim, resp. dolnim, souc¢tem funkce f pri déleni o,
y=f(z)

Horni soucet: Z M; A

i=1

5
Dolni soucet: g i\

i=1

My fmmmm e e e e e e e e e e m e S

my - Ay My - Ay
i ' L L L A 1
a = 1y Fal o) I3 1 b= a5 1 a = 1Ip ry T2 3 Ly b= a5
—_——— —
A[ —\I
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12. Riemanndyv integral Jan Rubin

Horni a dolni integral

Pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J = (a, b)
definujeme cisla

b b
f f(z)dz :=inf{S(a)|o déleni J} a / f(x)dz := sup{s(o)|o déleni J}.

a nazyvame hornim, resp. dolnim, integralem funkce f na intervalu .J.

Definice Horniho a dolniho integrdlu

Pokud pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu .J plati

ff(’r) dz = /:f(:r) dzr € R,

pak jejich spolecnou hodnotu nazyvame Riemannovym integralem funkce f na
intervalu J a toto cislo znacime symboly

b b
/f, pripadné /f(:lf)d[lf.

Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu

Posloupnost déleni &,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

lim v(oy,) = 0.
n—oo

Véta (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integrdlu)

Bud f spojita funkce na intervalu (a, b). Potom existuje jeji Riemanniv integral na
intervalu {(a, b).
Pokud je navic (o,,) normalni posloupnost déleni intervalu (a, b) potom limity

lim s(on,f) a lim S(op,f)

n—>00 n—oo

existuji, a jsou rovny Riemannové integralu funkce f na intervalu (a, b).
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Definice integrdlniho souctu

Pro funkci f spojitou na uzavieném intervalu (a, b) a délenf
o={x=a,r,..., 1, = b} tohoto intervalu definujeme integralni soucet
funkce [ pti déleni o predpisem

J(o) = Zf(afi)Az‘,

kde «v; patfi do intervalu {z;_1,2;), i = 1,2,....n.

Vztah mezi doInim a hornim souctem a integralnim souctem funkce f pri déleni o
je dan nerovnostmi

s(o) < J (o) < S(o).

Riemannayv integral funkce f spojité na intervalu (a, b) Ize tedy pocitat i jako
limitu z integralnich soucti

b
f flz)dz = lim J(o,),

kde (o) je libovolnd normalni posloupnost déleni.

Vlastnosti Riemannova integralu
Véta (Aditivita integrdlu)

Necht f a ¢ jsou spojité funkce na intervalu (a, b). Potom pro Riemanniyv integral
funkce f + ¢ (kterd je také automaticky spojita na (a, b)) plati

/ab(f+ 9)(z)dz = f:f(fl’) dz + /:9(:17) dz.

Véta (Multiplikativita integrdlu)

Necht f je spojita na intervalu (a, b) a ¢ € R je konstanta. Potom pro Riemanniv
integral funkce cf plati

/a (ef () da = ¢ / ' ) da.

Véta (Nerovnosti mezi integrdly)

Necht jsou f a g spojité funkce na intervalu (a, b) a necht plati nerovnost
f(x) < g(x) pro vSechna = € (a, b). Potom pro jejich Riemannovy integraly plati

/a b f(z)de < / b g(z) da.
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12. Riemanndyv integral Jan Rubin

Newtonova formule

Poznamka

Nasledujici véta odhaluje vztah mezi uréitym (Riemanndv) a neurcitym (primitivn{
funkce) integralem. UmoZnuje ndm pocitat Riemanniyv integral bez explicitniho
pouziti limitni definice.

Véta (Newtonovy formule)

Necht f je funkce spojita na intervalu (a, b) s primitivni funkci F. Pak plati rovnost

b
/ﬂ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(m)

Ptiklad

Spocitejte integral

™
/ sin z dz.
0

Primitivni funkci k funkci sin z je funkce — cos z. Proto

/Sil‘l:rd:r:[—cos:r} = —cosm+cosO=1+1=2.
0 0

Plocha jednoho ,hrbu® grafu funkce sin je tedy 2 (v danych jednotkdch plochy).

y=sinz

Per Partes pro urcity integral

Véta

Necht f a ¢ jsou funkce spojité na (a, b), f ma spojitou derivaci na intervalu (a, b)
a necht G je primitivni funkce k funkci ¢ na intervalu (a, b). Potom

b b
[ 1@tz = [0 6@~ [ F@) 6.
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Priklad
Vypoctéte

1
[ In(1 + z) de.
0

Derivujeme In(1 + z) a integrujeme 1,

1 1 L
/0 In(1 +z)dz = {r In(1+ r)} . /0 N j: - dr =

1
=1In(2) — [r —In|1+ r@ =2In(2) — 1.
0

o/

Substituce pro urcity integral

Poznamka

Zavadime nasledujici znacenf

0/:1‘:—0.

@ pro a > b klademe fabf =— [0 f
Véta (O substituci)

Necht pro funkce [ a ¢ plati
Q@ ¢ a jeji derivace ¢’ jsou spojité na (a, /3),
Q / je spojitad na p({«,3)).

Potom

I
P
5
N
~h
—~
=
S
o,

B
| 1) - oae
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12. Riemanndyv integral Jan Rubin

Priklad

Vypoctéte integral

PouZijeme substituci y = ¢(z) = £ + ¢~

In(2) -z 14 32 3
(7 ’113 E— — 1 — |:1]_1 ‘ :| — 111 .
/0 3+ e ﬂ Y i 1 2

/2 Y

Poznamky

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou .
Ovsem tento obsah se pocita i se znaménkem:

0 2w 2w
/ sin(x)dx = 2, / sin(z)dx = 0, / sin(z)dr = —2.
0 0 T

Y

Nespojité funkce

Predpokladejme, ze pro funkci f na intervalu (a, b) plati

e existuje ¢ € (a, b) tak, ze f je spojitd na (a, c) i (¢, b),
@ existuji jednostranné limity funkce f v bodé c.

Potom mizeme pocitat jeji Riemann(v integral nasledujicim zpiisobem

f:f(:zr)d:n = /:f(f‘?)d$+fcbf(:r)dm.

—

C b.’l?

al
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Jan Rubin
Priklad
1
Vypocététe integral / f(z)dz, kde f(z) = || — 2 + sgn(x)
—1
Funkce f neni spojitd v bodé 0:
lim f(z)=1, lim f(z)=—1.
r—04 r—0_
Takze
1 0 1 0
/ flx)de = f (=22 —1)dx + / ldr = — {:r2 - :r} : +1=1.
-1 —1 0 -
Ya
1¢ |
| 0| |
1 1 x
p — |

Poznamka (Zobecnény Riemanndv integral)

Pokud mame funkci f spojitou na neomezeném intervalu, napt. (0, +0c), mazeme
definovat zobecnény Riemanniiv integral predpisem

+oo a
J(r)dz = lim /f(:g)d:r

0 a—+oco 0
v pripadé, Ze prislusna limita existuje a je konecna.
Ptiklad

[CX} ]
1 T

1 oo
[ ma=[-1=1-l o [T e
1 €r

132
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Integrace sudych a lichych funkci

Véta
Necht f je funkce spojitd na uvazovanych intervalech.
@ Je-li f suda funkce na (—a, a), pak

f(x)dz = 2/ f(x)dx.
—a 0
@ Je-li f licha funkce na (—a, a), pak
f(z)dz = 0.

©Q Jeli [ periodickd na R s periodou T, pak pro kazdé a, b € R plati

a+T b+ T
f f(z)dz = f f(z)da.
a b

Priklad

Vypocitejte integraly

2 2

2 1 27
. 2 .
/ (T3 + 322 — T) d, / xze” dux, / sin z|da.
—2 —1 0

2 2 73 2
/ (:1?3 + 322 — :I?)d:r =3 2/ 2dr =3-2- {?] = 16.

-2 0 0

1
2
/ ze ¥ dr = 0.
1

V poslednim pripadé je integrand funkce periodicka s periodou 7 a navic suda,

proto
2w b T
/ | sin z|dx = / | sin z|dx = 2] sinzdr = 2 { — COS I
0 - 0

= 4.
0
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13. Pouziti integralu Jan Rubin

Pouziti integralu

Vypocet ploch a objemu rotaénich téles

Plocha utvaru ohrani¢eného dvéma funkcemi
Véta

Necht f a ¢ jsou funkce spojité na (a, b) takové, Ze f(x) > g(z) pro kazdé
x € (a, b). Pak obsah plochy P ohrani¢ené pfimkami = = a a z = b a grafy funkci
f a g je rovna

b
P= [ (@) - g()) as

y = fxz)

Postup reseni prikladi

- Nalézt praseciky grafd (slouzi jako rozsah integralu)
- Porovnat z intervalu, ktera funkce je vétsi
- Pouzit vzorec

Ptiklad MARAST (726)

Vypocitejte obsah Gtvaru omezeného parabolou 4y = z?

4 +2y +6 = 0.

a pfimkou danou rovnici

Obsah Utvaru omezeného parabolou 4y = 2 a pfimkou danou rovnici4z +2y +6 =0 ,

tj. y=—2z — 3 , je dan rozdilem jejich urfitych integrald. Je oviem tfeba urdit prisetiky
téchto kfivek.

2

r-ové soufadnice prisedikl kiivek 2y = —4z — 6 a4y = z? jsou FeSeni rovnice
2

0=2> +8z+12=(z +2)(z +6) .Pficemz - < -2z —3 na(—6,—2) . Tudiz

-2 I!
0=f (~22 —3) - - dz =
-8

12
-8
= 4+n’i+S 3ﬁ+15+m =20 208 _
N 12 12 ) 12
P
—Y 127 3
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priklad
Spoditejte obsah plochy ohrani¢ené kfivkami y = 2% a y = =.
I 2 41
T T
52/ r—a)dr =2~ —
0 ( ) 2 41,
1 1 1
—o(=—Z2) =2,
2 4 2

Vypocet objemu rotacniho télesa

Véta

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a, b). Pak objem V rota¢niho télesa
vzniklého rotaci grafu funkce f kolem osy x je

b
V= W/ f(z)?dz.

Postup reseni prikladi
- Nalézt praseciky grafa (slouzi jako rozsah integralu)

Porovnat z intervalu, ktera funkce je vétsi

- Pouzit vzorec

Priklad MARAST (727)

Vypocitejte objem télesa vznikleho rotaci kolem osy @ plochy omezené grafy funkci

flz) =9 ag(z) = (z—2)%.

Objem télesa vzniklého rotaci kolem osy z plochy omezené grafy funkci f(z) =9 a

glz)=(z — 2]1 je dan rozdilem objemd téles vzniklych rotaci danych funkci a
omezenych prisefiky danych funkci. Prisetiky f a g jsou —1 a5.

5 . 5
V=V1—Vg=1rf ﬂz—({z—Ejz) dz=1rf 93—[:—2]4dz=
-1

-1

@-2)°\]" (5-2)° - (-1-2)°
= [?F(E].I——E' )] =?r(51-ﬁ— : )=
-1
35 4 3° 486 1
=w(4ﬁs— - ):w(sLEE—T) =?r(389—g).

Objem télesa vzniklého rotaci kolem osy z plochy omezené grafy funkci f ag je

n(asg - 1;) .

135



13. Pouziti integralu Jan Rubin

Obsah plasté rotacniho télesa

Véta

Necht funkce f je diferencovatelna na (a, b) a necht f(x)\/1 + f’(z)? je funkce
spojitd na tomto intervalu. Pak obsah plasté P rotacniho télesa vzniklého rotaci
grafu funkce [ kolem osy z je

b
P = 271'/ f(x)\/1+ f'(z)?*dz.

Priklad

Vypoctéte povrch rotacné symetrické nadoby s priifezem
+ Y

1L

\

Kde sténa je udana grafem funkce f(z) = v/ + 1 nad intervalem (0, 1)

Nezapomenme zapoditat i podstavu

1
[ 1
S=m+2n Vi4+z |1+ —-duz
™+ 7"/0 + T +4(I+1)(r

Integrand Ize po nékolika primocarych operacich zjednodusit na

1/1m1 1{21(~+4 )3/*}1 ! (27 — 577)
— H ardr = — | ——|- a4r) ' = —— — a7,
2 J, VT T el 0 12 ’

Takze povrch nadoby je
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Délka krivky
Definice

Budte f a g dvé spojité funkce na intervalu (a, b). Potom zobrazeni
F : (a,b) — R? definované predpisem

F(t) = (F(1), g(t). t€ (a,b).

nazyvame kfivkou v R?.
Poznamka

Symbol v definici pfedstavuje uspofadanou dvojici dvou realnych &isel (bod v R?).
Zobrazen( F' tedy kazdému t € (a, b) pFifadi F(t), bod v roving R2.

Priklad

Jako pFiklad uvazme kruznici, kdy (a, b) = (0,27) a F(t) = (cos(t),sin(t)).
Délka grafu funkce

Definice

Pro kfivku F v R? a rozdéleni o = {a = tg, t;,..., t, = b} intervalu (a, b)
poloZzme

2

n
. 2 2
o) = 3 (F() — Flt)® + (9t — (b))
i=1
Toto Cislo nazyvame délkou lomené cary aproximujici kfivku F' pfi rozdéleni o.

1+ Y
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Véta

Je-li F k¥ivka v R?, F(t) = (f(t), g(t)) a funkce f a g jsou spojité
diferencovatelné na (a, b), pak pro libovolnou normalni posloupnost rozdéleni o
intervalu (a, b) existuje kone¢nd limita

L= 11111 (o) / V()2 + ¢ (1)2de.

Cislo L nazyvame délkou k¥ivky F'.

Poznamka (Délka grafu funkce)

Graf funkce f: R — R definované na intervalu (a, b) Ize chapat jako k¥ivku

F(z) = (z, f(z)), =€ (a,b).

Je-li [ diferencovatelnd, pak pro délku grafu funkce [ plati

b
—/ V1+ f(z)2de.

Priklad

Vypoctéte délku tseku paraboly y = 22 mezi body (0,0) a (1,1).

Jedn3a se o délku grafu funkce f(z) = 22 definované na intervalu (0, 1). Takze
pomoci per partes odvodime

/1\/1+(2r)"'1r [r\/l%—ﬂ[rgr 11+4I271'1r
= £Z)=adr = | T a. — gy ——— Y
0 0 o V1+4z2

1
= \/3—L+/

1
7(117.
o V1-+ 412

Po vyjadreni L a substituci dostavame

+

of%
o
e | =

5 2 1 g
__+1/0 Tygdy_ 111(2+\/5),

kde jsme dale pouzili jiz vypolteny neurcity integral

/%dm =In (:r + 2?2+ 1) + C.
T
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Celkova zména a okamzita zména

Poznamka

Uvazme funkci f diferencovatelnou na intervalu (a, b). Derivaci f'(t), t € (a, b},
interpretujeme jako okamzitou zménu f v cCase t. Celkovd zména f mezi okamziky
t=aat=>jedana

b
£(b) — f(a) = [ ()t
Priklad

Oznacuje-li z(t) polohu bodu pohybujiciho se po pfimce v ¢ase t € R, pak 2/(t)
predstavuje jeho okamzitou rychlost v Case ¢ a zména polohy mezi ¢asy 0 a 1 je

z(1) — 2(0) = fo 7' (t)dt.

Okamzitd zména rychlosti, 2’/(t), se nazyva zrychlen.

Gaussovsky filtr, vyhlazovani
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Dalsi aplikace

Séitani élent posloupnosti

Landauova symbolika

Odhadovani rychlosti rustu
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Slozitost
Usporadani

SloZitost jednoduchych tfidicich algoritmu
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