Test BI-ZMA ¢. 1, FIT CVUT, ZS 2013/2014 Kruh a datum: 4. 11. 2013

Jméno a Piijmeni: — Body: —

Obsahem prvni pisemky je materidl z prvnich péti cviceni a ¢tyf prednasek. Podrobnéjsi informace ohledné
pisemky lze dohledat na [EDUXu. V tomto dokumentu uvadim nékolik typickych ukazkovych piikladii i s Te-
senim, které tématicky pokryvaji latku z testt. Dalsi priklady k procviceni lze nalézt v materidlech k cviceni
a v elektronické cvicebnici MARAST. Doporucuji ptiklady zkusit nejprve vytesit samostatné a teprve poté
konzultovat feseni. Pripadné pripominky a dotazy adresujte na tomas.kalvoda@fit.cvut.cz.

[1.] Urcete kolik ¢lenu se s¢itd v nasledujicim souctu, udejte jak vypada k-ty s¢itanec (pocitdno od prvniho),
zapiste soucet ve tvaru sumy a secCtéte,

3 9 27 729

[2.] Necht je posloupnost (a,) zaddna rekurentné:
an =1—ay_1, pro prirozené n > 2 a a; = 1.
Rozhodnéte, zda-li pro kazdé kladné piirozené n plati a, = (1 — (—1)").
[3.] Rozhodnéte o monotonii posloupnosti (a,), definované predpisem
an =vn—2"" n=12...

Své tvrzeni dokazte.

[4.] Sectéte
(k—1)2 — k2

y et
k=1 4
[5.] Naleznéte defini¢ni obor funkce dané predpisem

_1n(41:—3—x2)

[6.] Necht f je redlnd funkce redlné proménné definovanéd predpisem
f(x) =2 -4z +3, z€ Dy :=(2,+00).
Ukazte, Ze f je prosta a naleznéte jeji inverzni funkci f~1.

[7.] Vypoctéte limitu
2 _ )2
lim (" =2)8-n) .
n—oo (1 —n3)(2 —n)
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[8.] Vypoctéte limitu
e — n22n+1
lim
n—00 on _ p4

[9.] Vypoctéte limitu
In(2 4 3")
im ———~.
n—oo In(9” 4 27)

[10.] Vypoctéte limitu
3/ 3
n°—1-n
n=00 n2 1 —n

[11.] Vypoctéte limitu

. n2+2n—3
lim nln —5————-.
n—00 n“+n-—2
[12.] Rozhodnéte o existenci limity
cosnm

Pokud existuje, udejte jeji hodnotu.

[13.] Rozhodnéte o konvergenci ¢iselné rady

S (12
= 1+ 3k

[14.] Rozhodnéte o konvergenci ¢iselné rady

o0
Z 2 F sink.
k=1

[15.] Rozhodnéte o konvergenci a absolutni konvergenci ¢iselné rady
> kE+1
2. (=" k?i 3
k=1

kkk



Opravdu doporucuji nejdrive se nad priklady samostatné zamyslet
a poté teprve sviij postup porovnat s resenim!




[1.] k-ty ¢len m& tvar

Clenti v souctu je tedy 7. Souctem je

k—1
i i( 2) 1+% 137427 463
ak - — — = = — 2 = —— 6 = ——
= —\ 3 1+2 5 3 729

Jako dobré feseni by se pocital i predposledni vyraz, mocniny neni tfeba dopocitavat.
[2.] Pouzijeme matematickou indukei.

a) Pro n =1 plati podle definice a; = 1 a podle vzorce %(1 — (1)) = 1. Rovnost mezi a; a vzorcem pro
k =1 plati.

b) Predpokladejme, ze pro n > 1 plati explicitni vzorec. Ovéime jeho platnost pro n + 1,

def. LP.
An+1 = l—a, =1-—

(1= (=" =501 = (D",

IO\H

Rovnost plati, a matematicka indukce zarucuje platnost explicitniho vyjadfeni a, pro kazdé kladné
prirozené n.

[3.] Posloupnost je rostouci. O tom se muzeme presvédcit primo, pro kazdé n = 1,2,... plati

an+1 > Qp <= \/m-2_"_1>\/ﬁ_2—n PN W_\/ﬁ>2—n—1_2_n

—n—1

1
& = > —
vn+1+4+4/n
Posledni nerovnost je o¢ividné platna (kladné ¢islo je vétsi nez zaporné).

[4.] Musime vhodné upravit s¢itance, soucet zjednodusit a nakonec vyuzit znalosti vzorecku

2": n+1)'

k=1

Konkrétneé,

& ~—2k+1 1L 1., 1 nn+1) 1  n?
; ; D LA P SE it R e S s

Alternativné téz mizeme postupovat nasledovneé,

e

k=1 k=1



[5.]

[7.]

[8.]

Argument logaritmu musi byt kladny, argument tieti odmocniny muze byt libovolny, ale ve jmenovateli
nesmime pripustit nulu. Defini¢ni obor je tvoren témi redlnymi x, kterda soucasné splni podminky

dr—3—a=—(z—1D(x—-3)>0 a z—2#0.
Tudiz Dy = (1,2) U (2,3).
Budte z,y € Dy a pfedpokladejme, ze f(x) = f(y). Potom
P —dr=y—dy = @x-ylr+y) —4x—-y)=0= (z—y(z+y—4) =0.

Protoze ale obé z i y jsou vétsi nebo rovno nez 2, mize tato situace nastat pouze v ptipadé, ze x =y = 2
nebo z — y = 0. V obou pripadech je vsak x = y. Funkce f je tedy prosta.

Protoze f(z) = (x — 2)? — 1 je oborem hodnot funkce f mnozina H; = (—1,+0c). Bud y € Hy libovolné,
hledejme = € Dy tak, aby f(x) =y. Zfejmé

2 —dr+3=(r-22 1=y = (2-2°=y+1>0 = r—-2=\y+1 = =2+ y+1.
T2

Plati tedy f~!'(z) =2+ Vo +1prox € Dy = (~1,+00).

Nelze primo pouzit vétu o limité podilu, vyraz je neurcitého typu jt% Upravime-li vSak zlomek nésledovné,

2
w-26-n _at (=#)G-Y
=)= ol () (2 )

pak jiz lze pouzit vétu o limité podilu/sou¢inu/souctu a dostavame

(n*—2)(3—-n)*  (1-0)(0—-1)*

li = =1.
nheo (1—n%)(2—-n)  (0—1)(0—1)
Opét musime vyraz lehce upravit (vytkneme nejrychleji rostouci ¢leny)
2(2\"
en — n22n+1 e nl—2n (E)
om —npt (5) - 37:
n
Nyni n2<%) — 0, kdyz n — 400, protoze (podilové kritérium)
2(2 n+1
m+12(2) (i L2
n2 (2)” -\ n e e ’
&
Zcela analogicky odvodime 3—: — 0. Tudiz
2(2\"
i en_n22n+l_ i e n1—2n (E) _ 1_0_
dim = i (5) o = e T = 0



[9.] Upravme nejprve zlomek vytknutim nejrychleji rostoucich ¢lenti v argumentech logaritmu a nasledné vyu-
zijme znamych vlastnosti logaritmu,

mE2+3") W3- (1+2-3™) nln3+In(1+2-37)  In34 20230

— n

(9" +27) "~ In (9" (1+(2/9)"))  2n3+In(1+(2/9)")  21n3 4 RUEE/O

Hledanym vysledkem je tedy
m2+3"  Wm3+:% 1

oo In(9n + 2n) 2In3+-L 2

[10.] Potfebujeme se zbavit odmocnin, coz lze pomoci zndmého vzorecku

ak — vk

a — b = —-———-———
Zj:o albk=1=J

zde pro k rovno 2 a 3. Tedy

vnd3—1—n n++vn2—1 nd—1—n3

n—vn2—1 (n3—1)2/3+\3/n3—1-n—|—n2.7%2—712—1-1 -
1 14T 1/n2 .

2
: —0--=0.
n (1-1/n3)2B3+ 1 -1/n3+1 3

[11.] Nejprve vyraz upravime

n?+2n—3 (n—1)(n+3) 1 \n»
h————=nln—F— L =npln—— =1 .
[ R nn(n—l)(n—l—Z) 2 n( +n+2)

Protoze ale

. 1 n . 1 n+2 1 -2
Jim (14 o) = i (L ) (L) e
je nasi hledanou limitou
2
2n — 3
lim nlnnj_in =lne=1.
n—00 n“+n—2
[12.] Pro jmenovatel plati cosnm = (—1)", n € Z. Oznac¢ime-li si nasi posloupnost jako (ay), pak vybranim
podposloupnosti se sudymi, resp. lichymi, indexy dostavame

+1 v
agnzm—)l, kdyZ'fl*>OO7
ao2n+1 = ﬁ — —]., kdyi n — oQ.

Protoze 1 # —1 limita v zaddni nemtze existovat.

[13.] Vysetiime absolutni konvergenci zadané fady. Protoze

k+1
[ e I s R T N T 3Rl 0412
T R R e 0+3 3




podle d’Alembertova kritéria nase fada konverguje absolutné a proto i konverguje.

Alternativné mizeme postupovat pomoci srovnavaciho kritéria. Pro k € N plati

ok 2\ F
< = | =
~ 0+ 3k (3)

a fada .72 (2/3)* konverguje. Ptivodni fada proto konverguje absolutné.

2k
1+ 3k

’(—1)’c

[14.] Podle srovnavaciho kritéria fada konverguje, plati totiz

a rada

> (5)
k=1 2
konverguje.

[15.] Jedn4 se o fadu se stifdavymi znaménky. Rada je totiz tvaru

> k41
> (=1 ay, akzkzi:g>o,k:1,2,3,...
k=1

Ovérime podminky Leibnizova kritéria, pro limitu plati

E+1

IR
rthe K2 4 3

a posloupnost (ag) je klesajici, pro kazdé k € N totiz plati

k+2 E+1

B4+ 2k* +3k+6 <k®+3k2+6k+4< 0<k®+3k—2.
Tl a3 O +2k* +3k+6 <k +3k*+6k+4< 0<k”+

ap+1 < A <=

Rada tedy podle Leibnizova kritéria konverguje. Absolutné ale nekonverguje, protoze

kE+1 - k+1
k24+3 7 k24 3k2

11+1>11
4 ko 4k2 T 4k

a o radé .72 % vime, ze diverguje.



