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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Pripomenuti: mnozina

Umluva

Mnozinu budeme naivné chapat jako jednoznacné urcenou sadu objektd.
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Pripomenuti: mnozina

Umluva

Mnozinu budeme naivné chapat jako jednoznacné urcenou sadu objektd.

Fakt, ze x je prvkem mnoziny M znaclime zkracené x € M. Pokud z neni
prvkem mnoziny M piSeme x ¢ M.
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Fakt, ze x je prvkem mnoziny M znaclime zkracené x € M. Pokud z neni
prvkem mnoziny M piSeme x ¢ M.

MnoZinu midzZeme popsat vyctem jejich prvkd. K dispozici mame nékolik zplisobi:
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Pripomenuti: mnozina

Umluva

Mnozinu budeme naivné chapat jako jednoznacné uréenou sadu objektd.

Fakt, ze x je prvkem mnoziny M znaclime zkracené x € M. Pokud z neni
prvkem mnoziny M piSeme x ¢ M.

MnoZinu midzZeme popsat vyctem jejich prvkd. K dispozici mame nékolik zplisobi:
o M ={a, b, c,...} predstavuje mnozinu obsahujici prvky a, b, ¢ a pfipadné
dalsi prvky (které jsou zadané jistym pravidlem jez je patrné z prvnich

nékolika uvedenych &lent). Napt. B = {1, 2, 3} znadi mnozinu obsahujici
pravé tfi prvky 1, 2 a 3.
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Pripomenuti: mnozina

Umluva

Mnozinu budeme naivné chapat jako jednoznacné uréenou sadu objektd.

Fakt, ze x je prvkem mnoziny M znaclime zkracené x € M. Pokud z neni
prvkem mnoziny M piSeme x ¢ M.

MnoZinu midzZeme popsat vyctem jejich prvkd. K dispozici mame nékolik zplisobi:

o M ={a, b, c,...} predstavuje mnozinu obsahujici prvky a, b, ¢ a pfipadné
dalsi prvky (které jsou zadané jistym pravidlem jez je patrné z prvnich
nékolika uvedenych &lent). Napt. B = {1, 2, 3} znadi mnozinu obsahujici
pravé tfi prvky 1, 2 a 3.

o M ={ze€ N|A(zx)} predstavuje mnozinu viech prvkii z z mnozZiny N pro

néz je vyrok A(z) pravdivy. Napt. {z € N | z < 4} je stejnd mnozina jako
mnozina B v predchazejicim bodé. %
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Pfripomenuti: operace s mnozinami

Mnozinu neobsahujici zddné prvky nazyvame prazdnou mnozinou a znacime ji
symbolem ().

Mnozina A je podmnozinou mnoziny B, v symbolech A C B, pravé kdyz kazdy
prvek mnoziny A patfi do mnoziny B.

Dvé mnoziny A a B jsou shodné, v symbolech A = B, pravé kdyz A C B a
soudasné B C A.
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Pfripomenuti: operace s mnozinami

Mnozinu neobsahujici zddné prvky nazyvame prazdnou mnozinou a znacime ji
symbolem ().

Mnozina A je podmnozinou mnoziny B, v symbolech A C B, pravé kdyz kazdy
prvek mnoziny A patfi do mnoziny B.

Dvé mnoziny A a B jsou shodné, v symbolech A = B, pravé kdyz A C B a
soudasné B C A.

Mezi mnozinami zavadime operaci priniku N a sjednoceni U.

@ Priinik dvou mnozin je mnozina obsahujici vSechny objekty patfici soucasné
do obou piivodnich mnozin.

3

@ Sjednoceni dvou mnozina je mnozina obsahujici vSechny objekty patfici
alespon do jedné z plivodnich mnozin.
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Usporadana dvojice

Jsou-li z a y prvky (néjakych mnozin), zavedeme symbol (z,y) pro jejich
usporadanou dvojici. Prvek z (resp. y) nazyvame prvni (resp. druhou) slozkou
usporadané dvojice (z, y).
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Usporadana dvojice

Jsou-li z a y prvky (néjakych mnozin), zavedeme symbol (z,y) pro jejich
usporadanou dvojici. Prvek z (resp. y) nazyvame prvni (resp. druhou) slozkou
usporadané dvojice (z, y).

Jsou-li (z,y) a (u,v) dvé uspofaddané dvojice, pak definujeme rovnost
def,

(z,y) = (u,v) <= z=way=no.

Podobné definujeme uspofadanou n-tici (z1, 22, . .., Zp).
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Usporadana dvojice

Jsou-li z a y prvky (néjakych mnozin), zavedeme symbol (z,y) pro jejich
usporadanou dvojici. Prvek z (resp. y) nazyvame prvni (resp. druhou) slozkou
usporadané dvojice (z, y).

Jsou-li (z,y) a (u,v) dvé uspofaddané dvojice, pak definujeme rovnost

(z,y) = (u,v) ety rT=wuay=nv.

Podobné definujeme uspofadanou n-tici (z1, 22, . .., Zp).

Poznamka:

Vsimnéte si, Zze {z, y} je mnozina shodnd s {y, z}, kdeZto uspofadané dvojice
(z,y) a (y, z) nejsou stejné (obecné). Presto Ize uspofadanou dvojici zavést
pomoci mnoZzinovych pojmii, napt. dvojici (z,y) Ize ztotoznit s {z, {z, y}}.
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Kartézsky soucin

Necht A a B jsou mnoziny. Symbolem A X B oznalujeme mnozinu vSech
usporadanych dvojic tvaru (z,y), kde z € A a y € B. Tedy symbolicky

Ax B:={(z,y)|z€ Aaye B}.

Mnozina A x B se nazyva kartézsky soucin mnozin A a B.
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Kartézsky soucin

Necht A a B jsou mnoziny. Symbolem A X B oznalujeme mnozinu vSech
usporadanych dvojic tvaru (z,y), kde z € A a y € B. Tedy symbolicky

Ax B:={(z,y)|z€ Aaye B}.

Mnozina A x B se nazyva kartézsky soucin mnozin A a B.

Priklad.
Pro A={1,4,2} a B={A, =} plati

Ax B={(1,4), (1,=), (4, 4), (4,-), (2,4), (2,—)}.
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Kartézsky soucin

Necht A a B jsou mnoziny. Symbolem A X B oznalujeme mnozinu vSech
usporadanych dvojic tvaru (z,y), kde z € A a y € B. Tedy symbolicky

Ax B:={(z,y)|z€ Aaye B}.

Mnozina A x B se nazyva kartézsky soucin mnozin A a B.

Priklad.
Pro A={1,4,2} a B={A, =} plati

Ax B={(1,4), (1,=), (4, 4), (4,-), (2,4), (2,—)}.

Poznamka:

@ Pojmenovan na poclest René Descarta (latinsky Renatus Cartesius).

@ X je nekomutativni operace, tj. A X B je obecné mnozina riiznd od B x A.
/ ®ie)
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Relace

Definice:
@ Relace R mezi mnozinami A a B je libovolnd podmnozina kartézského
soucinu A x B.
@ Je-li A = B, mluvime o relaci na mnoziné A.
o Je-li (z,y) € R, pak fikdme Ze = a y jsou v relaci R a zkracené tento fakt
zapisujeme zRy.
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Relace

Definice:
@ Relace R mezi mnozinami A a B je libovolnd podmnozina kartézského
soucinu A x B.

@ Je-li A = B, mluvime o relaci na mnoziné A.

o Je-li (z,y) € R, pak fikdme Ze = a y jsou v relaci R a zkracené tento fakt
zapisujeme zRy.

@ Pomoci relaci mizeme presné formalizovat ,vztah® mezi riznymi objekty.
Reélné funkce realné proménné, kterymi se budeme zabyvat po zbytek
semestru, jsou specialnim prikladem relaci.
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Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Relace

Definice:

Relace R mezi mnozinami A a B je libovolna podmnozina kartézského
soucinu A x B.

Je-li A = B, mluvime o relaci na mnoziné A.

Je-li (z,y) € R, pak fikdme Ze = a y jsou v relaci R a zkricené tento fakt
zapisujeme zRy.

Pomoci relaci mizeme presné formalizovat ,vztah“ mezi riznymi objekty.
Reélné funkce realné proménné, kterymi se budeme zabyvat po zbytek
semestru, jsou specialnim prikladem relaci.

Relace tvori zaklad teorie podpirajici relacni databaze. Na FIT se s nimi
setkate v predmétu (Databazové systémy, 2. ro¢nik).
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! N\

X

xCy: x ma barvu y

ccAxB, Cc={(aM) (b ), (), (dC) (1), ()} f
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zPn: £ ma n vrchold

PCAXNa P = {(a,S), (bv7)’ (0,5)7 (d74)a (636)’ (fa?’)} %
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A
-7 M
- 6 C
- o
-4
-3

zVy: £ ma méné vrcholl nez y

VCAxA V= {(a, b), (a,¢), (a,d), (a,e),(c,b), (ce)
(da b)’ (d’ C)7 (d’ 6)7 (67 b)v (f, b)’ (fa c), (fv d)’ (f,e)
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Relace

Podle toho jaké dalsi pozadavky na relaci naklademe, ziskavame dalsi dilezité
priklady relaci. Mezi nejpouzivanéjsi patfi

o ekvivalence,
@ zobrazeni,
@ usporadani.

V nasledujici ¢asti této prednasky se budeme vénovat zejména zobrazeni.
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/Zobrazeni

Definice:
Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B je relace mezi mnozinami A a B's
nasledujici vlastnosti

@ pro kazdé x € A existuje nejvySe jedno y € B tak, ze zfy.

Toto zobrazeni f zna¢ime f : A — B. Misto afy piSeme y = f(z) nebo z N Y.
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/Zobrazeni

Definice:

Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B je relace mezi mnozinami A a B's
nasledujici vlastnosti

@ pro kazdé x € A existuje nejvySe jedno y € B tak, ze zfy.

Toto zobrazeni f zna¢ime f : A — B. Misto afy piSeme y = f(z) nebo z N Y.

Poznamka:

»Nejvyse jedno” znamena bud jedno nebo zadné.

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 11 /56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

/Zobrazeni

Definice:

Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B je relace mezi mnozinami A a B's
nasledujici vlastnosti

@ pro kazdé x € A existuje nejvySe jedno y € B tak, ze zfy.

Toto zobrazeni f zna¢ime f : A — B. Misto afy piSeme y = f(z) nebo z N Y.

Poznamka:

»Nejvyse jedno” znamena bud jedno nebo zadné.

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 11 /56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Terminologie spojena se zobrazenim

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(z) pro z € A, y € B.
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Terminologie spojena se zobrazenim

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(z) pro z € A, y € B.

@ Prvek y nazyvame hodnota f v bodé z, nebo obraz x pri zobrazeni f.
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Terminologie spojena se zobrazenim

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(z) pro z € A, y € B.

@ Prvek y nazyvame hodnota f v bodé z, nebo obraz x pri zobrazeni f.

@ Prvku z Fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Terminologie spojena se zobrazenim

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(z) pro z € A, y € B.

@ Prvek y nazyvame hodnota f v bodé z, nebo obraz x pri zobrazeni f.
@ Prvku z Fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.

@ Mnozinu viech z € A takovych, Ze existuje y € B spliiujicich y = f(z)
nazyvame definicnim oborem zobrazeni f. Tedy

Dy = {z € Alexistuje y € B spliiujici y = f(z)}.
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Terminologie spojena se zobrazenim

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(z) pro z € A, y € B.

@ Prvek y nazyvame hodnota f v bodé z, nebo obraz x pri zobrazeni f.
@ Prvku z Fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.

@ Mnozinu viech z € A takovych, Ze existuje y € B spliiujicich y = f(z)
nazyvame definicnim oborem zobrazeni f. Tedy

Dy = {z € Alexistuje y € B spliiujici y = f(z)}.

@ Mnozina vSech obrazil pfi zobrazeni f se nazyva obor hodnot zobrazeni f a
znaci se Hy. Tedy

Hy = {y eB | existuje z € A spliujici y = f(x)}

fe

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 12 / 56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Terminologie spojena se zobrazenim

Bud f: A — B zobrazeni a necht y = f(z) pro z € A, y € B.

@ Prvek y nazyvame hodnota f v bodé z, nebo obraz x pri zobrazeni f.
@ Prvku z Fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.

@ Mnozinu viech z € A takovych, Ze existuje y € B spliiujicich y = f(z)
nazyvame definicnim oborem zobrazeni f. Tedy

Dy = {z € Alexistuje y € B spliiujici y = f(z)}.

@ Mnozina vSech obrazil pfi zobrazeni f se nazyva obor hodnot zobrazeni f a
znaci se Hy. Tedy

Hy = {y eB | existuje z € A spliujici y = f(x)}

Budte f a g dvé zobrazeni z A do B. f a g jsou relace, tedy mnoziny. Podminka
jejich rovnosti f = g je ekvivalentni podminkam

Dy =D, asoutasné f(z)= g(x) pro vechna z € Dy. %
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/Zobrazeni: ilustrace

f:A—B

.. . frxz— f(x) See_ -7
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Zazeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A — B.

@ Zobrazeni g: A — Bs D, := M, kde M C Dy, definované predpisem
g(x) := f(z) pro libovolné z € M nazyvdme zi(izenim zobrazeni f na
mnoZinu M. Zapisujeme g = f|, .
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Zazeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A — B.

@ Zobrazeni g: A — Bs D, := M, kde M C Dy, definované predpisem
g(x) := f(z) pro libovolné z € M nazyvdme zi(izenim zobrazeni f na
mnoZinu M. Zapisujeme g = f|, .

@ Mnozinu
f(8) := {y € B|existuje = € S spliujici f(z) = y},

kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S pfi zobrazeni f.
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Zazeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A — B.

@ Zobrazeni g: A — Bs D, := M, kde M C Dy, definované predpisem
g(x) := f(z) pro libovolné z € M nazyvdme zi(izenim zobrazeni f na
mnoZinu M. Zapisujeme g = f|, .

@ Mnozinu

f(8) := {y € B|existuje = € S spliujici f(z) = y},

kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S pfi zobrazeni f.
@ Je-li N C B, potom mnozinu

f7YUN) = {:IT € Dy | existuje y € N splriujici f(z) = y}

nazveme vzorem mnoziny N pri zobrazeni f.
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Zazeni, vzor a obraz mnoziny

Bud f: A — B.
@ Zobrazeni g: A — Bs D, := M, kde M C Dy, definované predpisem

g(x) := f(z) pro libovolné z € M nazyvdme zi(izenim zobrazeni f na
mnoZinu M. Zapisujeme g = f|, .
@ Mnozinu
f(8) := {y € B|existuje = € S spliujici f(z) = y},
kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S pfi zobrazeni f.
@ Je-li N C B, potom mnozinu
f7YUN) = {:IT € Dy | existuje y € N splriujici f(z) = y}

nazveme vzorem mnoziny N pri zobrazeni f.

Poznamka:

Symbol pro vzor mnoziny, f~*(N), je nutno chapat jako nedélitelny. Netvrdime
nic o existenci inverzniho zobrazeni (viz dale).
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Slozené zobrazeni

Definice:

Jsou-li f: A — B a g: B— C zobrazeni, definujeme sloZzené zobrazeni
gof:A— C predpisem
(90 f)(2) = g(f(2))
pro vSechna
& € Dyog := {x € Df| f(z) € Dy}.

Poznamka:
Tedy Dyoy C Dy. | v ptipadé, Zze Dy # () a D, # () miZe nastat situace Dgor = 0. J

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

SloZené zobrazeni: ilustrace

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 16 / 56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f: A — B je
e prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici z,y € Dy, z # y, plati

f(z) # f(y).

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f: A — B je
e prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici z,y € Dy, z # y, plati

f(z) # f(y).

@ na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje « € Dy spliujici f(z) = y.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Dilezité druhy zobrazeni

Zobrazeni f: A — B je
e prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici z,y € Dy, z # y, plati

f(z) # f(y).
@ na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje « € Dy spliujici f(z) = y.

e vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté a na.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Pfiklad (ldentické zobrazeni).

Bud A mnozina. Zobrazeni id4 : A — A definované predpisy
Dy, :=A a ida(z):=z, ¢ € Di,,

nazyvame identické zobrazeni.

Zobrazeni id 4 je injektivni, surjektivni a tedy i bijektivni.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Inverzni zobrazeni

Definice:

Je-li f: A — B prosté zobrazenf, pak kazdému prvku z z oboru hodnot Hy Ize
priradit pravé jedno y z mnoziny Dy tak, Zze z = f(y). Takto ziskané zobrazeni
nazyvame inverzni zobrazeni k zobrazeni f a znadime f~1.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce

Inverzni zobrazeni

Definice:

Je-li f: A — B prosté zobrazenf, pak kazdému prvku z z oboru hodnot Hy Ize
priradit pravé jedno y z mnoziny Dy tak, Zze z = f(y). Takto ziskané zobrazeni

nazyvame inverzni zobrazeni k zobrazeni f a znadime f~1.

Matematicka indukce

Poznamka:

Z definice ihned plyne, e f=!: B — A a dale

Dy = Hj, H;-1 = Dy,

flof=idp,, fof'=idy,.

A

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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B Matematickd indukce




Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce
A~ e Ve Ve
Ciselné mnoziny
Znamé Ciselné mnoZiny oznalujeme v této prednasce nasledovné:
@ pfirozena ¢&isla N={1,23,...},
eceladislaz=4{...,-2,-1,0,1,2,...},
@ racionalni &isla Q,

@ realna disla R,

komplexni ¢isla C.

Plati inkluze NCZ cQc R c C.

Nejvice se budeme pohybovat v mnoZiné realnych Cisel. Pfipomenme proto jeji
zakladni vlasnosti. . . .

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 21 /56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Realna Cisla
Mezi redlnymi &isly existuji dvé vyznamné binarni operace (tj. zobrazeni) nazyvané
scitani a nasobeni,

+:RxR—-R a -:RxR—=R,

spliujici zndmé komutativni, asociativni a distributivni zakony:

a+b=">b+ a, a-b=">-a,
(a+bd)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c),
a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c), pro kazdé a, b, c € R.
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

752013/2014 22 /56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

7/ Ve v 7/
Realna Cisla
Mezi redlnymi &isly existuji dvé vyznamné binarni operace (tj. zobrazeni) nazyvané
scitani a nasobeni,

+:RxR—R a -:RxR-oR,

spliujici zndmé komutativni, asociativni a distributivni zakony

a+b=">b+ a, a-b=">-a,
(a+bd)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c),
(b+c¢)=1(a-b)+ (a-c), pro kazdé a, b, c € R.

a -

P¥ipomenme specialng, Ze rovnice a + z = b ma jediné feseni z = b — a.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Realna disla

Mezi redlnymi &isly existuji dvé vyznamné binarni operace (tj. zobrazeni) nazyvané
scitani a nasobeni,

+:RxR—R a -:RxR-oR,

spliujici zndmé komutativni, asociativni a distributivni zakony:
a-b=">-a,

(a-b)-c=a-(b-c),

pro kazdé a, b, c € R.

a+b=>b+ a,
(a+bd)+c=a+(b+c),
a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c),

P¥ipomenme specialng, Ze rovnice a + z = b ma jediné feseni z = b — a.

IS8

Analogicky rovnice a -z = b ma pro a # 0 jediné YeSeni 7 = .

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 22 /56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce
7/ 7 v 7 . v 7 7 e
Realna Cisla: usporadani
Reélna Cisla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje relace usporadani na R:
a<b (&slo aje mensinez &islo b),

resp.
a<b (&slo aje mensi nebo rovno &islu b).

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce
7/ 7 v 7 . v 7 7 e
Realna Cisla: usporadani
Reélna Cisla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje relace usporadani na R:
a<b (&slo aje mensinez &islo b),

resp.
a<b (&slo aje mensi nebo rovno &islu b).

Relace usporadani je svazana s operaci scitani a nasobeni znamymi pravidly pro
pocitani s nerovnicemi. Pfipomenme, ze

a<bc>0 = a-c<b-c
a<bc<0 = a-c>b-c

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce
7/ 7 v 7 . v 7 7 e
Realna Cisla: usporadani
Reélna Cisla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje relace usporadani na R:
a<b (&slo aje mensinez &islo b),

resp.
a<b (&slo aje mensi nebo rovno &islu b).

Relace usporadani je svazana s operaci scitani a nasobeni znamymi pravidly pro
pocitani s nerovnicemi. Pfipomenme, ze

a<bc>0 = a-c<b-c
a<bc<0 = a-c>b-c

Poznamka:

@ Zdvojena Sipka znamena implikaci, kterou ¢teme: Jestlize jsou splnény
podminky vlevo, pak plati tvrzeni vpravo.

@ O uporadani se podrobnéji dozvite v predmétu

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 23 /56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Realna Cisla: intervaly

Pomoci usporadani definujeme také specidlni podmnoziny R, a to intervaly, pro
a,b € R klademe:

otevieny interval (a,0) ={z €R|a <z < b},

uzavfeny interval (a,b) = {:v € R| a<z< b},

polootevieny (polouzavieny) interval (a,b) ={z €R|a <z <D},
(a, b)

analogicky ={zeR|a<z<b}.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Realna Cisla: intervaly

Pomoci usporadani definujeme také specidlni podmnoziny R, a to intervaly, pro
a,b € R klademe:

otevieny interval (a,0) ={z €R|a <z < b},
uzavfeny interval (a,b) = {:v € R| a<z< b},
polootevieny (polouzavieny) interval (a,b) ={z €R|a <z <D},
analogicky (a,b) ={z€R|a<z< b}

A neomezené intervaly

(a,+00) = {z € R|a <z},
(—00,b) ={z €eR|z < b}, atd.

Ve vSech téchto intervalech je a tzv. po€atecni bod a b tzv. koncovy bod

intervalu. %
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Vzdalenost realnych Cisel

Zavidime absolutni hodnotu realného y = |zl
¢isla a predpisem

lal a pro a >0
al :=
—a proa<0.

fe
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Relace Zobrazeni

Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Vzdalenost realnych Cisel
Zavadime absolutni hodnotu reélného y = |zl
¢isla a predpisem

lal a pro a >0

al =

—a proa<0.
' z
Vzdalenost dvou Cisel a, b € R je rovna ‘a — b| = ‘b — a|.
la—0b |
0 b R
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Vlastnosti absolutni hodnoty

7

Pro libovolna realna ¢isla a, b plati
a a
as o <o+ bl bl = ol Jol, [§] =L o0,

S uvedenou nerovnosti se jesté mnohokrat setkdme, nazyva se trojuhelnikova.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce

Vlastnosti absolutni hodnoty

Diilezité funkce Matematicka indukce

Pro libovolna realna ¢isla a, b plati
a a
as o <o+ bl bl = ol Jol, [§] =L o0,

S uvedenou nerovnosti se jesté mnohokrat setkdme, nazyva se trojuhelnikova.

Dikaz trojuhelnikové nerovnosti.

Maji-li obé ¢isla a a b stejné znaménko, dostavame z definice absolutni hodnoty
rovnost. Predpokladejme, Zze a > 0 a b < 0.

@ Jelia+b>0,pak [a+bl=a+b<a—b=|a|+ b
@ Jellia+b<0, pak [a+bl=—a—b<a—b=|a|+ | O

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Iracionalni cisla

@ Mnozina iracionélnich Cisel je ponékud ,,magicka.” Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Iracionalni cisla

@ Mnozina iracionélnich Cisel je ponékud ,,magicka.” Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

@ Definovat iracionalni &isla jakozto redlna ¢isla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho Cisla na definici redlného Cisla.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Iracionalni cisla

@ Mnozina iracionélnich Cisel je ponékud ,,magicka.” Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

@ Definovat iracionalni &isla jakozto redlna ¢isla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho Cisla na definici redlného Cisla.

@ Pouzijeme-li geometrického znazornéni R jako primky, pak lze pozadovat, aby
pfimka nebyla nikde prfetrzena, jinymi slovy mnoZzina realnych cisel
»neobsahuje diry. "
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Iracionalni cisla

@ Mnozina iracionélnich Cisel je ponékud ,,magicka.” Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

@ Definovat iracionalni &isla jakozto redlna ¢isla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho Cisla na definici redlného Cisla.

@ Pouzijeme-li geometrického znazornéni R jako primky, pak lze pozadovat, aby
pfimka nebyla nikde prfetrzena, jinymi slovy mnoZzina realnych cisel
»neobsahuje diry. "

@ Objasnéme tento pozadavek na nasledujicim prikladu.

fe
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Existuje kladné fedeni rovnice 22 = 2.




Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Priklad. J

Existuje kladné fedeni rovnice 22 = 2.

@ Motivaci této Glohy miize byt problém nalezeni délky Ghlopticky ve Ctverci o
strané délky 1.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Priklad. J

Existuje kladné fedeni rovnice 22 = 2.

@ Motivaci této Glohy miize byt problém nalezeni délky Ghlopticky ve Ctverci o
strané délky 1.

/]

@ Pokud feseni existuje, nemiize jim byt racionalni Cislo. Toto tvrzeni dokazeme
sporem.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Priklad. J

Existuje kladné Yegeni rovnice 22 = 2.

@ Motivaci této Glohy miize byt problém nalezeni délky Ghlopticky ve Ctverci o
strané délky 1.

/]

@ Pokud feseni existuje, nemiize jim byt racionalni Cislo. Toto tvrzeni dokazeme
sporem.

o Nyni ukadzeme jak lIze dospét k existenci (iracionélniho) Feseni z.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

I

[ )
[ ]
[

o Ur¢ité musi byt z € I; := (1,2).

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 29 / 56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

L

v

[ ]

—
8

viw @
=

o Ur¢ité musi byt z € I := (1,2).

e Rozplilenim intervalu I; zjistime, Ze z € I := (1, 3).

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

I3

N[

o Ur¢ité musi byt z € I := (1,2).
e Rozplilenim intervalu I; zjistime, Ze z € I := (1, 3).

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervall jsou
racionalni ¢isla |ze postup libovolné opakovat a dostdvame tak intervaly I,,,

n € N, uvnitt kterych musi lezet z. Pro tyto intervaly je I, 11 C I,, a délka

n-tého intervalu je 2—1,1 Nas pozadavek, ze R neméa diry v tomto pripadé

znamena, ze
“+o0
N 1= {\/5}
n=1

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

I
~ oo

1z
8

v

3
2

o Ur¢ité musi byt z € I := (1,2).
e Rozplilenim intervalu I; zjistime, Ze z € I := (1, 3).

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervall jsou
racionalni ¢isla |ze postup libovolné opakovat a dostdvame tak intervaly I,,,
n € N, uvnitt kterych musi lezet z. Pro tyto intervaly je I, 11 C I,, a délka
n-tého intervalu je s-i1. Na§ pozadavek, e R nemé diry v tomto pfipadé

znamena, ze
—+o0
N 1= {\/5}
n=1

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce
I5
~ o—o-90 >
11 723 R
8 16

o Ur¢ité musi byt z € I := (1,2).
e Rozplilenim intervalu I; zjistime, Ze z € I := (1, 3).

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervall jsou
racionalni ¢isla |ze postup libovolné opakovat a dostdvame tak intervaly I,,,
n € N, uvnitt kterych musi lezet z. Pro tyto intervaly je I, 11 C I,, a délka

n-tého intervalu je 2—1,1 Nas pozadavek, ze R neméa diry v tomto pripadé
znamena, ze

ﬁl = {va}.
e
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Axiom Uplnosti

Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry" mizZeme presné formulovat
jako tzv. axiom dplnosti.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Axiom Uplnosti

Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry" mizZeme presné formulovat
jako tzv. axiom dplnosti.

Kazdy smrstujici se systém uzavrenych intervald, jejichz délky jsou
libovolné malé, ma neprazdny prinik.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Axiom Uplnosti

Pozadavek aby mnozZina redlnych Cisel ,neméla diry" miizeme presné formulovat
jako tzv. axiom dplnosti.

Kazdy smrstujici se systém uzavrenych intervald, jejichz délky jsou
libovolné malé, ma neprazdny prinik.
P¥esnéji, pokud jsou I,,, n =1,2,..., uzavrené intervaly spliujici

In:)fn+1, n=12...,

pro kazdé € > 0 existuje n tak, ze délka I, je mensi nez ¢,

pak
() In # 0.
n=1

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Realna funkce realné proménné

Definice:
Zobrazeni f : R — R nazyvame realnou funkci realné proménné. J

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 32 /56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Realna funkce realné proménné

Definice:
Zobrazeni f : R — R nazyvame realnou funkci realné proménné.

Poznamka:

Realna funkce redlné proménné je Casto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci
predpisu typu y := f(z). P¥irozenym definiénim oborem nazyvdme mnozinu
viech redlnych x pro které ma vyraz f(x) smysl jakozto reélné &islo.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Realna funkce realné proménné

Definice:
Zobrazeni f : R — R nazyvame realnou funkci realné proménné.

Poznamka:

Realna funkce redlné proménné je Casto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci
predpisu typu y := f(z). P¥irozenym definiénim oborem nazyvdme mnozinu
viech redlnych x pro které ma vyraz f(x) smysl jakozto reélné &islo.

Ptiklad.

Uvazme vyraz f(z) := T\/El Pfirozenym defini¢nim oborem je mnozina

Dy = (0,1) U (1, +00).

Takto definovana funkce je dana relaci

f:{(a:, Ve ) 6R><]R‘x6(0,1)u(1,+oo)}.

rz—1
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny

Graf funkce

Grafem funkce f nazyvame mnozinu

Funkce

Diilezité funkce

graf f := {(z,f(z)) e Rx R |z € Ds}.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Graf funkce

Grafem funkce f nazyvame mnozinu

graf f := {(z,f(z)) e Rx R |z € Ds}.

@ z je hodnota nezavisle proménné znazorriovana zpravidla na vodorovné ose a
f(z) je hodnota funkce f v bodé z (téZ hodnota zavislé proménné), kterd se
znazornuje na svislé ose.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Graf funkce

Grafem funkce f nazyvame mnozinu

graf f := {(z,f(z)) e Rx R |z € Ds}.

@ z je hodnota nezavisle proménné znazorriovana zpravidla na vodorovné ose a
f(z) je hodnota funkce f v bodé z (téZ hodnota zavislé proménné), kterd se
znazornuje na svislé ose.

o Graf funkce f je podmnozinou kartézského soucinu R x R, ktery ted chapeme
jako rovinu s vyznalenym pocatkem (bodem (0,0)) a s vodorovnou

soufadnou osou
{(z,0) e RxR|z € R},

a svislou soufadnou osou

{(0,y) eRxR|yeR}.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Graf funkce: priklad paraboly

Y
Pfipomenme graf paraboly

y = az® + bz + c.

Realné koreny

xi:%(—b:l:\/ﬁ),

pokud D = b2 — dac > 0.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Graf funkce: priklad paraboly

Y
Pfipomenme graf paraboly

y = az® + bz + c.

Realné koreny

xizi(—b:l:\/ﬁ),

pokud D = b2 — dac > 0.

Mathematica

Vykreslit graf funkce f na intervalu (a, b) mizete pomoci pfikazu:

Plot [f[x], {x,a,b}, Options]

V&imnéte si hranatych zavorek u argumenti. Funkci definujeme f[x_] = x2.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Priklad.
Kterd z nasledujicich funkci (R — R) je prosta, na, ¢i bijektivni? J
) Y
/ y
14
1
/1
T xz
T
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Definice:
Funkce f se nazyva
@ rostouci na intervalu I, jestlize

pro kazdé z, y € I spliiujici = < y plati f(z) < f(y),
o klesajici na intervalu I, jestlize
pro kazdé =z, y € I spliujici z < y plati f(z) > f(y).

Je-li funkce bud rostouci nebo klesajici na intervalu I, pak se nazyvd monotonni
na intervalu 1. |
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Definice:
Funkce f se nazyva
@ rostouci na intervalu I, jestlize

pro kazdé z, y € I spliiujici = < y plati f(z) < f(y),
o klesajici na intervalu I, jestlize
pro kazdé =z, y € I spliujici z < y plati f(z) > f(y).

Je-li funkce bud rostouci nebo klesajici na intervalu I, pak se nazyvd monotonni
na intervalu 1.

Kazda monoténni funkce je prosta.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Definice:
Funkce f se nazyva

@ rostouci na intervalu I, jestlize

pro kazdé z, y € I spliiujici = < y plati f(z) < f(y),
o klesajici na intervalu I, jestlize

pro kazdé =z, y € I spliujici z < y plati f(z) > f(y).

Je-li funkce bud rostouci nebo klesajici na intervalu I, pak se nazyvd monotonni
na intervalu 1.

Kazda monoténni funkce je prosta.

Priklad.

Prikladem rostouci funkce na R je lichd mocnina (a také lichd odmocnina).
Funkce f(z) = 2% neni na R ani rostouci ani klesajici, ale je klesajici na intervalu
(—00,0) a rostouci na intervalu (0, +00).

=
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce

Elementarni funkce

Mezi elementarni funkce patfi:

@ Polynomy,

@ Exponencialni funkce,

Trigonometrické funkce,

Funkce inverzni k predchozim,

o Specialné odmocniny, logaritmy,

Soucty, souciny a podily predchozich funki,

e Speciélné racionalni lomené funkce,
@ SloZeni predchozich funkci.

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

Matematicka indukce
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce

Mocniny a odmocniny

@ Definujeme pFirozenou mocninu vztahy

2" i=x-x-x neN, zeR,
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Mocniny a odmocniny

@ Definujeme pFirozenou mocninu vztahy

2" i=x-x-x neN, zeR,

o Dale pro zaporna cela Cisla n klademe

1
z" = pro = # 0,

—n

8

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Definujeme ptirozené odmocniny, ozn.

= /a, neEN,

1
n

a

jako realné Yeseni rovnice " = a. Podrobnégji:

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Definujeme ptirozené odmocniny, ozn.
1
an = a, n€EN,

jako realné Yeseni rovnice " = a. Podrobnégji:

o Je-lin =2k, k €N, sudé, pak z™ > 0 pro vSechna = € R, coz znamen3, ze
rovnice ma reélné YesSeni jen pro a > 0.

fe
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@ Definujeme ptirozené odmocniny, ozn.
1
an = a, n€EN,

jako realné Yeseni rovnice " = a. Podrobnégji:
o Je-lin =2k, k €N, sudé, pak z™ > 0 pro vSechna = € R, coz znamen3, ze

rovnice ma reélné YesSeni jen pro a > 0.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Definujeme ptirozené odmocniny, ozn.
1
an = a, n€EN,

jako realné Yeseni rovnice " = a. Podrobnégji:
o Je-lin =2k, k €N, sudé, pak z™ > 0 pro vSechna = € R, coz znamen3, ze

rovnice ma reélné YesSeni jen pro a > 0.

Pro a > 0 jsou tato fedeni dv&, nebot 22¥ = (—z)2*. Sudou odmocninu 3/a
definujeme jako nezéporné Feseni. Je proto v a2 = |z| a nikoli z, protoZze
nevime, jestli je z kladné nebo zaporné. %
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Je-lin=2k—1,k €N, liché, pak rovnice 22*~1 = a ma jediné ¥edeni, které
znalime 2*+/a. Napfiklad ¢/—8 = —2.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Je-lin=2k—1,k €N, liché, pak rovnice 22*~1 = a ma jediné ¥edeni, které
znalime 2*+/a. Napfiklad ¢/—8 = —2.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Vzhledem k této terminologii je lich4 odmocnina f~1(y) = 2#+/y inverzni
funkei k liché mocniné f(z) = z***1. Protoze H; = R (to ale vilbec nenf
zfejmé) je Dy-1 = R.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Vzhledem k této terminologii je lich4 odmocnina f~1(y) = 2#+/y inverzni
funkei k liché mocniné f(z) = z***1. Protoze H; = R (to ale vilbec nenf
zfejmé) je Dy-1 = R.

sV

e Sudé mocniny g(z) = 22 nejsou na R prosté. Ale zizime-li definiéni obor na
interval (0, +00) pak funkce h = g‘m o) je jiz na intervalu (0, +00) rostouci

a tedy prostd. Inverzni funkce h=1(z) = 3/z ma definiéni obor interval
(0, +00), protoze Hp, = (0,400), a je na tomto intervalu rostouci.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Vzhledem k této terminologii je lich4 odmocnina f~1(y) = 2#+/y inverzni
funkei k liché mocniné f(z) = z***1. Protoze H; = R (to ale vilbec nenf
zfejmé) je Dy-1 = R.

sV

e Sudé mocniny g(z) = 22 nejsou na R prosté. Ale zizime-li definiéni obor na
interval (0, +00) pak funkce h = g‘m’ﬂx}) je jiz na intervalu (0, +00) rostouci
a tedy prostd. Inverzni funkce h=1(z) = 3/z ma definiéni obor interval
(0, +00), protoze Hp, = (0,400), a je na tomto intervalu rostouci.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Doposud definované mocniny maji nasledujici vlastnosti:

pro takova a, b, z, aby vyrazy vlevo i vpravo byly definované.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Doposud definované mocniny maji nasledujici vlastnosti:

pro takova a, b, z, aby vyrazy vlevo i vpravo byly definované.

@ Definici mocniny 2% mizeme rozsifit na vSechna a € R (pozdéji ukaZeme jak
to Ize udélat), ale obecné jen pro z > 0 a pro a > 0 pro z > 0. Tato obecnd
mocnina ma stejné vlastnosti jak byly uvedeny vyse.

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 44 / 56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

@ Doposud definované mocniny maji nasledujici vlastnosti:

pro takova a, b, z, aby vyrazy vlevo i vpravo byly definované.

@ Definici mocniny 2% mizeme rozsifit na vSechna a € R (pozdéji ukaZeme jak
to Ize udélat), ale obecné jen pro z > 0 a pro a > 0 pro z > 0. Tato obecnd
mocnina ma stejné vlastnosti jak byly uvedeny vyse.

. S vy vy yi oz - 1
@ Poznamenejme jesté, ze Casto pouzivame zapis {/5 =1x9.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Exponencialni a logaritmické funkce

@ V predchézejicim bodu jsme mluvili o obecné mocniné jako o funkci z +— z¢,
tj. s proménnym zakladem.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Exponencialni a logaritmické funkce

@ V predchézejicim bodu jsme mluvili o obecné mocniné jako o funkci z +— z¢,
tj. s proménnym zakladem.

o MizZeme také povazovat zdklad za konstantni a exponent za proménny.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Exponencialni a logaritmické funkce

@ V predchézejicim bodu jsme mluvili o obecné mocniné jako o funkci z +— z¢,
tj. s proménnym zakladem.

o MizZeme také povazovat zdklad za konstantni a exponent za proménny.

Definice:
Pro b > 0 se funkce typu z — b*, z € R, nazyva exponencialni funkce. \
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Exponencialni a logaritmické funkce

@ V predchézejicim bodu jsme mluvili o obecné mocniné jako o funkci z +— z¢,
tj. s proménnym zakladem.

o MizZeme také povazovat zdklad za konstantni a exponent za proménny.

Definice:
Pro b > 0 se funkce typu z — b*, z € R, nazyva exponencialni funkce. l

Pro b > 1 je funkce f(z) = b” rostouci na R a je Hy = (0,400) (to také neni
zfejmé). Existuje proto inverzni funkce, kterd se nazyva logaritmicka o zikladu b —

oznaceni log,,.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Plati tedy
W=y z=log,y (b>1,z€R, y>0).

Funkce log, je definovana a rostouci (stale b > 1) na intervalu (0, +00).

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Plati tedy
W=y <= z=logyy (b>1,z€R, y>0).
Funkce log, je definovana a rostouci (stale b > 1) na intervalu (0, +00).
Jeji vlastnosti jsou odvozeny z vlastnosti exponencialni funkce:
log, xy = log, x +log, y, z,y >0,

(tato vlastnost se d¥ive pouZivala pro nisobeni na tzv. logaritmickém pravitku)

1ogb£:logbx—logby, log,(z¢) = c-logyz, z,y>0,ceR.
)
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Plati tedy
W=y« z=logyy (b>1,z€R, y>0).

Funkce log, je definovana a rostouci (stale b > 1) na intervalu (0, +00).
Jeji vlastnosti jsou odvozeny z vlastnosti exponencialni funkce:
log, vy = log, z +1log, y, x,y>0,
(tato vlastnost se d¥ive pouZivala pro nisobeni na tzv. logaritmickém pravitku)

1ogb§:logbx—logby, log,(z¢) = c-logyz, z,y>0,ceR.
)

Poznamenejme, Ze zcela zvlastni misto v matematice ma exponencialni funkce se
zékladem e (Eulerovo ¢&islo, e = 2.718. .., je iracionélni) o niz bude fe¢ pozdéji.
Inverzni funkce k ni se nazyva ptirozeny logaritmus a znadi se In.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Je-li zaklad exponencialni funkce b € (0,1), pak funkce z — b® je klesajici na R a
inverzni funkce k ni (opét log,) je definovana a klesajici na intervalu (0, +00).
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny

Funkce

Diilezité funkce

Matematicka indukce

Je-li zaklad exponencialni funkce b € (0,1), pak funkce z — b® je klesajici na R a
inverzni funkce k ni (opét log,) je definovana a klesajici na intervalu (0, +00).

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT)

BI-ZMA
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Obcas je uzite¢ny prevodni vztah mezi exponencialnimi funkcemi o riznych
zakladech: Pro a,b>0,a#1# b, z € R, je

z _ _xlog,b
b =a ,

jak snadno nahlédneme FfeSenim rovnice b* = a¥ vzhledem k nezndmé y je

y =log, b* = zlog, b.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Obcas je uzite¢ny prevodni vztah mezi exponencialnimi funkcemi o riznych
zakladech: Pro a,b>0,a#1# b, z € R, je

z _ _xlog,b
b =a ,

jak snadno nahlédneme FfeSenim rovnice b* = a¥ vzhledem k nezndmé y je

y =log, b* = zlog, b.

Podobné (pro stejné hodnoty a, b, z jako vyse)

log, z = (log, b)(log; z) .
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Obcas je uzite¢ny prevodni vztah mezi exponencialnimi funkcemi o riznych
zakladech: Pro a,b>0,a#1# b, z € R, je

z _ _xlog,b
b =a ,

jak snadno nahlédneme FfeSenim rovnice b* = a¥ vzhledem k nezndmé y je

y =log, b* = zlog, b.

Podobné (pro stejné hodnoty a, b, z jako vyse)
log, z = (log, b)(log; z) .

Jesté poznamenejme, zZe funkce x — x® neni ani mocninna ani exponencialnf,
protoZze méa jak proménny zaklad, tak exponent. V souladu s predchazejicim je

definovani takto 2% = e*In®,

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 49 / 56



Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Goniometrické funkce

Funkce sinus (sin) a kosinus (cos) se zpravidla definuji pomoci soufadnic (a, b)
bodu v roviné R x R leziciho na kruznici o stfedu v pocatku (0,0) a poloméru 1.
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Goniometrické funkce

Funkce sinus (sin) a kosinus (cos) se zpravidla definuji pomoci soufadnic (a, b)
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Goniometrické funkce
Funkce sinus (sin) a kosinus (cos) se zpravidla definuji pomoci soufadnic (a, b)
bodu v roviné R x R leziciho na kruznici o stfedu v pocatku (0,0) a poloméru 1.

1

X

0 é}1

Oznatime-li z délku kruhového oblouku od bodu (1,0) do bodu (a, b) (z je
velikost pFislusného thlu v tzv. obloukové mite), pak klademe

cosx:=a, sinz:=bh.

Tim jsou definovany funkce cos a sin pro z € (0,27) (27 je délka pFislusné

kruznice). %
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Goniometrické funkce

Funkce sinus (sin) a kosinus (cos) se zpravidla definuji pomoci soufadnic (a, b)
bodu v roviné R x R leziciho na kruznici o stfedu v pocatku (0,0) a poloméru 1.

1 Z Pythagorovy véty (zde a® + b2 = 1)
ihned plyne velezndmy vztah
b
z cos?z +sin?z =1.

0 é}1

Oznatime-li z délku kruhového oblouku od bodu (1,0) do bodu (a, b) (z je
velikost pFislusného thlu v tzv. obloukové mite), pak klademe

cosx:=a, sinz:=bh.

Tim jsou definovany funkce cos a sin pro z € (0,27) (27 je délka pFislusné

kruznice). %
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce
Funkce sinus a kosinus Ize 2w-periodicky rozsifit, tj. klademe
cosz = cos(x — 2km) , sinz = sin(z — 2kn)

pro z € (2km,2(k+ 1)7), k € Z.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Funkce sinus a kosinus Ize 27-periodicky rozsifit, tj. klademe

= sin(z — 2km)

cosz = cos(z — 2km), sinz

pro z € (2km,2(k+ 1)7), k € Z.

e e I
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce
Funkce sinus a kosinus Ize 27-periodicky rozsifit, tj. klademe
cosz = cos(x — 2km) , sinz = sin(z — 2kn)

pro z € (2km,2(k+ 1)7), k € Z.

Poznamka:

Je dobré znat hodnoty funkci sinus a kosinus aspor pro nékolik dalSich vyznaénych
ahli: 7/6, /3, w/4.

/Wil
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Jesté budeme pouzivat funkce tangens (tg) a kotangens (cotg), které maji
periodu 7 a definujeme je pomoci podill

e ey (e (e o).

Ccos T
keZ
cos T
cotgxr = , € km, (k+ D)m).
5T = —— T kLgJZ(W( + 1)m)
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Matematicka indukce

Tento typ dikazu se Casto pouziva v pfipadé, Ze mame nekonecné mnoho tvrzen{
ocislovanych kladnymi ptirozenymi indexy T4, To, T3, . ... Dikaz se provede ve
dvou krocich:

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Matematicka indukce

Tento typ dikazu se Casto pouziva v pfipadé, Ze mame nekonecné mnoho tvrzen{
ocislovanych kladnymi ptirozenymi indexy T4, To, T3, . ... Dikaz se provede ve
dvou krocich:

i) Dokaz prvni tvrzeni, zde T;.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Matematicka indukce

Tento typ dikazu se Casto pouziva v pfipadé, Ze mame nekonecné mnoho tvrzen{
ocislovanych kladnymi ptirozenymi indexy T4, To, T3, . ... Dikaz se provede ve
dvou krocich:

i) Dokaz prvni tvrzeni, zde T;.

ii) Pro libovolné pFirozené n dokaz tzv. indukéni krok:

pokud plati T,,, pak plati T}41.
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Diilezité funkce Matematicka indukce

Matematicka indukce

Tento typ dikazu se Casto pouziva v pfipadé, Ze mame nekonecné mnoho tvrzen{
ocislovanych kladnymi ptirozenymi indexy T4, To, T3, . ... Dikaz se provede ve
dvou krocich:

i) Dokaz prvni tvrzeni, zde T;.

ii) Pro libovolné pFirozené n dokaz tzv. indukéni krok:

pokud plati T,,, pak plati T}41.

Schéma indukce:

T TS0
~
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Binomicka véta

Plati tzv. binomicka véta:

(a+b)" = (Z)akb”_k, a,beR, neN.
k=0

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Binomicka véta

Plati tzv. binomicka véta:

(a+b)" = (Z)akb”_k, a,beR, neN.
k=0

Didkaz provedeme indukci:
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce
. . 7 v

Binomicka véta

Plati tzv. binomicka véta:

(a+b)" = (Z)akb”_k, a,beR, neN.
k=0

Didkaz provedeme indukci:

Pron=1 je

LS=a+ 0,

1 1
PS = ( )a1b0+ < )aobl =a+b.
0 1
Vzpomeiite, 7e klademe a° = 1 pro kazdé a € R.

fe
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Relace Zobrazeni Ciselné mnoziny Funkce Dulezité funkce Matematicka indukce

Provedeme indukéni krok

(a+ )" =(a+b)(a+b)"=(a+b) En: (Z) akpnk

k=0

zn: (Z) [ak+1bn7k + akanrlfk}

k=0

_ gntl g pntl +Z [( n >+ <”>} @l pH1—i
el VA J

n+1

3 (" + 1) Gyt

=0 \ J

nebot z definice kombinaéniho &isla Ize dokéazat (vzpomerite Pascalilv trojdhelnik),

ze
G5+ ()-(7)
. +1.]= .
Jj—1 J J
proj=1,...,n. %
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