Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Zaklady matematické analyzy
Taylorovy polynomy a fady

Ing. Tomas Kalvoda, Ph.D., Ing. Daniel Vagata?

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz 2daniel.vasata@fit.cvut.cz

Katedra aplikované matematiky
Fakulta informaénich technologif
Ceské vysoké uceni technické v Praze

30. ledna 2014
ZS 2013/2014

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 1/ 42


mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
mailto:daniel.vasata@fit.cvut.cz

Uvod

Aproximace funkci pomoci polynomi
Chyba aproximace

Funkce jako limita Taylorovych polynomi

Dalsi priklady




Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynom Dal3i priklady

Aproximace v bodé

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 3 /42



Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Aproximace v bodé

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 3/ 42



Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Aproximace v bodé

tecna:
lokalni aproximace linearni funkci
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chyba:
Ize ji kontrolovat?
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Jak ur¢it hodnotu sin(37°)?
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Odpovéd: Geometricka konstrukce
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|Nevhadné pro kalkulator/pocitac!
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Co je to polynom?

Definice (Polynom):

Reélnou funkci realné proménné p : R — R nazveme polynomem, pravé kdyz
existuji nezdporné celé ¢islo n € N a redlna &isla ag, ..., a, € R takova, Ze rovnost

p(z) = Z apz®
k=0

plati pro vSechna realnd z € R.
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Co je to polynom?

Definice (Polynom):

Reélnou funkci realné proménné p : R — R nazveme polynomem, pravé kdyz

existuji nezdporné celé ¢islo n € N a redlna &isla ag, ..., a, € R takova, Ze rovnost

p(z) = Z apz®
k=0

plati pro vSechna realnd z € R.

Definice (Terminologie):
Q@ Jeli a, # 0, nazyvame Cislo n stupném polynomu p.

@ Jsou-li vSechny koeficienty ax, k= 0,...,n nulové, nazyvdme p nulovym
polynomem a jeho stupen nedefinujeme.
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Priklady polynomii

Notoricky zndmymi priklady polynomi jsou:
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Priklady polynomii
Notoricky zndmymi priklady polynomi jsou:

@ Linearni funkce f(z) = ax + b (a,b € R, a € R parametry) je polynomem
nejvyse prvniho stupné.
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Priklady polynomii
Notoricky zndmymi priklady polynomi jsou:

@ Linearni funkce f(z) = ax + b (a,b € R, a € R parametry) je polynomem
nejvyse prvniho stupné.

@ Kvadraticka funkce f(z) = az? + bz + ¢ (a,b,c € R, a # 0 parametry) je
polynomem druhého stupné.
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Priklady polynomii
Notoricky zndmymi priklady polynomi jsou:

@ Linearni funkce f(z) = ax + b (a,b € R, a € R parametry) je polynomem
nejvyse prvniho stupné.

@ Kvadraticka funkce f(z) = az? + bz + ¢ (a, b, c € R, a # 0 parametry) je
polynomem druhého stupné.

Vyhoda polynomi

nasobeni.
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

@ Je-li funkce f diferencovatelna v bodé a € R, pak rovnice jeji te€ny v bodé
a ma tvar

y=f(a) +f(a)(z - a).

Je to pfimka nejvice pfipominajici funkci f v okoli bodu a.
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

@ Je-li funkce f diferencovatelna v bodé a € R, pak rovnice jeji te€ny v bodé
a ma tvar

y=f(a) +f(a)(z - a).

Je to pfimka nejvice pfipominajici funkci f v okoli bodu a.

@ Telnu také miizeme chapat jako graf linedrni funkce

9(z) = f(a) + ['(a)(z — a).

Pro funkce f a g plati

(Maji stejnou funkéni hodnotu a stejny ,,sklon* v bodé a.)
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

@ Je-li funkce f diferencovatelna v bodé a € R, pak rovnice jeji te€ny v bodé
a ma tvar

y=f(a) +f(a)(z - a).

Je to pfimka nejvice pfipominajici funkci f v okoli bodu a.
@ Telnu také miizeme chapat jako graf linedrni funkce
9(z) := f(a) + f'(a)(z — a).

Pro funkce f a g plati

(Maji stejnou funkéni hodnotu a stejny ,,sklon* v bodé a.)

Tj. funkce f a jeji te€na v bodé a maji stejnou 0. a 1. derivaci v bodé a. )
/R
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ProC neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze nalézt
polynom p takovy, ze p(¥)(a) = f¥)(a) pro véechna k =0,1,...,n? J
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ProC neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze nalézt
polynom p takovy, ze p(¥)(a) = f¥)(a) pro véechna k =0,1,...,n?

Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru

p(z) = Z ar(z — a)®.

k=0
f(a) =p(a) = ao = ao = f(a)
f'(a)=p'(a) = a = a = f'(a)
@y =r@=20 =  w="
f®(a) = p®(a) = Klay, = ak:%f(k)(a),kzo,l,...,n
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ProC neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze nalézt
polynom p takovy, ze p(¥)(a) = f¥)(a) pro véechna k =0,1,...,n?

Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru

p(z) = Z ar(z — a)®.

k=0
f(a) =p(a) = ao = ao = f(a)
f'(a)=p'(a) = a = a = f'(a)
@y =r@=20 =  w="
f®(a) = p®(a) = Klay, = ak:%f(k)(a),kzo,l,...,n

Uzavirdme, ze hledany polynom p pozadovanych vlastnosti je tvaru

*) (4
x):Zf ()(x—a)k.
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Taylorliv polynom

Véta:

Necht realna funkce realné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou derivaci.
Potom existuje pravé jeden polynom 7T, , stupné nejvyse n takovy, ze

T (a) = f*)(a) pro kazdé k =0,1,...,n.
Tento ma tvar

n R (g
Toalz) = fk#(x —a)*
k=0

a nazyvame ho n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

Dukaz.

Existenci i jednoznac¢nost dokazeme podobnymi tivahami jako na predchozim
slidu. ]

[SeS|
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Priklady nejjednodussich Taylorovych polynomti

Exponenciala
Naleznéme Tayloriv polynom funkce f(z) = e* stupné n € Ny v bodé 0. J
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Priklady nejjednodussich Taylorovych polynomti

Exponenciala J

Naleznéme Tayloriv polynom funkce f(z) = e* stupné n € Ny v bodé 0.

Pro libovolné k € N plati f(*)(z) = ¢® a proto f(*)(0) = 1. Dostavame

|
Tho(z) = o z".
k=0
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Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 15/ 42



Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi

Priklady nejjednodussich Taylorovych polynomti

Exponenciala

Naleznéme Tayloriv polynom funkce f(z) = e* stupné n € Ny v bodé 0.

Dal3i priklady

Pro libovolné k € N plati f(*)(z) = ¢® a proto f(*)(0) = 1. Dostavame
1
Tho(z) = —zF.

N k!
k=0

Poznamka (Znaceni):

Pokud a = 0, budeme pro jednoduchost misto T, o psat pouze T,.

J

o
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Sinus
Naleznéme Tayloriiv polynom funkce f(z) = sin(z) stupné n € Ny v bodé 0. J

fe
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Sinus

Naleznéme Tayloriiv polynom funkce f(z) = sin(z) stupné n € Ny v bodé 0. J

Derivace funkce f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny plati

F2(2) = (~)Fsin(@) a f2HD (@) = (—1)F cos(x).

Proto
fER)=0 a fEFY0) = (-1~
Vysledkem pro n = 2¢ nebo n = 2¢ — 1 plati
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Sinus

Naleznéme Tayloriiv polynom funkce f(z) = sin(z) stupné n € Ny v bodé 0. J

Derivace funkce f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny plati

F2(2) = (~)Fsin(@) a f2HD (@) = (—1)F cos(x).

Proto
fER)=0 a fEFY0) = (-1~
Vysledkem pro n = 2¢ nebo n = 2¢ — 1 plati

nor() Sl Nk
Tn(CE) _ Zf (O) 2= Z ( 1) $2k+1.

<! £ (2 +1)!

Specialné tedy plati T, = T5,_1, n € N a je$té specialnéji treba T4y = ng.%
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Taylorovy polynomy nizkého stupné: demonstrace
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Zbytek v Taylorové vzorci

Definice:

Necht funkce f ma v bodé a konecnou n-tou derivaci. Pro vSechna pfipustna z
polozme R, (z) := f(z) — Ty o(z). Potom vztah

f(z) = Tn’a(x) + Rn’a(x)

nazyvadme Taylorovym vzorcem a R, , nazyvdme n-tym zbytkem v Taylorové
VZOrci.

fe
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Zbytek v Taylorové vzorci

Definice:

Necht funkce f ma v bodé a konecnou n-tou derivaci. Pro vSechna pfipustna z
polozme R, (z) := f(z) — Ty o(z). Potom vztah

f(z) = Tn’a(x) + Rn,a(x)

nazyvadme Taylorovym vzorcem a R, , nazyvdme n-tym zbytkem v Taylorové
VZOrci.

Poznamka (Znaceni):

V pripadé, ze mluvime o Taylorové polynomu v bodé a = 0 piSeme pro
jednoduchost T, misto T}, o. Podobné v pfipadé zbytku R, = R, o a Peanova
zbytku (zaveden déle) w,, = wy, o. Tayloriv polynom pro a = 0 se také nékdy
nazyva Maclaurintiv polynom.

G
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Zbytek v Taylorové vzorci

Y

f(z) = cos(z)

fe
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Zbytek v Taylorové vzorci

Y

Ts,4(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — § cos(a)(z — a)?

f(z) = cos(z)

fe
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Zbytek v Taylorové vzorci

Y

/'/

Chyba aproximace

Funkce jako limita Taylorovych polynomi

1

T5,4(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 5 cos

2

f(z) = cos(z)

Dal3i priklady

(a)(z — a)?

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT)

BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Zbytek v Taylorové vzorci

Y

Ts,4(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — § cos(a)(z — a)?

)
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Zbytek v Taylorové vzorci

Y
Ts,4(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — § cos(a)(z — a)?
T Re@] | f(z) = cos(x)
(@) l

fe
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Véta:

Necht funkce f ma v jistém okoli H, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro
zbytek v Taylorové vzorci plati

lim Fra(®) _ o

z—a (z — a)” -

fe
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Véta:

Necht funkce f ma v jistém okoli H, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro
zbytek v Taylorové vzorci plati

Jim ora(®).

z—a (z — a)”

=0.

Dukaz.

Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze a = 0. Z definice zbytku a vlastnosti
Taylorova polynomu plyne

Ra(0) = Ri,(0) = - = RPV(0) = RP(0) 0.

Pro vypocet limity Ize pouzit |'Hospitalovo pravidlo (zdivodnéte proc!). Potom

/ (n—1) (n)
llmwzlim R”(xz —...= lim R (x):hmM:O. n
z—0 g z—0 nx"— z—0 nl .z 20 n!
/ ®rel
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Peaniiv tvar zbytku

Dausledek:
Za stejnych predpokladil jako v predchozi vété |ze Tayloriiv vzorec vyjadrit ve tvaru

f(#) = Tp,o(z) + wn,a(2) - (2 — 0)",

kde lir% wr(z) = 0. Vyraz wy, o(z) - (x — a)™ se nazyva Peaniv tvar zbytku.
T—

fe
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Peaniiv tvar zbytku

Dusledek:

Za stejnych predpokladil jako v predchozi vété |ze Tayloriiv vzorec vyjadrit ve tvaru
f(2) = Tna(@) + wpa(2) - (2= a)",

kde lin}) wr(z) = 0. Vyraz wy, o(z) - (x — a)™ se nazyva Peaniv tvar zbytku.
T—

Dukaz.
R,.a(x)

Staéi polozit wy, q(z) = o)

a pouzit predchozi véty. O

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi

,» 1aylortv polynom je nejlepsi aproximace*

Dal3i priklady

PFesny smys| tohoto vyroku je obsazen v nasledujici vété.

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma v jistém okoli bodu 0 konecnou n-tou derivaci a necht @ je

polynom stupné nejvyse n, rtizny od Taylorova polynomu T, funkce f v bodé 0.
Potom existuje okoli Hy bodu 0 takové, Ze

|f(z) = Th(z)| < |f(z) — Q(z)| pro kazdé z € Hy ~ {0}.
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Uvod Aproximace funkci pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynom Dal3i p¥iklady

,» 1aylortv polynom je nejlepsi aproximace*
PFesny smys| tohoto vyroku je obsazen v nasledujici vété.

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma v jistém okoli bodu 0 konecnou n-tou derivaci a necht @ je
polynom stupné nejvyse n, rtizny od Taylorova polynomu T, funkce f v bodé 0.
Potom existuje okoli Hy bodu 0 takové, Ze

|f(z) = Th(z)| < |f(z) — Q(z)| pro kazdé z € Hy ~ {0}.

Poznamka:

Vyraz |f(z) — Q(z)| predstavuje absolutni velikost chyby p¥i aproximaci funkce f

pomoci polynomu @ v bodé z.
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Poznamka:

Pokud T,,_1 # T, pak pro jisté okoli Hy podle predchozi véty plati
lf(z) — Th(z)| < |f(z) — Tn-1(z)| pro kazdé z € Hy ~\ {0}.

Tedy, kazdy dalsi Taylorliv polynom aproximuje funkci f [épe nez predchozi.

fe
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Uvod Aproximace funkci pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynom Dal3i p¥iklady

Taylorova véta

Véta (Taylorova):

Necht existuje okoli Hy bodu 0 takové, Ze funkce f v ném mé koneénou (n + 1)-ni
derivaci. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(z) = T, (z) + R, (z) lze pro kazdé
x € Hy zapsat ve tvaru

_ f(n+1)(§) n+1

CES

kde &islo & zavisi na z a n a lezi uvnitf intervalu s krajnimi body z a 0. Tento tvar
zbytku nazyvame Lagrangeiv.

Rn(x)

Poznamka:

Tato Véta ndm dava velmi dilezitou informaci o zbytku v Taylorové vzorci.
Umoznuje odhadovat chybu mezi pivodni funkei a jejim Taylorovym polynomem.

/s
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Uvod Aproximace funkci pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynom Dal3i p¥iklady

Priklad: Priblizny vypocet

Urlete, jaké chyby se dopustime, kdyz pro vypocet &isla y/e = et pouzijeme

hodnotu Taylorova polynomu funkce e tfetiho stupné v bodé 0 vyhodnoceného v
1

bodé z = 1,

1 1
T3(z)=1+x+ §x2 + éx?’.

Dosazenim dostaneme funkéni hodnotu Taylorova polynomu v z = %:

2 3
1 1 1/1 1/1 79 -
Ts(=)=1+=-+-|= ~| =] =-— =1.64583.
3(2> +2+2(2) +6<2) 18 64583

Toto ¢islo ndAm samo o sobé nic nefika. Je nutné odhadnout chybu.

fe
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Uvod Aproximace funkci pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynom Dal3i p¥iklady

Priklad: Priblizny vypocet, pokracovani

Podle Taylorovy véty plati (f(z) = e*) rovnost

(el
ofl)-5(0)

1
' 2
&isla e, plati nerovnost e < 4 (zdivodnéte!).
Celkem tedy

kde zbytek je tvaru

O &isle ¢ pouze vime, Ze lezi v intervalu (0, 3). Navic umime odhadnout velikost

1 412 1\t 1 _
- (2} = —=— =0.0052083.
0< R3(2> < (2> Tg5 = 0-0052083

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad: Priblizny vypocet, pokracovani

Zavér
Cislo /e lezi v intervalu (1.64583, 1.6510416). J

Y
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad exponencialy

PFfipomenuti

Jiz jsme spocetli, ze pro kazdé realné z a prirozené n plati

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad exponencialy

PFfipomenuti

Jiz jsme spocetli, ze pro kazdé redlné z a prirozené n plati

Dale znadme tvar zbytku, lze ho vyjadfrit jako

R _ efn,z n+1
n(7) = mx )

kde &, ; lezi mezi 0 a z, tudiz &, , < |z|. Z monotonie e® pak plyne odhad
0 < efre < elol,

Horni odhad tedy nezavisi na n (v tomto p¥ipadé)! %

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 30 / 42



Pro dané pevné x € R tedy plati

elml n—00
< " > 0.
R




Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Pro dané pevné x € R tedy plati

0 < |Rn(2)] <

Véta o limité seviené posloupnosti zaru€uje

lim R,(z) =0.

n—oo

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace

Pro dané pevné x € R tedy plati

clel

0 < |Rn(2)] <

| 7L| n—oo 0.

x
(n+1)!
Véta o limité seviené posloupnosti zaru€uje

lim R,(z) =0.

n—oo

Zaveér

Pro libovolné reédlné z plati

n—oo

n k o0
e = lim Z%—i—Rn(m) = lim ac_:Z:v_'
k=0 ’

Funkce jako limita Taylorovych polynomi

Dal3i priklady

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Mocninna rada

Definice:

Necht je dana posloupnost (a;)$2, a &islo ¢ € R. Ciselnou Fadu
o0
Z ap(z — c)*
k=0

zavisejici na redlném parametru z nazyvdme mocninnou fadou se stfedem v
bodé c.

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi

Poznamka:

Uvazme pro jednoduchost ¢ = 0.

oo
o Je-li naptiklad x = 2, pak mame ciselnou fadu g ap2,
k=0
o0
T 1 s N v ag
@ je-li z = 5, pak mame Ciselnou fadu E 3
k=0

Timto zplsobem je definovana jista funkce, kterd kazdému redlnému z priradi
souCet zadané Ciselné fady, pokud existuje. Jaky je defini¢ni obor této funkce?

Dal3i priklady

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady
v
Polomér konvergence
Véta:
Pokud existuje limita
o ak+1
L := lim 2
k—oo | ag
V.
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 34 /42



Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi

Polomér konvergence

Véta:
Pokud existuje limita
L= lim |21 ,
k—oo | ag
potom klademe
1 L €R,

R:={+o0, L=0,
0, L =400

Dal3i priklady

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

v
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi

Polomér konvergence

Véta:
Pokud existuje limita
L= klig)lo al;i:l ’
potom klademe
1 L €R,

R:={+o0, L=0,
0, L=+
a tvrdime, Ze mocninna rada

Z ap(z — c)F

k=0

konverguje absolutné pro z € (¢ — R, ¢+ R) a diverguje pro |c — z| > R.

Dal3i priklady

iz
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace

Funkce jako limita Taylorovych polynomi

Dal3i priklady
Dukaz.
BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostavame
k+1
. Ap4+1T . Q41
lim +—k = lim |z|- Slas = |z| - L.
k—o0 arx k— 00
Shrnujeme, Ze pokud
V.
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Dikaz.

BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostavame

ak+1xk+l
apxk

lim = lim |z|-
k— 00

k—o0

= |z| - L.

Q41
ag

Shrnujeme, Ze pokud

@ |z|- L <1, tedy |z| < R, pak podle d'Alembertova kritéria zkoumand fada
konverguje absolutné,

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Dukaz.

BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostavime

ak+1xk“
apxk

lim = lim |z|-
k— 00

k—o0

= |z| - L.

Q41
ag

Shrnujeme, Ze pokud

o |z|- L <1, tedy |z| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana fada
konverguje absolutné,

o |z|- L > 1, tedy |z| > R, pak pod podilového kritéria je Jim laxz®| = 4-00.
— 00
Tudiz nemiZe byt splnéna nutna podminka konvergence zkoumané ¥ady (tj.

neplati nlin;o axz® = 0). O
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi

Uvedme déle nékolik zakladnich vlastnosti tykajicich se mocninné fady

oo

Z arz®, 3L = lim

k—o0
k=0

ag+1
Qg

R=—.
’ L

o Cislo R nazyvdme polomérem konvergence mocninné fady (1).

Dal3i priklady

(1)

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Uvedme déle nékolik zakladnich vlastnosti tykajicich se mocninné fady

oo

Z arz®, 3L = lim

k—o0
k=0

ag+1
Qg

. R=1. (1)

o Cislo R nazyvdme polomérem konvergence mocninné fady (1).

o Ptedchozi véta fiké, Ze tato mocninna ¥ada (1) konverguje pro |z| < R a
diverguje pro |z| > R. Nefika nic o konvergenci pro z = R a x = —R.

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Uvedme déle nékolik zakladnich vlastnosti tykajicich se mocninné fady

oo

Z arz®, 3L = klirn
=0 — 00

ag+1
Qg

. R=1. (1)

o Cislo R nazyvdme polomérem konvergence mocninné fady (1).

o Ptedchozi véta fiké, Ze tato mocninna ¥ada (1) konverguje pro |z| < R a
diverguje pro |z| > R. Nefika nic o konvergenci pro z = R a x = —R.

@ Kazda mocninna fada se chova timto zplisobem. Plati totiz nasledujici

Véta (Cauchy-Hadamard):

Ke kazdé mocninné fadé tvaru (1) existuje R € (0, +00) takové, Ze fada absolutné
konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Uvedme déle nékolik zakladnich vlastnosti tykajicich se mocninné fady

oo

g arz®, 3L = lim
k—
k=0 o

ag+1
Qg

. R=1. (1)

o Cislo R nazyvdme polomérem konvergence mocninné fady (1).

o Ptedchozi véta fiké, Ze tato mocninna ¥ada (1) konverguje pro |z| < R a
diverguje pro |z| > R. Nefika nic o konvergenci pro z = R a x = —R.

@ Kazda mocninna fada se chova timto zplisobem. Plati totiz nasledujici

Véta (Cauchy-Hadamard):

Ke kazdé mocninné fadé tvaru (1) existuje R € (0, +00) takové, Ze fada absolutné
konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.

@ Polomér konvergence ale vzdy nemusi jit spocitat pomoci limity podill
uvedenych v predeslé vété (tato limita nemusi existovat).
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii

Priklad.

Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Rozeberme vsechny tyto poznatky na pfikladu funkce f(z) = 1le a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,

3ok,

k

o

0

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii

Priklad.

Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Rozeberme vsechny tyto poznatky na pfikladu funkce f(z) = ﬁ a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,

3ok,

k

o

0

o Plati f¥)(2) = =5, © # 0, k € N. Proto f¥)(0) = kL.
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad.

Rozeberme viechny tyto poznatky na piikladu funkce f(z) = 1 a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,

3ok,

k

o

0

o Plati f¥)(2) = =5, © # 0, k € N. Proto f¥)(0) = kL.

@ Pro polomér konvergence mame

Déle pro z = %1 jsou fady Y ;o (1) divergentni.
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad.
1

Rozeberme viechny tyto poznatky na ptikladu funkce f(z) = = a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,

oo
>t

k=0

o Plati f¥)(2) = =5, © # 0, k € N. Proto f¥)(0) = kL.

@ Pro polomér konvergence mame

1 1
li —|l=1=—.
kggo‘l‘ R

Déle pro z = %1 jsou fady Y ;o (1) divergentni.
o Rada konverguje absolutné pro = € (—1,1) a diverguje pro véechna ostatni z.

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad.
Rozeberme viechny tyto poznatky na piikladu funkce f(z) = 1 a jeji Taylorové
fadé v bodé 0,
oo
>t
k=0
o Plati fF)(z) = # z#0, k € N. Proto f(*)(0) = &!.
@ Pro polomér konvergence mame
1 1
lim |-|=1=—.
hroo ‘ 1‘ R
Déle pro z = %1 jsou fady Y ;o (1) divergentni.
o Rada konverguje absolutné pro = € (—1,1) a diverguje pro véechna ostatni z.
@ Rovnost
1 =
i BL
k=0

plati pro z € (—1,1). Radu v tomto ptipadé umime pfimo secist, nenf %
potfeba vysetfovat zbytek v Taylorové vzorci.
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Podobné mame nasledujici dvojice funkce — Taylorova fada.

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Podobné mame nasledujici dvojice funkce — Taylorova fada.

et = Z T reR
k=0
o0
. (=D* o
sinr = Z —= reR
|
— (2k + 1)!
cosr = Z ((Qk;! 2k zeR
k=0
oo -1 k+1
In(l1+z) = Z%xk ze(—1,1)
k=1
arctgr = i 2(]:71)]1:1:2“1 ze (—1,1)
k=0 +

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Podobné mame nasledujici dvojice funkce — Taylorova fada.

et = Z T reR
k=0
o0
. (=D* o
sinr = Z —= reR
|
— (2k + 1)!
cosr = Z ((Qk;! 2k zeR
k=0
oo -1 k+1
In(l1+z) = Z%xk ze(—1,1)
k=1
arctgr = i 2(]:71)]1:1:2“1 ze (—1,1)
k=0 +

" R
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad: Aproximace funkce sin

Priklad.

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vSechna redlnd z s presnosti
1077,

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad: Aproximace funkce sin

Priklad.

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vSechna realnd z s presnostf
1077,

Diky periodicité a symetriim funkce f = sin staci nalézt vzorec s pozadovanou
. . . x
presnosti pro z z intervalu (0, 5 ).

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 40 / 42



Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Priklad: Aproximace funkce sin

Priklad.

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vSechna realnd z s presnostf
1077,

Diky periodicité a symetriim funkce f = sin staci nalézt vzorec s pozadovanou
. . . x
presnosti pro z z intervalu (0, 5 ).

Podle Taylorovy véty pro (2n + 2)-hy Taylortv polynom se stfedem v 0 plati

. - (_1)k f(2n+3) (Sn,z)
sin(z) = Z kTl 1)!x2k+1 + i)l g2k t3,

Rony2(z)

k=0

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynom Dal3i priklady

Priklad: Aproximace funkce sin

Priklad.

Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vSechna realnd z s presnostf
1077,

Diky periodicité a symetriim funkce f = sin staci nalézt vzorec s pozadovanou
. , . r
presnosti pro z z intervalu (0, 5 ).

Podle Taylorovy véty pro (2n + 2)-hy Taylortv polynom se stfedem v 0 plati

zn: (—1)* x2k+1+f(2n+3)(§n,z)x2k+3.

sin(z) =

— (2k +1)! (2n + 3)!
Rant2(z)
Indexy u symbolu &, ,, ndm ptipominaji, Ze tento zavisi na = a n. %
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Protoze derivace lichého fadu funkce sin je — az na stfidajici se znaménko —
funkce cos, miizeme zbytek pro z € (0, %) odhadnout:

2
2n+3
1 2n+3 (%) .
|Ransa(a)] < Gnral 2n+3y ™

fe
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Protoze derivace lichého fadu funkce sin je — az na stfidajici se znaménko —

funkce cos, miizeme zbytek pro z € (0, %) odhadnout:

T 2n+3
"

[Ronsa] < Grggle™ < gy =

1
(2n + 3)!

(2%

8.0-1072
4.7-1073
1.6-10*
3.6-10°6
5.7-1078
6.7-10710

ST W N |3
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii

Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

Protoze derivace lichého fadu funkce sin je — az na stfidajici se znaménko —
funkce cos, miizeme zbytek pro z € (0, %) odhadnout:

‘R2n+2(x) ’ < (2717

(2%

8.0-1072
4.7-1073
1.6-10*
3.6-10°6
5.7-1078
6.7-10710

ST W N |3

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT)

7\ 2n+3
1 |x|2n+3 (5) —a
+3)! @2n+3)!
Zavér

Pro kazdé z € (0,%) se hodnota sin(z) li3f od
vyrazu

123 125 127 129 1211

Tty T T o T 1

nejvyse o 1077.
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

CORDIC

Poznamka:
Kapesni kalkulatory vétSinou pfimo nepouzivaji mocninné rozvoje pro vypocet
hodnot trigonometrickych funkei (sin, cos, tan, atd.).
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Uvod Aproximace funkei pomoci polynomii Chyba aproximace Funkce jako limita Taylorovych polynomi Dal3i priklady

CORDIC

Poznamka:
Kapesni kalkulatory vétSinou pfimo nepouzivaji mocninné rozvoje pro vypocet
hodnot trigonometrickych funkci (sin, cos, tan, atd.).

COordinate Rotation Dlgital Computer

Algoritmus k vypoctu napf. funkce sin rafinované vyuziva
@ souctové vzorce pro trigonometrické funkce,

@ vzorky, tj. hodnoty funkce sin pfedem napoctené (napriklad pomoci
Taylorova polynomu) pro jistou mnozinu Ghld.

Prvni implementace: 1959, naviga¢ni pocita¢ bombardéru B-58.
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