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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Primitivni funkce

Definice:

Necht funkce f je definovana na intervalu (a, b), kde —co < a < b < +00. Funkci
F splnujici podminku

F'(z) = f(z) pro kazdé z € (a, b)

nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu (a, b).

Poznamka:

Ihned z definice plyne, ze F' je diferencovatelnd v kazdém bodé intervalu (a, b) a

tedy je i spojitd na (a, b).
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Primitivni funkce

Priklad.

Funkce F(z) = 23 je primitivni funkci k funkci f(z) = 322 na libovolném intervalu

(a,b).

Priklad.
1

Funkce F(z) = Inx je primitivni funkci k funkci f(z) = = na libovolném intervalu
(a,b) C (0,+00).

Priklad.

Funkce F(z) = arctg x je primitivni funkci k funkci f(z) =
intervalu (a, b).

—— na libovolném

/S
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Véta:
Necht F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a, b). Pak G je primitivni
funkei k funkci f na intervalu (a, b) pravé tehdy, kdyZ existuje konstanta ¢ € R

takova, ze
G(z) = F(z) + ¢, pro kazdé z € (a,b).
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Neurgity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionalnich funkci Piklady

(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Véta:

Necht F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a, b). Pak G je primitivni
funkei k funkci f na intervalu (a, b) pravé tehdy, kdyZ existuje konstanta ¢ € R
takova, ze

G(z) = F(z) + ¢, pro kazdé z € (a,b).

Dukaz.

Pokud F' a G jsou funkce primitivni k f na intervalu (a, b), potom
(F—G)(z)=F'(z) — G'(z) = f(z) — f(z) =0, pro viechna z € (a, b).

Funkce F — G je proto konstantni na intervalu (a, b).

S
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(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Véta:
Necht F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a, b). Pak G je primitivni
funkei k funkci f na intervalu (a, b) pravé tehdy, kdyZ existuje konstanta ¢ € R
takova, ze

G(z) = F(z) + ¢, pro kazdé z € (a,b).

Dukaz.

Pokud F' a G jsou funkce primitivni k f na intervalu (a, b), potom
(F—G)(z)=F'(z) — G'(z) = f(z) — f(z) =0, pro viechna z € (a, b).

Funkce F — G je proto konstantni na intervalu (a, b).

Naopak, je-li G(z) = F(x) + ¢, pro libovolné z € (a, b), pak G'(z) = F'(z). [
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Neurcity integral

Definice:

Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a, b). Mnozinu vSech
primitivnich funkci k funkci f na (a, b) nazyvdme neuréitym integralem a
znatime jej [ f nebo [ f(z)dz.
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Neurgity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Piklady

Neurcity integral

Definice:

Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a, b). Mnozinu vSech
primitivnich funkci k funkci f na (a, b) nazyvdme neuréitym integralem a
znatime jej [ f nebo [ f(z)dz.

Poznamka (Terminologie):

Najdeme-li k f primitivni funkci F' v intervalu (a, b), zapisujeme tento fakt obvykle

/f(x)da: = F(z) + c.
Funkci f nazyvdme integrovanou funkci, z integracni proménnou a ¢

integraéni konstantou. Ukolu uréit [ f(z)dx ¥ikdme ,najit primitivni funkci k
f", nebo ,vypocitat integral z f“, nebo ,integrovat f".
/oS
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Existence primitivni funkce

Poznamka:

@ Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a, b), pak pfimo z definice plyne

/g'(x) dz =g(z) +¢, € (a,b).
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Existence primitivni funkce

Poznamka:

@ Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a, b), pak pfimo z definice plyne

/g'(:c) dz =g(z) +¢, € (a,b).

@ Ma-li funkce f primitivni funkci na intervalu (a, b), potom opét pfimo z

definice plyne )
( / f> (5) = f(z), © € (a,)
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Existence primitivni funkce

Poznamka:

@ Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a, b), pak pfimo z definice plyne

/g'(:c) dz =g(z) +¢, € (a,b).

@ Ma-li funkce f primitivni funkci na intervalu (a, b), potom opét pfimo z

definice plyne )
( / f> (5) = f(z), © € (a,)

Véta (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce):

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a, b). Pak funkce f ma na tomto intervalu
primitivni funkci.

T SIES)
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Primitivni funkce elementarnich funkci. . .

Ze znalosti derivaci miizeme ihned sestavit tabulku primitivnich funkeci:

vzorec interval, parametry
f:z:"dx:%JrC z€R, neNy
f:z:"dx:ﬁ;:—FC' zeRN{0},n€eZ, n< -2
f;z:adx:f_:—kc z € (0,400), a ¢ Z
[idz=Inlz|+ C r € R~ {0}
fa“”dxz%—i—C z€R, a>0aa#1

[ sin(z) dz = — cos(z) + C reR

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

... pokracovani

vzorec interval, parametry

[ cos(z) dz = sin(z) + C reR

| it do =te(z) + C ve(—Z+km, Z+kn), ke
f@dxz—cotg(l‘)—kc € (kr, T+kn), keZ

I ﬁ dz = arcsin(z) + C z e (-1,1)

[ 155z dz = arctg(z) + C z€R
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a, b) a
necht a € R. Pak
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a, b) a
necht a € R. Pak

e F + G je primitivni funkei k funkci f 4+ ¢ na intervalu (a, b),
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a, b) a
necht a € R. Pak

e F + G je primitivni funkei k funkci f 4+ ¢ na intervalu (a, b),

@ aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a, b).
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a, b) a
necht a € R. Pak

e F + G je primitivni funkei k funkci f 4+ ¢ na intervalu (a, b),
@ aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a, b).

Dukaz.

Plyne ihned z pravidla po derivaci souctu funkci a konstantniho nasobku
funkce. ]
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Neurgity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionalnich funkci Piklady

Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a, b) a
necht a € R. Pak

e F + G je primitivni funkei k funkci f 4+ ¢ na intervalu (a, b),

e «F je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a, b).

Dukaz.

Plyne ihned z pravidla po derivaci souctu funkci a konstantniho nasobku
funkce. ]

Poznamka:

Vétu symbolicky zapisujeme a pfi vypoctech vyuzivame takto:

Joro=[1+[g s [a@n=afr
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Vypoctéte

1 1
2
/(4.77 —;+3—x2)dw.




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.
Vypoctéte

/(4 —l+\/1$—2)dl’_ /:1: dx—/ de+ [ 27 de =

3 1/3 4
=4. §_IH|$|+ 7 =37 23 —In|z| 4 327 + C.
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Vypoctéte

/ (2° + 3“”)2dw.




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.
Vypoctéte

/ (2% + 3°)*da.

/(2’”+3$)2dx=/(22x+2~2x-3’”+32$)dx=

:/4xdw+2/6xdm+/9$dx:

4% 67 9%
ln4+ ln6+1 9+

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Integrace per partes

Véta (Per partes):

Necht funkce f je diferencovatelnd v intervalu (a, b) a G je primitivni funkce k
funkci g na intervalu (a, b) a kone¢né necht existuje primitivni funkce k funkci
/' G. Potom existuje primitivni funkce k funkci fg a plati

[t=tc- [re.

fe
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Integrace per partes

Véta (Per partes):

Necht funkce f je diferencovatelnd v intervalu (a, b) a G je primitivni funkce k
funkci g na intervalu (a, b) a kone¢né necht existuje primitivni funkce k funkci
/' G. Potom existuje primitivni funkce k funkci fg a plati

[t=tc- [re.

Dukaz.

Tvrzeni véty mizeme piimo ovéfit derivovanim
!/
(f6- [16) =6y -rG=1G+ic'~1G=16" = fo
Vsimnéte si, ze ve vypoctu jsme pouzili pravidlo pro derivovéani soucinu dvou

funkei. O
yow e
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Integrace per partes

Poznamka:
@ ,per partes”, Cesky ,po Castech".

o UmozZiuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiZnost s vypoctem
derivace soucinu funkci.

Jak si zapamatovat formuli?

/f9= f =
R

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 15/ 49



Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Integrace per partes

Poznamka:
@ ,per partes”, Cesky ,po Castech".

o UmozZiuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiZnost s vypoctem
derivace soucinu funkci.

Jak si zapamatovat formuli?

f
/f9= l | =
I G
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Integrace per partes

Poznamka:
@ ,per partes”, Cesky ,po Castech".

o UmozZiuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiZnost s vypoctem
derivace soucinu funkci.

Jak si zapamatovat formuli?

f
fg= =[G
/
f/
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Integrace per partes

Poznamka:
@ ,per partes”, Cesky ,po Castech".

o UmozZiuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiZnost s vypoctem
derivace soucinu funkci.

Jak si zapamatovat formuli?

f
/fgz sz—/f’G.

ff—a

fe
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Vypoctéte neurdity integral / rsin zdx.




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu

Integrace racionalnich funkci Ptiklady
Priklad.
Vypoctéte neurcity integral /msinxdx.
Reseni:
flx) == g(z) =sinz
/xsinxdx: :—xcosx—i—/cos:z:dx:

f(x)y=1 G(z)=—cosz

= —zcosx +sinz + C.

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu

Integrace racionalnich funkci Ptiklady
Priklad.
Vypoctéte neurcity integral /msinxdx.
Reseni:
flx) == g(z) =sinz
/:ztsinxdx: z—a:cosx—i—/cosxdx:
f(x)y=1 G(z)=—cosz
= —zcosz +sinz + C.
Ptipomenme, Ze vysledek miizeme snadno ovérit:
. ’ . .
(— rcosx +sinz + C) = —cosx+ xsinx +cosx + 0 = zsinz.

fe
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Vypoctéte neurdity integral / z2e® dz.




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /xzez dz.

Nyni je potteba per partes pouZzit dvakrat.

2 e
/xQezdxz :x2ez—/2me dz = z2€” Z/xemda::

2z €*
x et

= :$261—2<$6z—/6zd1’>—$6 — 2ze” + 26"
1 e’

= (w2—2x—|—2)e’”+ C.

fe
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Vypoctéte neurdity integral / arctg z dz.
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Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /arctgmdx.

Integrand sice na prvni pohled neni ve tvaru soulinu, ale miZeme postupovat
nasledovné:

arctgz 1 x
/arctg:z:dx:/1~arctgxdx: :xarctgxf/ﬁdx:
. 14z
1+z2 z

1 2 1
:xarctg:z:—i/ﬁ%dxzzarctgx—iln (1+x2) + C.
N——

(In(1+22))’

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Substituce v neurcitém integralu

Véta (O substituci I):
Necht pro funkce f a ¢ platf
@ f ma primitivni funkci F' na intervalu (a, b),
@ ¢ je na intervalu («, 8) diferencovateln3,
0 ¢((a,9) C (a,)
Pak funkce f(¢(z)) - ¢'(z) ma primitivni funkci na intervalu (a, 3) a plati

/ﬂﬂ@%d@ﬂw=Fww»

fe
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Substituce v neurcitém integralu

Dikaz.
F je primitivni funkci k funkci f, tj. F'(z) = f(z) pro kazdé = € (a, b). Podle véty
o derivaci sloZzené funkce dostaneme

(Fop)(z)=F'(p(x)) - ¢'(z) = fe(x)) - ¢'(2),

pro kazdé z € (o, f).

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Substituce v neurcitém integralu

Dukaz.

F je primitivni funkci k funkci f, tj. F'(z) = f(z) pro kazdé = € (a, b). Podle véty
o derivaci sloZzené funkce dostaneme

(F o) (z) =F'(p() - ¢'(z) = f(p(2)) - ¢ (2),
pro kazdé z € (a, ). O

Poznamka: J

Jedna se vlastné o ,derivaci slozené funkce naruby".

fe
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Priklad.

Naleznéte primitivni funkci k funkci f(z) = tg(z) na intervalu J = (%, 33”)

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Priklad.

Naleznéte primitivni funkci k funkci f(z) = tg(z) na intervalu J = (g, 3{)

Funkce f je na intervalu J spojita a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgxdx:/:i)r;EZ;dx: —/ﬁ - (—sin(z))dz.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = % ay=p(z)=cos(z).

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Priklad.

Naleznéte primitivni funkci k funkci f(z) = tg(z) na intervalu J = (g, 3{)

Funkce f je na intervalu J spojita a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgxdx = / ::DZEZ;d:E = __/cosl(x) - (—sin(z))dz.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = % ay=p(z)=cos(z).
Funkce ¢ zobrazuje interval J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkci
F(y) = In(—y). Navic ¢'(z) = —sin(z). Vétu lze tudiZ pouzit a dostavdme

/tg(m)dm: —In(—cos(z))+C, ze€l.

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Priklad.
2 |

Naleznéte primitivni funkci k funkci f(z) = tg(z) na intervalu J = (%, 3—”)

Funkce f je na intervalu J spojita a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgxdx = / ::JZEZ;(M = __/cosl(x) - (—sin(z))dz.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = % ay=p(z)=cos(z).
Funkce ¢ zobrazuje interval J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkci
F(y) = In(—y). Navic ¢'(z) = —sin(z). Vétu lze tudiZ pouzit a dostavdme

/tg(m)dm: —In(—cos(z))+C, ze€l.

Casto se téZ substituce zapisuje jako y = cosz, dy = —sinzdz a

/tgﬂ?dfﬂ:*/ldy:*1n|y|+C:fln(fcos(:z:))+C. %
Y
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Vypoctéte




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu

Integrace racionalnich funkci Ptiklady
Priklad.
Vypoctéte
1 1
/ — sin — dz.
o) 03
Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 1. Potom ¢/(z) = —%. Proto
1 1 . 1
— sin — dz=— [ sinydy=cosy+ C =cos— + C.
x z x
~— ~
—¢’(x) e ()
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

752013/2014 23/ 49



Vypoctéte neurdity integral

| araat




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral

| araat

Pro substituci pouzijeme y = ¢(z) = \/x, pro jejiz derivaci plati ¢'(z) = -2=.
Tudiz,

1 1 1 1
7(195:2/ . d:z::2/7dy:
/(Hw)ﬁ 1+ (vz)? 2Ve 14 y?
=2arctgy + C = 2arctg/z + C.

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Véta (O substituci Il):

Necht f je definovana na intervalu (a, b) a necht ¢ je bijekce intervalu («, 8) na
(a, b) s nenulovou kone¢nou derivaci. Pak plati

/ Fe(®)g (Ddt = Gt + ¢ = / f(@)dz = G(p~'(x)) + C

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu

Véta (O substituci Il):

Necht f je definovana na intervalu (a, b) a necht ¢ je bijekce intervalu («, 8) na
(a, b) s nenulovou kone¢nou derivaci. Pak plati

[remwoi=cw+c —  [fee=6li@) +0

Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Diikaz.

Pomoci véty o derivaci inverzni funkce odvodime, zZe

1 " -1 ) 1 _
(6™ @)) = ¢'(¢7 (=) T E)

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

752013/2014 25 / 49



Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.
Dokazte pomoci predchozi véty znamy integral

z = arcsinz + C.

=

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady
Priklad.
Dokazte pomoci predchozi véty znamy integral

dz = arcsinz + C.

=

Integrand
1

V1—1z?

je definovan na intervalu (a, b) = (—1,1). Abychom se zbavili odmocniny ve
jmenovateli polozme

fz) =

z = @(t) =sin(t), te (a,p):=

(f 7T/2,Tr/2).

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Funkce sin je na intervalu (a, 8) rostouci s nenulovou derivaci ¢'(t) = cos t. Déle

G(t) = / Fo(0)¢' (Hdt = / ﬁcomt _

:/COStdt:/ldt:H- C.
cost

ProtoZe t = arcsin(z) uzavirdme,
dz = arcsin(z) + C.

=

fe
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Vypoctéte




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu

Priklad.
Vypoctéte

Integrace racionélnich funkei Ptiklady

1
—— duz.
/\/14—3:2 ‘

Podobné jako v predchozim pFipadé se Ize zbavit odmocniny. Nyni je vSak
integrand definovan na R. Zvolime-li

t o —t
o(t) =sinht = <5
2
pak
et — et 2 @2t _ 9 4 o2t
1 ) =1 =1 =
+ () —I—( 5 ) + 1
_62t+2+672t et_|_6t2
B 4 2

Protoze ¢/ (1) = €+ dostavame

/\/I:W@/(t)dt—/ldt— t1C ﬁ%
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Funkce ¢ zobrazuje R na R a je monoténné rostouci s nenulovou derivaci. K
dokoncenf p¥ikladu je nutné nalézt jeji inverzi. Pokud z = ¢(t), pak

e?t — 2zt — 1 =0.

Odtud )
et=§(2xi 4x2+4) —zt 2+ 1.

Smysl mé pouze znaménko plus. Tudiz,
tzln(m—i— x2—|—1>.
Uzavirdme

1
———dz=In(z+vVz2+1)+C.
/\/1+x2 ( )

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Hledani neurcitého integralu

7 vz

@ Jenom mala &ast elementarnich funkci méa primitivni funkci, kterad by byla
elementarni. Vime jen, ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci kone¢né mnoha operaci (soucet, soucin, podil, skladani a invertovani)
ze zakladnich funkci. Jako priklad uvedme

/e*”:zdx, /@dx, /lnéx)dx

Diikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan. Uvidime vsak, jak
vyjadrit a pouzit libovolnou primitivni funkci.

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Hledani neurcitého integralu

7 vz

@ Jenom mala &ast elementarnich funkci méa primitivni funkci, kterad by byla
elementarni. Vime jen, ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci kone¢né mnoha operaci (soucet, soucin, podil, skladani a invertovani)
ze zakladnich funkci. Jako priklad uvedme

/e*”:zdx, /@dx, /lnéx)dx

Diikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan. Uvidime vsak, jak
vyjadrit a pouzit libovolnou primitivni funkci.

@ Rozpoznat, kdy funkce ma ,,rozumnou” primitivni funkci, je Casto slozité.
Obecny navod (algoritmus) ,jak integrovat" Ize dat pouze v pfipadé
racionalnich funkci a funkci které Ize na racionalni vhodnou substituci pfevést.

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Hledani neurcitého integralu

7 vz

@ Jenom mala &ast elementarnich funkci méa primitivni funkci, kterad by byla
elementarni. Vime jen, ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci kone¢né mnoha operaci (soucet, soucin, podil, skladani a invertovani)
ze zakladnich funkci. Jako priklad uvedme

/e*”:zdx, /@dx, /ﬁdx

Diikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan. Uvidime vsak, jak
vyjadrit a pouzit libovolnou primitivni funkci.

@ Rozpoznat, kdy funkce ma ,,rozumnou” primitivni funkci, je Casto slozité.
Obecny navod (algoritmus) ,jak integrovat" Ize dat pouze v pfipadé

racionalnich funkci a funkci které Ize na racionalni vhodnou substituci pfevést.

@ Integrace, na rozdil od rutinniho derivovani, vyzaduje cvik a zkuSenost. %
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Poznamka:

Vzdy je vsak pomoci derivovani mozné ovérit, zda jsme ve vypoctu neudélali
chybu!

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Poznamka:

Vzdy je vsak pomoci derivovani mozné ovérit, zda jsme ve vypoctu neudélali
chybu!

Priklad.

2
Vypoctéte / ze® dz a vysledek ovéfte.

Pomoci substituce y = z2,

1 1 1
/xe’”zdm = §/eydy = 56” +C = iemz + C.
Ovéreni,

1 2 "1 oy 1 2 2
(26“” —|—C’> zi(ez> +0:§-2xez = ze® .
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Neurcity integral

Integrace per partes

Véta o substituci v neurcitém integralu

Integrace racionalnich funkci

Priklady




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Racionalni funkce

Definice:
Funkci r, kterou Ize vyjadrit ve tvaru

kde p a ¢ jsou polynomy s redlnymi koeficienty, nazyvame racionalni funkci.

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Racionalni funkce

Definice:
Funkci r, kterou lze vyjadrit ve tvaru

kde p a ¢ jsou polynomy s redlnymi koeficienty, nazyvame racionalni funkci.

Nyni se budeme struc¢né zabyvat otdzkou jak nalézt primitivni funkci k racionaln{
funkci, tedy vypocltem integralu

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Prvni krok: déleni polynomu polynomem

Stadi uvazovat pfipad kdy stupen polynomu p je ostfe mensi nez stupen ponnomuJ
q.

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionélnich funkcf Piklady

Prvni krok: déleni polynomu polynomem

Stadi uvazovat pripad kdy stupen polynomu p je ostfe mensi nez stuperi polynomu
q.

Pokud tomu totiZ tak neni (tj. stupefi p je vétsi nebo rovno stupni ¢), pak lze
polynom p vyjadfit ve tvaru

p(z) = w(z)q(z) + v(z),

kde u a v jsou polynomy a stupen v je ostfe mensi nez stupen q. Tento rozklad
Ize ziskat délenim polynomu p polynomem ¢. Potom

/‘Zg;dz/u(z)der/ZEgdx.

Integral z polynomu lze nalézt velmi snadno a druhy integrél uz je nami

pozadovaného typu. %
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Priklad.
Jako pfiklad uvazme racionalni funkci

—rt4+z+1

o) = 72 +1

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.
Jako priklad uvazme racionalni funkci

—rt4+z+1

o) = 72+ 1

V tomto p¥ipadé p(z) = —2* + 2+ 1 a ¢(z) = 2% + 1. Stupefi polynomu p je
ostfe vetsi nez stupen ¢, 4 > 2. Délenim polynomu polynomem dostavame

(fx4+x+1):(a:2+1) —? 14+ -

:1:2 +1°
Takze
dz = z2d 1d
/r(a:) T = / x—i—/ :v—l—/ +1
z3
=—"4z4= ln(x +1) + C.

3 2
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionélnich funkcf Piklady

Druhy krok: rozklad na korenové Cinitele

Véta:
Polynom ¢ s redlnymi koeficienty a s koeficientem a u nejvétsi mocniny lze
rozlozit do tvaru

g(x) = a(z — ) - (z — @)™ - (2 + Brz + )% - (2 + Brz + 40)",

kde a1, ..., o jsou rizné redlné koreny, 22 + B;z +v; pro i = 1,...,r jsou riizné
kvadratické vyrazy se zapornym diskriminantem a kde &, ..., ks, 41,..., ¢, jsou
prirozena Cisla.

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionélnich funkcf Piklady

Druhy krok: rozklad na korenové Cinitele

Véta:

Polynom ¢ s redlnymi koeficienty a s koeficientem a u nejvétsi mocniny lze
rozlozit do tvaru

q(z) = a(z — a)k . (x— as)k“ (2 + Brz + ) (2% + Brz + %)ZT,

kde a1, ..., o jsou rizné redlné koreny, 22 + B;z +v; pro i = 1,...,r jsou riizné
kvadratické vyrazy se zapornym diskriminantem a kde &, ..., ks, 41,..., ¢, jsou
prirozena Cisla.

Poznamka:

P¥ipomefime, Ze diskriminant kvadratického vyrazu az? + bz + c je &islo
D = b — 4ac.

/s
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.

Polynom ¢(z) = z* — 1 Ize rozlozit takto:

1= -1)@%2+1)=(=-1)(+1)(z®+1),

Diskriminant posledniho kvadratického vyrazu je D = —4.
Zdetedy méme s =2, r=1, ki=k =14 =1,a=1, a1 =1, ag = —1,
61 =0a Y1 = 1.

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.

Polynom ¢(z) = z* — 1 Ize rozlozit takto:
1= -1)@2+1)=(@=z-1)(z+1)(2? +1),

Diskriminant posledniho kvadratického vyrazu je D = —4.
Zdetedy méme s =2, r=1, ki=k=1,4=1,a=1, a1 =1, ag = —1,
61 =0a Y1 = 1.

Ptiklad.
Polynom ¢(z) = 2* — 2® — 322 + z + 2 m4 kofeny 1, —1 a 2. Postupnym
vytykanim korenovych CinitelG dostavame
2t -2 -3+ z4+2=(z—-1)(2® -3z -2) =
(z—1D)(z+1)(z>—2-2)=(z—1)(z—2)(z+ 1)

4

R
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionélnich funkcf Piklady

Treti krok: rozklad na parcialni zlomky

Véta:

Necht p a ¢ jsou nenulové polynomy s redlnymi koeficienty takové, ze stupen p je
ostfe mensi nez stupen g a ¢ ma rozklad jako v predchozi vété. Potom zlomek
% Ize vyjadfit jako souet zlomkd tvaru (nazyvanych parcialni, tj. ¢asteéné)
Ak ) Biyx+ Cip
(z — a;)* (22 + Biz + i)t

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.

Rozlozte na parcialni zlomky

3 —1

Jedinym kofenem jmenovatele je z =1,
3 _ 2
z—-1=(z-1)(z"+z+1).
Hleddme A, B a C tak, aby pro vSechna pfipustné z platilo

1 A n Bz + C
-1 -1 2242+1

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.

Rozlozte na parcialni zlomky
1

3 —1

Jedinym kofenem jmenovatele je z =1,
3 _ 2
z—-1=(z-1)(z"+z+1).
Hleddme A, B a C tak, aby pro vSechna pfipustné z platilo

1A +l%+0__M+BMLHA—B+CM+JfC
$B3-1 z-1 22+2+1 (z—1)(22+1+1) ’

Odtud A+ B=0, A—B+C=0a A ('=1. Redenim je
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.

Rozlozte na parcialni zlomky

x4 —1°

Rozklad jmenovatele na korenové Cinitele jiz zndme. Hledany rozklad mé tedy tvar

@ z? A Ay Biz + C

zr—1 (z—1)(z+1)(z2+1) :1:71+:1:+1 72 +1

PoZadujeme platnost pro vSechna pfipustna z.

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady
Priklad.
Rozlozte na parcialni zlomky
.173
zt—1

Rozklad jmenovatele na korenové Cinitele jiz zndme. Hledany rozklad mé tedy tvar

z3 z3 Aq Ay Biz+ Cy

x471:(1’—1)(x+1)(:r2+1) :1371+:r+1+ 2 +1

PoZadujeme platnost pro vSechna pfipustna z.

Vynasobime-li posledni rovnost jmenovatelem, dostaneme

P = Az + 1) (2% + 1)+ Az — (2> + 1)+ (Biz+ O)(z — D(z +1) =
AP+ o+ 1)+ Ax(2® — 2P 2 — 1)+ By(2® — )+ Cr(z* - 1).

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Dva polynomy se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich koeficienty. Porovnanim
dostavame

mocnina z  koeficient
3 1=A14+ A+ By

22 0=A, — A+ C}
Il O:A1+A2—Bl
IO O:Al—Aszl

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Dva polynomy se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich koeficienty. Porovnanim
dostavame

mocnina z  koeficient

z° 1=A414+ A+ By
z2 0=A4; A+ ¢}
xl O:A1+A2—Bl
IO O:Al—Angl

Jedna se o soustavu Ctyf rovnic pro Ctyfi nezndmé, jejim feSenim je A; = Ay = i,
By =3 a () =0. Celkem
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionélnich funkcf Piklady

Ctvrty krok: integrace parcialnich zlomki

Po rozkladu na parcialni zlomky sta¢i umét integrovat vyrazy typu

A Bx+ C
/(x—ookd” | /<x2+/3x+v>fd"’”

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionélnich funkcf Piklady

Ctvrty krok: integrace parcialnich zlomki

Po rozkladu na parcialni zlomky sta¢i umét integrovat vyrazy typu
A Bx+ C
———dz a ——dz
/(w—a)k /(m2+ﬁx+v)e

@ Prvni integrél vede bud na raciondlni funkci nebo logaritmus.

fe
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Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neuréitém integrélu Integrace racionélnich funkcf Piklady

Ctvrty krok: integrace parcialnich zlomki

Po rozkladu na parcialni zlomky sta¢i umét integrovat vyrazy typu
A Bx+ C
(z—a) (22 + Bz +7)
@ Prvni integrél vede bud na raciondlni funkci nebo logaritmus.

@ U druhého Ize kvadraticky clen ve jmenovateli doplnit na Ctverec, pouzit
substituci a vyuzit znamych integrald

1 2

Podrobnéji si tento posledni krok ukaZzeme na konkrétnich prikladech.

fe
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Neur¢ity integral Integrace per partes

Poznamka (Doplnéni na ¢tverec):

Upravu kvadratického polynomu

az® + bz + ¢ = a(z + A)? + B,

nazyvame ,doplnénim na ¢tverec”. Z nového tvaru Ize snadno vycist souradnice

vrcholu paraboly.

Véta o substituci v neur&itém integralu

Integrace racionalnich funkci

Piklady

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT)

BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Poznamka (Doplnéni na &Etverec):

Upravu kvadratického polynomu
az® + bz + ¢ = a(z + A)? + B,

nazyvame ,doplnénim na ¢tverec”. Z nového tvaru Ize snadno vycist souradnice
vrcholu paraboly.

Priklad.

2?42 —-5=224+2z+1—-6=(z+1)%> -6,

1 11
2x2+2a:+3:2(:U2+m)+3:2<x2+2~5-3}-1————)+3=
2
1 5
=2 = .
(x+2> +2
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Neurcity integral

Integrace per partes

Véta o substituci v neurcitém integralu

Integrace racionalnich funkcf

P¥iklady




Vypoctéte

na intervalu (1, +00).




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionalnich funkci Ptiklady

Priklad.
Vypoctéte

23
4 —1

na intervalu (1, +00).

V predchéazejicim piikladé jsme odvodili rozklad integrandu na parcialni zlomky.
Rovnou tedy dostavame

3 1 1 1 1 1 T
T o= —dzyc [ —dzt+: [ L dz=
/x4—1$ 4/x—1x+4/x+1$+2/1+x2x

1 1 1
:Zln(m—1)+11n(x+1)+11n(1+x2)+C.

fe
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Vypoctéte neurcity integral

1
——duz.
/x2+2x+5 v




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei

Priklad.

Vypoctéte neurcity integral

1
——duz.
/:r2—|—2x—|—5 v

Piklady

Kvadraticky polynom ve jmenovateli dale rozloZit nelze, nebot D = —16.
Jmenovatel upravime na Ctverec a vytkneme konstantu,

1 2
a;2+295+5=(:p+1)2+4:4-((a’;r ) +1>,

a zavedeme substituci y = %1 Tim dostdvame

1 1 1 1 1 z+1
—  dz== [ ——dy=arctgy+ C = = arct
/$2+2x+5 v 2/y2+1 y=garctey+ Qarcg< 2
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Vypoctéte neurdity integral

z
/x2+2r+5dx'




Neuréity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral
@
———dz
/ 72 +22+5

Integrand se od minulého prikladu lisi pouze Citatelem. Nyni nejprve v Citateli
,vyrobime" derivaci jmenovatele

/ T d_1/2$+2—2d_
2122 +5 77 2) Prorgn T

1 / 2z 42 q / 1 d

== ————dz— | =————dz.
2) 224+2z+5 22 +2x+5

V prvnim integralu provedeme substituci y = 22 + 2z + 5 a druhy uz zname z

predchoziho pfikladu (vede na arctg doplnénim na ¢tverec). Celkem

x 1 1 r+1
- —ZIn(z*+2 S )
/x2+2x+1 2n(:1:—|— z+5) 2arctg< 5 >+C

fe
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Vypoctéte neurdity integral
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Priklad.

Vypoctéte neurdity integral
1
/ (22 +1)2

Na vyraz tohoto typu miizeme také narazit po rozkladu na parcialni zlomky.
Vypocet tohoto integralu je nasledujici

1 1422 —22 1 T
/(:c2+1>2dx/(m2+1)2d$/x2+1dx/x'(w2+1)2dx

’ @y 1z 1
= :arctgz+§m—§arctg:p:
11
1 T 27241
1 1 =z
:iarctg$+§m+c

fe
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Vypoctéte integral

1
/—3:3(1 = x2)dz.




Neur¢ity integral Integrace per partes Véta o substituci v neur&itém integralu Integrace racionélnich funkei Ptiklady

Priklad.
Vypoctéte integral

1
/—x?’(l i x2)d$.

M{Uzeme rovnou zadit dpravou na parcialni zlomky. Rozklad hledame ve tvaru

1 A B C Dx+FE

B1+22) 22 BT 14227
Po Gpravé
(A+ D)z* + (B+ E)s* + (A+ C)z® + Bz + C = 1.

lhned dostdvdme B=0a C=1,apoté A=—1, E=0a D =1. Takze

/ 1 q -1 n 1 n z q
—dz = R J— —dzx =
z3(1 + z2) x  x3 1422
11 1
:—ln|x\—§?+§ln(l+x2)+c. %
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