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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Pripomenuti

Poznamka (Axiom uplnosti):

Kazdy smrstujici se systém vnorenych uzavrenych intervald mé neprazdny prinik.
PYesnéji, pokud

<an7 > 2 <a’n+15 Tl+1> pro kazdé n € N7
lim (b, — an) = 0,

n—oo

pak existuje redlné x lezici v kazdém z intervald (ay, b,), n € N.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Pripomenuti

Poznamka (Axiom uplnosti):

Kazdy smrstujici se systém vnorenych uzavienych intervali ma neprazdny priinik.
PYesnéji, pokud

<a'n7 > ) <a’n+15 n+1> pro kazdé n € N7
lim (b, — a,) =0,

n—oo

pak existuje redlné x lezici v kazdém z intervald (ay, b,), n € N.

Definice:

Bod z € R nazyvdme hromadnym bodem posloupnosti (a,) pravé, kdyz v
kazdém okoli H, bodu z lezi nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti (ay,).
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Hromadny bod

Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti?
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Hromadny bod

Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti?

@ Pokud lim a, = a € R, pak «a je zfejmé hromadnym bodem (ay,,).
n— o0

o | kdyZ ma posloupnost pravé jeden hromadny bod, limita posloupnosti nemusi
existovat.

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 4 /25



Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Hromadny bod

Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti?

@ Pokud lim a, = a € R, pak «a je zfejmé hromadnym bodem (ay,,).
n— o0

o | kdyZ ma posloupnost pravé jeden hromadny bod, limita posloupnosti nemusi

existovat.

Priklad.

@ Posloupnost (a,) zadand predpisem

n, n je sudé,
L nje liché,

n’

Ap —

mé hromadny bod 0, ale nema limitu.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Hromadny bod

Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti?

@ Pokud lim a, = a € R, pak «a je zfejmé hromadnym bodem (ay,,).
n— o0

o | kdyZ ma posloupnost pravé jeden hromadny bod, limita posloupnosti nemusi
existovat.

Priklad.

@ Posloupnost (a,) zadand predpisem

n, n je sudé,

1

Ap = 0 4
> nje liché,

mé hromadny bod 0, ale nema limitu.

@ Bod 0 je hromadnym bodem i limitou posloupnosti (%)
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Hromadny bod

Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti?

@ Pokud lim a, = a € R, pak «a je zfejmé hromadnym bodem (ay,,).
n— o0

o | kdyZ ma posloupnost pravé jeden hromadny bod, limita posloupnosti nemusi
existovat.

Priklad.

@ Posloupnost (a,) zadand predpisem

n, n je sudé,

1

Ap = 0 4
> nje liché,

mé hromadny bod 0, ale nema limitu.
@ Bod 0 je hromadnym bodem i limitou posloupnosti (%)

@ Narozdil od limit mize mit zadana posloupnost vice hromadnych bodi. Napt.
posloupnost ((71)”) ma hromadné body 1 a —1.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Bolzanova-Weierstrassova véta

o Kazda konvergentni posloupnost je omezena.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Bolzanova-Weierstrassova véta

o Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

@ Opak neplati. M kazda omezena posloupnost aspori hromadny bod?
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose

Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Bolzanova-Weierstrassova véta

o Kazda konvergentni posloupnost je omezena.
@ Opak neplati. M kazda omezena posloupnost aspori hromadny bod?

o Predstavime-li si omezenou a chaoticky se chovajici posloupnost (a,), mize
byt prekvapivé, ze odpovéd na otdzku vyse je kladna.

an = 4ap—1(1 —ap—1), a1 =1/3
1 e et et e e e e o Lo ot T g0 et et e Pt .7.7.; ey
.' L % .. . o . . % o N . % o ° . bt
2° 2°2 o2 %2, VA Iy s _°p }J- 2 _°p - 7y 2 %S Py }
0
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsifené redlné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Véta (Bolzano-Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsifené redlné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Véta (Bolzano-Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod.

Dikaz.

Bud (a,) omezena posloupnost.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Véta (Bolzano-Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod.

Diikaz.

Bud (a,,) omezena posloupnost. Jisté existuje interval (b1, ¢1) takovy, Ze obsahuje
vSechny ¢leny posloupnosti (ay,). Rozdélime-li interval (b1, ¢;) na polovi¢ni
intervaly (by, 2e1) a (e ¢)), pak aspofi jeden z téchto intervalii obsahuje
nekone¢né mnoho ¢lendl posloupnosti (a,,), oznaéme ho (bs, ca).
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Véta (Bolzano-Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod.

Dukaz.

Bud (a,,) omezena posloupnost. Jisté existuje interval (by, ¢1) takovy, Ze obsahuje
vSechny ¢leny posloupnosti (ay,). Rozdélime-li interval (b1, ¢;) na polovi¢ni
intervaly (by, %> a <%, ¢1), pak aspon jeden z téchto intervall obsahuje
nekone¢né mnoho ¢lendl posloupnosti (a,,), oznaéme ho (bs, ca).
Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervalii (b,, ¢,,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho élend (a,) a pro jejichz délky plati

c1— b

A (e = bn) = lim e =0

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 6 /25



Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Véta (Bolzano-Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod.

Dukaz.

Bud (a,,) omezena posloupnost. Jisté existuje interval (by, ¢1) takovy, Ze obsahuje
vSechny ¢leny posloupnosti (ay,). Rozdélime-li interval (b1, ¢;) na polovi¢ni
intervaly (by, 2e1) a (e ¢)), pak aspofi jeden z téchto intervalii obsahuje
nekone¢né mnoho ¢lendl posloupnosti (a,,), oznaéme ho (bs, ca).
Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervalii (b,, ¢,,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho élend (a,) a pro jejichz délky plati

c1— b

A (e = bn) = lim e =0

Podle axiomu dplnosti existuje redlné z pattici do kazdého z intervalt (b,,, ¢,).
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Véta (Bolzano-Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod.

Dukaz.

Bud (a,,) omezena posloupnost. Jisté existuje interval (by, ¢1) takovy, Ze obsahuje
viechny éleny posloupnosti (a,). Rozdélime-li interval (b1, ¢1) na polovi¢ni
intervaly (by, 2e1) a (e ¢)), pak aspofi jeden z téchto intervalii obsahuje
nekone¢né mnoho ¢lendl posloupnosti (a,,), oznaéme ho (bs, ca).

Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnorenych intervall (b,,, ¢,,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho élend (a,) a pro jejichz délky plati

. : c1 — by
5p(on = bn) = i, e =0
Podle axiomu dplnosti existuje redlné z pattici do kazdého z intervalt (b,,, ¢,).
Protoze délky interval (b,, c,) konverguji k nule, Ize pro libovolné okoli H,
nalézt n dostatecné velké na to, aby cely interval (b, c,) patfil do H,. Proto lze v
H, nalézt nekone¢né mnoho ¢lend posloupnosti (a,,) a z je tedy hromadnym
bodem (ay,). O
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Limita monotonni posloupnosti

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Limita monotonni posloupnosti

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.

Dikaz.
o V pripadé, Ze je zkoumana posloupnost (a,) neomezend, je z definice limity
zfejmé, ze lim a, = to0o. (znaménko + pro neomezenost shora, — pro
n—r oo
zdola).
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

752013/2014 7/ 25



Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Limita monotonni posloupnosti

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.

Dukaz.

o V pripadé, Ze je zkoumana posloupnost (a,) neomezend, je z definice limity
zfejmé, ze lim a, = to0o. (znaménko + pro neomezenost shora, — pro
n—r oo
zdola).

o Predpokladejme, Ze (a,,) je neklesajici a (shora) omezena. Potom podle

Bolzanovy-Weierstrassovy véty ma posloupnost (a,) hromadny bod, ozna¢me
ho z.

[
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Limita monotonni posloupnosti

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.

Dukaz.

o V pripadé, Ze je zkoumana posloupnost (a,) neomezend, je z definice limity
zfejmé, ze lim a, = to0o. (znaménko + pro neomezenost shora, — pro
n—r oo
zdola).
o Predpokladejme, Ze (a,,) je neklesajici a (shora) omezena. Potom podle

Bolzanovy-Weierstrassovy véty ma posloupnost (a,) hromadny bod, ozna¢me
ho z. Bud H, libovolné okoli bodu z.

[
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Limita monotonni posloupnosti

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.

Dukaz.

o V pripadé, Ze je zkoumana posloupnost (a,) neomezend, je z definice limity
zfejmé, ze lim a, = to0o. (znaménko + pro neomezenost shora, — pro
n—r oo
zdola).

o Predpokladejme, Ze (a,,) je neklesajici a (shora) omezena. Potom podle
Bolzanovy-Weierstrassovy véty ma posloupnost (a,) hromadny bod, ozna¢me
ho z. Bud H, libovolné okoli bodu z. Potom existuje jisté a,, patfici do H,.
Do tohoto okoli ale musfi patfit vSechna a,, s n > ng, protoze pro né nutné
plati a, < z. O

[

752013/2014 7/ 25

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA



Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsifené redlné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Ptiklad (Limita posloupnosti harmonickych cisel).
Zkoumejme limitu posloupnosti (ZZzl %) .
n=1
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity
Priklad (Limita posloupnosti harmonickych ¢isel).

n 1 °
Zkoumejme limitu posloupnosti (Zkzl E) .

=1

Tato posloupnost je oCividné rostouci. Podle véty o limité monoténni posloupnosti
tudiz existuje jeji limita. Vyberme z ni posloupnost (b,,)nen,

1
by =S -
k
k=1
Platf 1 1 1 11
bivi —bj= —— + — O
L o Ty T T i T T T )
Odtud .
— n—1 n
bn:b1+j5:1(bj+1_bj)2[)1+ 5 :1-’-5

Posloupnost (b,,), a tedy i (ay,), neni omezen4 shora. Proto

"1
li - = .
g i
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento nedostatek
odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka.

Véta (Bolzano-Cauchy):

Posloupnost (a,,) je konvergentnfi, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé n, m > ng je |a, — an| < €.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento nedostatek
odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka.

Véta (Bolzano-Cauchy):

Posloupnost (a,,) je konvergentnfi, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé n, m > ng je |a, — an| < €.

Dikaz =.
Necht m3 (a,,) limitu o € R.

&S
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento nedostatek
odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka.

Véta (Bolzano-Cauchy):

Posloupnost (a,,) je konvergentnfi, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé n, m > ng je |an, — an| < €.

Dukaz =.

Necht ma (a,,) limitu @ € R. Bud € > 0 libovolné. Potom lze nalézt ny € N
takové, Ze pro kazdé n > ng je |a, —af < §.

&S
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento nedostatek
odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka.

Véta (Bolzano-Cauchy):

Posloupnost (a,,) je konvergentnfi, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé n, m > ng je |an, — an| < €.

Dukaz =.

Necht ma (a,,) limitu @ € R. Bud € > 0 libovolné. Potom lze nalézt ny € N
takové, Ze pro kazdé n > ng je |a, — a| < §. TakZe pro libovolné n, m > ng plati

e €
lan — am| = |an —a+ @ — ap| < an — | + |a — ay| < §+§=€.
Pti odhadu jsme vyuZili znalosti trojihelnikové nerovnosti. O
/ Wil

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA 752013/2014 9/ 25




Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsifené redlné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Dikaz <.
Necht (a,,) spliiuje podminku

(Ve > 0)(3ng € R)(Vn,m € N)(n,m > ng = |a, — an| < ).

/i)
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Dukaz <.

Necht (a,,) spliiuje podminku

(Ve > 0)(3ng € R)(Vn,m € N)(n,m > ng = |a, — an| < ).

Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze

|am — any| <1 pro kazdé m > ng.

/i)
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch

Dikaz <.
Necht (a,,) spliiuje podminku

(Ve > 0)(3ng € R)(Vn,m € N)(n,m > ng = |a, — an| < ).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze

|am — any| <1 pro kazdé m > ng.

Jinak feceno, pro m > ng patfi a,, do intervalu (an, — 1, an, + 1) = Hy, (1).

Mimo tento interval mize lezet pouze kone¢ny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (ay,,) je proto omezena.

Nerovnosti a limity

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Dilkaz <.
Necht (a,,) spliiuje podminku
(Ve > 0)(3ng € R)(Vn,m € N)(n,m > ng = |a, — an| < ).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze
|am — any| <1 pro kazdé m > ng.

Jinak feceno, pro m > ng patfi a,, do intervalu (an, — 1, an, + 1) = Hy, (1).
Mimo tento interval mize lezet pouze kone¢ny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (a,,) je proto omezena. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje
z € R, hromadny bod posloupnosti (a,).

/i)
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Dikaz <.
Necht (a,,) spliiuje podminku

(Ve > 0)(3ng € R)(Vn,m € N)(n,m > ng = |a, — an| < ).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze
|am — any| <1 pro kazdé m > ng.

Jinak feceno, pro m > ng patfi a,, do intervalu (an, — 1, an, + 1) = Hy, (1).
Mimo tento interval mize lezet pouze kone¢ny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (a,,) je proto omezena. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje
z € R, hromadny bod posloupnosti (a,).

Bud H,(g/2) okoli bodu z. Pro £/2 existuje ng tak, ze pokud m, n > ngy pak plati
|an, — am| < €/2. Urcité ale existuje m > ng tak, ze a,, € Hy(c/2). Tudiz pro

n > ng je

E €
|an—x|=|an—am+am—w|§\an—am|+|am—az|<§+§=€ O

/i)
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Poznamka (Podilové kritérium):

Na tomto misté je vhodné pfipomenout postacujici podminku pro konvergenci

probiranou na cviceni a to tzv. podilové kritérium. Bud (a,) posloupnost
kladnych cisel a necht existuje limita

. Ap+41
Tin —2Arl

9
n—oo Gy

oznacme jeji hodnotu symbolem ¢. Potom
@ pokud ¢ < 1, pak lim a, =0,
n— oo

@ pokud ¢ > 1, pak lim a, = +oo.
n—r o0

fe
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Poznamka (Podilové kritérium):

Na tomto misté je vhodné pfipomenout postacujici podminku pro konvergenci
probiranou na cviceni a to tzv. podilové kritérium. Bud (a,) posloupnost
kladnych cisel a necht existuje limita

. Ap+41
Tin —2Arl

n—oo Gy

9

oznacme jeji hodnotu symbolem ¢. Potom
@ pokud ¢ < 1, pak lim a, =0,
n— oo

@ pokud ¢ > 1, pak lim a, = +oo.
n—r o0

Ptiklad.
10"

n! -

Vypoctéte lim,,, 4o
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Kritéria konvergence Algebraické operace na roziifené realné ose Véty o limitach Nerovnosti a limity

Poznamka (Podilové kritérium):

Na tomto misté je vhodné pfipomenout postacujici podminku pro konvergenci
probiranou na cviceni a to tzv. podilové kritérium. Bud (a,) posloupnost
kladnych cisel a necht existuje limita

Tima ant1

n—oo Gy

9

oznacme jeji hodnotu symbolem ¢. Potom
@ pokud ¢ < 1, pak lim a, =0,
n— oo

@ pokud ¢ > 1, pak lim a, = +oo.
n—r o0

Priklad.
Vypoctéte lim, 4o 19
Protoze
107L+1
. (nt1)! . 10
lim == lim =0
n—+00 T n—+ocon + 1

je plivodni zkoumana limita rovna taktéz 0.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsifené redlné ose Véty o limitdch

Definice operaci na R

Definice:

Necht a € R, v zavislosti na jeho hodnoté definujeme
@ a>—00: a+(+00)=(+0)+ a=+o0,

Nerovnosti a limity

@ a<+00: a+(—00)=(—0)+a=—00,

@ a>0 a-(+00)=(+00) a=+o0,

@a<0 a-(+00)=(+0) a=—o0,

0a>0 a-(—00)=(—0) a=—o0,

0a<0: a-(—0)=(—0) -a=+x

o 3= =
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsifené redlné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Definice operaci na R

Definice:

Necht a € R, v zavislosti na jeho hodnoté definujeme
@ a>—00: a+(+00)=(+0)+ a=+o0,

@ a<+00: a+(—o0)=(—0)+a=—0o0,
@ a>0 a-(+00)=(+00) a=+o0,

@ a<0 a-(+00)=(+0) a=—o0,
0a>0 a-(—0)=(—0)-a=-00
0a<0: a-(—0)=(—0) -a=+x

o l-L 0

Poznamka:

Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (=), podil § :=a- % pouze v pripadé

Ze vyraz na pravé strané je definovan. Klademe —(4o00) = —00, —(—00) = 400,
| + 00| = | — oo| = 400 a /+00 = +0o0 pro libovolné k € N.
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Nedefinovany ziastavaji vyrazy

+00

+00 — +00, oo+ Foo, 0-(Foo), T

a —
, aproaeR.

fe
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Véta:

Necht (a,,) a (by,) jsou realné posloupnosti majici limitu v R. Ozna&me

a= lim a, a b= lim b,. Plati
n—r o0 n—r oo

lim (ap, + by

n— 00

=a+0b,

lim (ay,
n— 00

3
— — —
Il
(=}
I
\’@‘

pokud je vyraz na pravé strané definovan.

fe
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Kritéria konvergence

Véta:

Algebraické operace na rozsitené realné ose

Nerovnosti a limity

Necht (ay,) a (by,) jsou redlné posloupnosti majici limitu v R. Oznaéme
a= lim a, a b= lim b,. Plati

n—o0 n—oo

lim (an, + b,) = a+ b,
n— 00
T}Ln;o(an —b,)=a—0b,
nl;n;o(an bp) = a- b,
i O _ @
oo by b’

pokud je vyraz na pravé strané definovan.

Poznamka:

Vsimnéte si, Ze aby podil § byl definovén, musi byt b # 0. Odtud jiz plyne

existence ng € N takového, ze b,, # 0. M4 tedy smysl zkoumat limitu posloupnosti

(an/bn)-

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT)

BI-ZMA

ZS 2013/2014

v
)

16 / 25



Kritéria konvergence

Algebraické operace na rozsifené redlné ose Véty o limitdch

Priklad.
Vypoctéte
2n3 — 4 5
® lim X —4n+5
n— 0o n—n
2n? — 4
® lim X =4n+5
n— 0o n—n
2n3 — 4
0 lim 2 _4n+5
n— 0o n—n

Nerovnosti a limity

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT)

BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Véta:

Necht (a,,) je redlnd posloupnost. Pak plati nasledujici dvé tvrzenf

nggloo On = & = nll}l}rloo |(ln| - |Ol|,
lim a,=0 <& lim |a,| =0.
n——+oo n—-+oo

fe
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Véta:

Necht (a,,) je redlnd posloupnost. Pak plati nasledujici dvé tvrzenf

lim a,=a = lim |an| = o],
n——+oo n—-+oo

lim a,=0 <& lim |a,| =0.
n——+oo n—-+oo

Véta:

Necht (a,,) je redlna posloupnost s nezapornymi ¢leny a necht k € N je pevné
dané cislo. Pak plati

& i K =
hm ap, =a € R U{+x} = nll)riloo«/an—\/a.

n—+

fe
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Vypoctéte limitu

lim n2+2n+5— n.
n— 00
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Véta:

Necht reélné posloupnosti (a,,) a (b,) maji limity v R. Pokud

lim a,, < lim b,

potom existuje ng € N tak, ze pro vSechna prirozena n > ng plati a,, < b,.

an, by

X % ,——————
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Dusledek:

Necht (a,) a (by,) jsou realné posloupnosti majici limitu v R. Pokud existuje ng
takové, ze pro vSechna prirozena n > ng je a, < b,, potom lim a,, < lim b,,.

fe
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Dusledek:

Necht (a,) a (by,) jsou realné posloupnosti majici limitu v R. Pokud existuje ng
takové, ze pro vSechna prirozena n > ng je a, < b,, potom lim a,, < lim b,,.

Dukaz.

Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze lim a,, > lim b,,. Potom podle
predchozi véty existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng plati a,, > b,. To je
ovsem ve sporu s predpokladanymi vlastnostmi posloupnosti (a,) a (by). Ol

fe
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Dusledek:

Necht (a,) a (b,) jsou realné posloupnosti majici limitu v R. Pokud existuje ng
takové, ze pro vSechna prirozena n > ng je a, < b,, potom lim a,, < lim b,,.

Diikaz.

Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze lim a,, > lim b,,. Potom podle
predchozi véty existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ng plati a,, > b,. To je
ovsem ve sporu s predpokladanymi vlastnostmi posloupnosti (a,) a (by). O

Poznamka:

VsSimnéte si, Ze neostrost nerovnosti je zde dilezita. Naptiklad, pro a, = % a
b, = 0 plati ostra nerovnost a,, > b, pro kazdé prirozené n, ale
lim a, = lim b,, = 0.

s
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Véta o sevrené posloupnosti

Véta (O seviené posloupnosti):

Necht (ay,), (bs) a (c,) jsou redlné posloupnosti pro které plati
Q@ (3w eN)(VneN, n>ng)(an < by < cp)
@ posloupnosti (a,) a (¢,) maji stejnou limitu « € R.

Potom existuje limita posloupnosti (b,,) a plati lim b,, = «.
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Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Diikaz.

Bud H, okoli bodu «a. Existuje mg € N tak, ze pro n > my patfi jak a, tak ¢, do
H,. Pro n > max{ng, my} do tohoto okoli musf patfit i b,, protoZe
ay, < by, < ¢, Proto ma posloupnost (b,,) limitu rovnou a. O

fe
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sinn

Vypoctéte limitu lim
n—oo N




Kritéria konvergence Algebraické operace na rozsitené realné ose Véty o limitdch Nerovnosti a limity

Priklad.

sinn

Vypoctéte limitu lim
n—o0 n

Funkce sin ma obor hodnot Hg;, = (—1,1). Tedy plati nerovnost
—1<sinz <1, prokazdéz e R.
Tudiz pro kazdé prirozené n plati

sin n

< <

:\H
S

n

1 -1
Protoze ale lim — = lim — = 0 je podle pfedchozi véty

n—o00 1 n—oo N
sinn
lim 0.
n—oo N
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA
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