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Polozme h,, := /n — 1.




Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné Fady Eulerovo &islo e Exponencialni funkce

Priklad.
Plati

lim n=

n—-—+o0o

1.

Polozme h,, := /n — 1. Z jedné strany plati h, > 0 pro kazdé n =1,2,3,.. ..
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Priklad.
Plati

lim /n=1.

n—-—+o0o

Polozme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n=(1+hn)”=Z(Z>h’;>1+ (Z)hi

k=0
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Priklad.
Plati
lim /n=1.

n—-—+o0o

Polozme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n=(1+hn)”=Z(Z>h’;>1+ (Z)hi

k=0

a tedy pro n > 2 plati
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Priklad.
Plati
lim /n=1.

n—-—+o0o

Polozme h,, := /n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n=(1+hn)"=Z(Z)h’;>1+ (Z)hi

k=0
a tedy pro n > 2 plati
-1
n(n2 )h31

Pro n > 2 je vyraz @ kladny a mlizeme jim proto posledni nerovnost vydélit
a diky nezédpornosti h, poté i odmocnit. Po téchto Gpravach dostavame

n—1>

2

n

0< hy <
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Ptiklad.

Platf
lim /n=1.

n—-—+o0o

Polozme h,, := /n — 1. Z jedné strany plati h, > 0 pro kazdé n=1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n=(1+hn)”=Z(Z>h’;>1+ (Z)hQ

k=0

a tedy pro n > 2 plati
n(n—1) 2

n—1> 5 -
Pro n > 2 je vyraz

%1) kladny a mlizeme jim proto posledni nerovnost vydélit
a diky nezédpornosti h, poté i odmocnit. Po téchto Gpravach dostavame

2
0<hy, <y/—.
n
Odtud ihned pomoci véty o seviené posloupnosti dostdvame lirf hy, = 0. %
n——+oo
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Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim a=1.

n—+o00
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Priklad.
Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim /a=1.

n—-+00

o Ptipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati
1< {/a< /n.

V predchozim prikladé jsme vsak ukazali rovnost 1irJ£1 /n = 1. Tudiz podle
n——+oo

véty o seviené posloupnosti lim /a = 1.
n——+oo
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Ciselné fady Eulerovo é&islo e

Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti

Priklad.
Pro kazdé a € R, a > 0, je
lim a=1.

n—-+00

Exponencialni funkce

o Ptipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati

1< Ya< n.

V predchozim prikladé jsme vsak ukazali rovnost

véty o seviené posloupnosti lim /a = 1.
n——+oo

lim /n = 1. TudiZ podle

n——+oo

1
e P¥ipad 0 < a < 1: Z predchozi bodu plyne lim {”/> =1, tudiz podle véty
n——+oo a

o limité podilu platf
1

n—-+o0o

BI-ZMA
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Priklad.
Plati
lim Vn! = +00

n——+oo

P¥i vypoltu této limity vyuZijeme nasledujici trik. Cleny v sou¢inu dvou faktoriali
promichame v ,,zrcadlovém* poradi:
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Priklad.

Plati
lim Vn! =+

n——+oo

P¥i vypoltu této limity vyuZijeme nasledujici trik. Cleny v sou¢inu dvou faktoriali
promichame v ,,zrcadlovém* poradi:

Z grafu paraboly f(z) = z(n+ 1 — z) je zfejmé, ze Y

f(k) = f(1)=f(n)=n
n+1
a proto (n!)2 > n™. Koneng, 2n-t4 odmocnina dava

WZ\/E—>+OO. /‘ %
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Priklad (!1).
Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti (a™) plati:

0, la] < 1,
1 =1
lim a" ="’ =5
n—+00 400, a>1,

neexistuje, a < —1.
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Priklad (111).

Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti (a™) plati:

0, la] <1,
. " 1, a=1,
lim a" =
n—-+00 ~+00, a>1,

neexistuje, a < —1.

o Jednoduché ptipady: Pokud a = 0 nebo a = 1, pak se jedna o konstantni
posloupnost jejiz limita je rovna prislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz

ukazali, ze limita ((—1)") neexistuje.
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@ Necht 0 < |a| < 1. Plati
‘a"“’ = |a"‘ “la] < |a"|.
Posloupnost (’a”‘) je tedy klesajici a omezend, 0 < ]a”‘ < |al|. Z véty o

limité monoténni posloupnosti plyne existence konecné limity, oznaéme ji

L= lim |a"|.
n—-+o00
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@ Necht 0 < |a| < 1. Plati
‘a"“’ = |a”‘ “la] < !a"|.

Posloupnost (’a”‘) je tedy klesajici a omezend, 0 < ]a"‘ < |al|. Z véty o
limité monoténni posloupnosti plyne existence konecné limity, oznaéme ji
b=l lo”]

Posloupnost (’a”“‘) je vybrana z (’a”|) a proto maji stejnou limitu.
Koneéné

L= lim |a”+1|: lim |a|-|a"|=|a|- lim |a®| =]a|- L.
n—-+oo n—-+o00 n—-+oo

Diky predpokladim nakladenym na @ odtud nutné plyne rovnost L = 0.
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@ Necht 0 < |a| < 1. Plati
‘a"“’ = |a”‘ “la] < ’a"|.

Posloupnost (’a”‘) je tedy klesajici a omezend, 0 < ]a"‘ < |al|. Z véty o
limité monoténni posloupnosti plyne existence konecné limity, oznaéme ji
b=l lo”]

Posloupnost (’a”“‘) je vybrana z (’a”|) a proto maji stejnou limitu.
Koneéné

L= lim |a”+1|: lim |a|-|a"|=|a|- lim |a®| =]a|- L.
n—-+oo n—-+o00 n—-+oo

Diky predpokladim nakladenym na @ odtud nutné plyne rovnost L = 0.
e Pt¥ipad a > 1: Podobné jako v predchozim pfipadé ukazeme, ze (a”) je
rostouci posloupnost zdola omezena napf. Cislem 1. Existuje proto limita

L= lim a".
n——+o00
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@ Necht 0 < |a| < 1. Plati
‘a"“’ = |a”‘ “la] < ’a"|.

Posloupnost (’a”‘) je tedy klesajici a omezend, 0 < ]a"‘ < |al|. Z véty o
limité monoténni posloupnosti plyne existence konecné limity, oznaéme ji
b=l lo”]

Posloupnost (’a”“‘) je vybrana z (’a"|) a proto maji stejnou limitu.
Koneéné

L= lim |a”+1|: lim |a|-|a"|=|a|- lim |a®| =]a|- L.
n—-+o0o n—-+o00 n—-+o0o

Diky predpokladim nakladenym na @ odtud nutné plyne rovnost L = 0.

e Pt¥ipad a > 1: Podobné jako v predchozim pfipadé ukazeme, ze (a”) je
rostouci posloupnost zdola omezena napf. Cislem 1. Existuje proto limita

L= 1irj_1 a™. Protoze posloupnost roste, musi nutné byt L > a. Navic plati
n——+oo
L= lim a""'=qa- lim a"=a-L.
n——+oo n——+oo

Protoze ale L > a > 1 mize tato nerovnost platit pouze v pfipadé L =
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e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (a?") = ((aQ)n> nyni podle

predchoziho bodu plati lim a?" = +o0, protoze a? > 1.
n—-4oo
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Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 8/ 45



Piklady Rekurentng zadané posloupnosti Ciselné Yady Eulerovo &fslo e ExponenciaIni funkce

e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (a?") = ((aQ)n> nyni podle

predchoziho bodu plati lim a?" = +o0, protoze a? > 1.
n—-4oo

Limitu vybrané posloupnosti (a***') snadno spo¢teme

lim o™ =¢- lim ®" =a-(+o0) = —00.
n——+oo n——+oo
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e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (a*") = ((aQ)n> nyni podle

predchoziho bodu plati lim a?" = +o0, protoze a? > 1.
n—-4oo

Limitu vybrané posloupnosti (a***') snadno spo¢teme

lim o™ =¢- lim ®" =a-(+o0) = —00.
n——+oo n——+oo

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti s rliznymi limitami. Pivodni limita, tj.

lim a", tedy neexistuje.
n——+oo
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Shrnuti

Ciselné Yady Eulerovo &islo e
posloupnost limita
400, a>0,
(n®) L, a=0,
0, a < 0.
(Vi) 1
(a)proa>0 1
(Vnl!) +o0
0, la] <1,
(a”) 1, a=1,
+00, a>1,

neexistuje, a < —1.
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Poznamka:

Doposud jsme se v prikladech setkavali pouze s explicitiné zadanymi
posloupnostmi, tj. pro dané n bylo a,, explicitné dano pomoci vzorce obsahujiciho
pouze n. Pokud je n-ty ¢len posloupnosti zadan pomoci predchazejicich ¢lend,

nazyvadme danou posloupnost rekurentni. Rekurentni posloupnost nemusi byt
mozné prevést na explicitné zadanou.

fe
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Poznamka:

Doposud jsme se v prikladech setkavali pouze s explicitiné zadanymi
posloupnostmi, tj. pro dané n bylo a,, explicitné dano pomoci vzorce obsahujiciho
pouze n. Pokud je n-ty ¢len posloupnosti zadan pomoci predchazejicich ¢lend,
nazyvadme danou posloupnost rekurentni. Rekurentni posloupnost nemusi byt
mozné prevést na explicitné zadanou.

Priklad.

Uvazme posloupnost (a,) definovanou predpisem

=1 a a,=+/ap_1+2pron=2,3,4,....

fe
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Poznamka:

Doposud jsme se v prikladech setkavali pouze s explicitiné zadanymi
posloupnostmi, tj. pro dané n bylo a,, explicitné dano pomoci vzorce obsahujiciho
pouze n. Pokud je n-ty ¢len posloupnosti zadan pomoci predchazejicich ¢lend,
nazyvadme danou posloupnost rekurentni. Rekurentni posloupnost nemusi byt
mozné prevést na explicitné zadanou.

Priklad.

Uvazme posloupnost (a,) definovanou predpisem

=1 a a,=+/ap_1+2pron=2,3,4,....

Nejprve si v§imnéme, ze kdyby limita posloupnosti existovala (oznaéme ji a), pak
z defini¢niho vztahu plyne

a= lim ap4 = lim Va, +2=+Va+2.
n—oo n— o0

Tento vztah je v R spInén bud pro a = 2 nebo a = +oco. Prvni moznost by
nastala v pfipadé omezenosti (a,), druhd v pfipadé neomezenosti.
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Pokusme se nejprve ukazat, ze (a,) je monoténni. Ziejmé a,, > 0, n > 1, a tedy

U < pi1 =Van +2 = a2<a,+2 <= 0<(2—a,)(a,+1)
= a, <2

Posloupnost roste, pravé kdyz a, < 2, n € N. Tuto nerovnost miizeme dokazat
matematickou indukci:

fe
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Pokusme se nejprve ukazat, ze (a,) je monoténni. Ziejmé a,, > 0, n > 1, a tedy

U < pi1 =Van +2 = a2<a,+2 <= 0<(2—a,)(a,+1)
= a, <2

Posloupnost roste, pravé kdyz a, < 2, n € N. Tuto nerovnost miizeme dokazat
matematickou indukci:

@ Pron=1:a, =1 < 2 plati z definice.
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Pokusme se nejprve ukazat, ze (a,) je monoténni. Ziejmé a,, > 0, n > 1, a tedy

U < pi1 =Van +2 = a2<a,+2 <= 0<(2—a,)(a,+1)
= a, <2

Posloupnost roste, pravé kdyz a, < 2, n € N. Tuto nerovnost miizeme dokazat
matematickou indukci:

@ Pron=1:a, =1 < 2 plati z definice.
@ Ptedpokladejme, ze pro pevné n € N, n > 1, plati a,, < 2: Potom

1.P.
ns1 = Vi, +2 < V2+2=2.
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Pokusme se nejprve ukazat, ze (a,) je monoténni. Ziejmé a,, > 0, n > 1, a tedy

U < pi1 =Van +2 = a2<a,+2 <= 0<(2—a,)(a,+1)
= a, <2

Posloupnost roste, pravé kdyz a, < 2, n € N. Tuto nerovnost miizeme dokazat
matematickou indukci:

@ Pron=1:a, =1 < 2 plati z definice.
@ Ptedpokladejme, ze pro pevné n € N, n > 1, plati a,, < 2: Potom

1.P.
ns1 = Vi, +2 < V2+2=2.

Zavér: Ukazali jsme, ze posloupnost (a,,) je rostouci a shora omezenad. M4 tedy
koneCnou limitu, kterad je nutné rovna 2.
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Ciselna rada

Definice:

Formalni vyraz typu

oo
Zak:ao—l—al—i—ag—i--'-
k=0

nazyvame Ciselnou fadou.

4

e
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Ciselna rada

Definice:

Formalni vyraz typu

oo
Zak:ao+a1+a2+-~~
k=0

nazyvame ciselnou radou. Pokud je posloupnost ¢astecnych soucti

n
Sp = E ag
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé

mluvime o divergentni Ciselné fadé.

e
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Ciselna rada

Definice:

Formalni vyraz typu
o0
Zak:a0+al+a2+...
k=0

nazyvame ciselnou radou. Pokud je posloupnost ¢astecnych soucti

n
Sp = E ag
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé
o0

mluvime o divergentni Ciselné fadé. Souctem konvergentni fady E ax nazyvame
k=0

hodnotu limity lim s,.
n——+oo

e
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Priklad.
Pro |¢| < 1 Yada

g 8 oz v . 1
konverguje a jejim souctem je g

fe
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Priklad.

Pro |¢| < 1 fada
D"
k=0

- oz v 5 1
konverguje a jejim souctem je 5

Cleny posloupnosti ¢aste¢nych soucti Ize pfimo sedist,

Zq

qn+1
(plati pro lib. ¢ # 1)

1
Takze pro |¢| < 1 dostdvame lim s, = ——. PiSeme také
n— 00 1-—

> 1
k
- <1.
> g g

k=0

fe
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Nasledujici vétu Ize pouzit k vyvraceni konvergence rady.

Véta (Nutna podminka konvergence):

oo
Pokud rada Z ax, konverguje, potom pro limitu scitanch plati lim a; = 0.
=0 k——+o0

fe
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Nasledujici vétu lIze pouzit k vyvraceni konvergence fady.

Véta (Nutna podminka konvergence):

oo
Pokud rada Z ax, konverguje, potom pro limitu scitanch plati lim a; = 0.
=0 k——+o0

Diikaz.

Oznacme S € R soucet nasi konvergentni fady. Pro libovolné kladné celé n platf

0 <l|an| =180 — Sn-1| = |$n = S+ 8 — s$n—1| < |8 — S| + S — sp—1]-

Protoze S = lim s, dostdvame z véty o seviené posloupnosti
n——+o00
lim a, = 0. O
n——+oo

vy

i
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Ptedchozi podminka je pouze nutna, jak demonstruje nasledujici priklad.

Priklad.

Uvazme fadu
oo
3 e
b
= vk
tedy a, = ﬁ pro k=1,2,.... Vime jiz, Ze plati
lim a; = 0.
k——+o0

Ale pro ¢astecné soulty je

3

,;f R

Sp =

%\

k=1

Proto ligl Sp = +00. Zkoumana rada diverguje.
oo

n—

1o
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Bolzanovo-Cauchyovo kritérium

Véta (Bolzano-Cauchy):

o0

Rada Z ay, konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € R tak, Ze
k=0

pro kazdé n > ng a p € N plati

|an+an+1+~-+an+p| <eE.

fe
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Bolzanovo-Cauchyovo kritérium

Véta (Bolzano-Cauchy):

o0

Rada Z ay konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € R tak, ze
k=0

pro kazdé n > ng a p € N plati

|an+an+1+~-+an+p| <eE.

Diikaz.

Jedna se pouze o pouziti Bolzanova-Cauchyova kritéria konvergence na
posloupnost ¢astecnych souctl prislusné fady a preznaceni nékterych symbold. [

fe
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Absolutni konvergence

Definice:

o0 o0
Radu Z ay, nazyvadme absolutné konvergentni, pokud fada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0

fe
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Absolutni konvergence

Definice:

o0 o0
Radu Z ay, nazyvadme absolutné konvergentni, pokud fada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0

Véta:

Pokud fada absolutné konverguje, potom konverguje.

fe
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Absolutni konvergence

Definice:

o0 o0
Radu Z ar, nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z |ak| konverguje.
k=0 k=0

Véta:

Pokud fada absolutné konverguje, potom konverguje.

Dukaz.

Pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéra pro konvergenci rady. Bud Zzio ay
absolutné konvergentni fada. Potom pro € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé
n > ng a p € N je podle trojihelnikové nerovnosti

lan + ang1 4+ + angp| < lanl + anga] + - + |anap| < e

Rada 372, ax tedy konverguje. O
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Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (a,) monoténni posloupnost kladnych ¢lenti konvergujici k nule. Potom Fada

oo
Y (1)
k=1
konverguje.
o
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

752013/2014 20 / 45



Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady Eulerovo é&islo e Exponencialni funkce

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (a,) monoténni posloupnost kladnych ¢lenti konvergujici k nule. Potom Fada
oo
R
k=1

konverguje.

Dukaz.

Dukaz tohoto kritéria vynechavame (jedna se o specialni pfipad Dirichletova
kritéria). O

fe
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Piklady Rekurentng zadané posloupnosti Ciselné Yady Eulerovo &fslo e ExponenciaIni funkce

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (a,) monoténni posloupnost kladnych ¢lenti konvergujici k nule. Potom Fada

> (e

o
k=1

konverguje.

Dukaz.

Dukaz tohoto kritéria vynechavame (jedna se o specialni pfipad Dirichletova

kritéria). O
Priklad.
o (=D*
Podle Leibnizova kritéria je fada E ? konvergentni. Ale neni absolutné
k=1
. v ovivs v sy oz 2 v o 1 g q
konvergentni. Z d¥iv&jsi prednasky jiz vime, Ze )~ ¢ diverguje.
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA 7S 2013/2014 20 / 45
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Véta (Srovnavaci kritérium):

Necht pro kazdé k € N plati odhad 0 < |a)| < by, a necht ¥ada > i b
konverguje. Potom Fada ) -, ai absolutn& konverguje.

fe
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Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady Eulerovo é&islo e Exponencialni funkce

Véta (Srovnavaci kritérium):

Necht pro kazdé k € N plati odhad 0 < |a)| < by, a necht ¥ada > i b
konverguje. Potom Fada ) -, ai absolutn& konverguje.

Diikaz.

Opét pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéria. Lze postupovat shodné jako v
dikazu predchozi véty. Tvrzeni opét plyne z odhadu zalozeném na trojihelnikové
nerovnosti,

|an+an+1+"‘an+p| S |an|+|an+1‘ +"'+|an+p| S bn+bn+1+ bn+p‘ D

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 21 /45




Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady Eulerovo é&islo e Exponencialni funkce

Véta (d’Alembertovo kritérium):
Budte a; > 0, k € N. Pokud pro vSechna k € N od jistého ky € N plati odhad

ak+1

<qg<l1,
ag
oo
pak fada E ay, (absolutné) konverguje.
k=0
v
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Véta (d’Alembertovo kritérium):
Budte a; > 0, k € N. Pokud pro vSechna k € N od jistého ky € N plati odhad

ak+1
ay,

<qg<l1,

oo
pak fada Z ay, (absolutné) konverguje.
k=0

Dukaz.

Necht tedy pro kazdé k > ky plati odhad % <g<l
k

(St
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Véta (d’Alembertovo kritérium):

Budte a; > 0, k € N. Pokud pro vSechna k € N od jistého ky € N plati odhad

ak+1
ay,

<qg<l1,

oo
pak fada Z ay, (absolutné) konverguje.
k=0

Dukaz.

Necht tedy pro kazdé k > ky plati odhad o] < ¢ < 1. Odtud nahlédneme, ze
ag
pro kazdé k > kg platf
ap < " May,.

(St
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Véta (d’Alembertovo kritérium):
Budte a; > 0, k € N. Pokud pro vSechna k € N od jistého ky € N plati odhad

ak+1
ay,

<qg<l1,

o0
pak fada Z ay, (absolutné) konverguje.
k=0

Dukaz.
Ak+1
a

Necht tedy pro kazdé k > kg plati odhad
pro kazdé k > kg platf

< ¢ < 1. Odtud nahlédneme, ze

k—k
ar < g7 "0 ag,.

Uz ale vime, Ze fada ) ;- q* konverguje pro || < 1. Podle srovnavaciho kritéria
tedy konverguje i fada > " ax. O
—

] Wre)
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@ K splnéni podminky d'Alembertova kritéria napriklad staci, kdyz

. Af41
lim —*
k—oo  Qf

=q<1

fe
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@ K splnéni podminky d'Alembertova kritéria napriklad staci, kdyz

. Ak+1
lim —*

=q<1
k—oo  Qf

@ Podobnym zplsobem miizeme déle nahlédnout, Ze pokud vSechna aj jsou

kladna a
ar

pro k > ko, potom fada
oo
> ax
k=0
diverguje.

fe
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Pfiklad (Desetiny rozvoj).

Bud (ax)%2; posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.(11&2(13 coo = E ag - 10_k.
k=1

fe
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Pfiklad (Desetiny rozvoj).

Bud (ax)%2; posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.04(12(13 coo = E ag - 10_k.
k=1

Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Eislo.

fe
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Pfiklad (Desetiny rozvoj).

Bud (ax)%2; posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.04(12(13 coo = E ag - ].O_k.
k=1

Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Eislo.

Konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria, zfejmé

k
—k 1

. k
Rada Y72, (%) konverguje, jeji soulet je 19—0.

fe
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Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti

Definice Eulerova &isla

Uvazme fadu

1
kz::? +1,+2,+3+

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT)

Ciselné fady

BI-ZMA

Eulerovo ¢islo e

Exponencialni funkce

ZS 2013/2014
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Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady Eulerovo &islo e Exponencialni funkce

Definice Eulerova &isla

Uvazme fadu
1
D=1ty + 2, + = 3 +-
k=0
Jedna se o Ffadu nezapornych clenl pro néz plati
1

Gy 1
lim S i —— —0 <1,
k—oo & k—oo k+ 1

Podle d'Alembertova kritéria proto fada konverguje.

fe
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Poznamka:

Konvergenci této rady mizeme ukazat i primo. Posloupnost jejich ¢asteénych

soucti?
"1
Sp = Z H, n e N,
k=0

je monoténni a omezena. Skutecné,

I RV I S ! <
‘971: —_ —_— —_— e —_— <
2 23 2-3-4 2:3-4---n
1 1 1 1 1- %
§1+1+§+272+273+“.+2n—1:1+ 1 < 3.

2

Timto postupem ziskdvame i horni odhad hodnoty jeji limity. Soucet zkoumané
fady tedy lezi mezi Cisly 1 a 3.

?Do konce této prednasky bude symbol s, vyhrazen pro tento soucet.

fet
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Definice (Eulerovo ¢&islo):

Rada
=1
D7
k=0

konverguje, jeji soucet znac¢ime e a nazyvame Eulerovym cislem.

fe
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Alternativni vyjadreni Eulerova Cisla

P¥i vypocltech limit ¢asto narazime na potfebu vypodist limitu posloupnosti

fe
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Alternativni vyjadreni Eulerova Cisla

P¥i vypocltech limit ¢asto narazime na potfebu vypodist limitu posloupnosti

Lemma:
Posloupnost (a,,) konverguje a jeji limita je e. Tedy

1 n
lim a, = lim (1 + ) =e.
n

n—oo n—oo

fe
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Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady Eulerovo &islo e Exponencialni funkce

Alternativni vyjadreni Eulerova Cisla

P¥i vypocltech limit ¢asto narazime na potfebu vypodist limitu posloupnosti
1 n
S (1 + ) .
n

Posloupnost (a,,) konverguje a jeji limita je e. Tedy

Lemma:

n—oo n—oo

1 n
lim a, = lim (1 + ) =e.
n

Casta chyba

Pozor, ackoliv v limité

1 n
lim <1 + >
n— 00 n

vyraz v zavorce konverguje k 1, lim (1 + %) =1, a konstantn{ posloupnost 1™

konverguje k 1, neni tato limita rovna 1!
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Pomoci binomické véty a Gpravou kombinacnich Cisel upravime vyraz pro a,,

R AN (S

k=0

Odtud ihned plyne odhad a, < s, < 3.

fe
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Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady

Pomoci binomické véty a Gpravou kombinacnich Cisel upravime vyraz pro a,,

R AN (S

k=0
Odtud ihned plyne odhad a, < s, < 3.
Dale Ize vyraz vyse odhadnout nasledovné
n+1 1 k—1 ]
Ap, < ZE L. (1— nJ,»I) = Qp+1-

P¥i odhadu jsme zvétsili kazdy vyraz v zavorce a pridali jeden kladny clen.

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 7S 2013/2014

Eulerovo &islo e Exponencialni funkce
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Pomoci binomické véty a Gpravou kombinacnich Cisel upravime vyraz pro a,,

R AN (S

k=0
Odtud ihned plyne odhad a, < s, < 3.
Dale Ize vyraz vyse odhadnout nasledovné
n+1 1 k—1 ]
Ap, < ZE L. (1— nJ,»I) = Qp+1-

P¥i odhadu jsme zvétsili kazdy vyraz v zavorce a pridali jeden kladny clen.

Posloupnost (a,) je tedy monotdnni (rostouci) a omezena. Oznaéme jeji limitu a.

fe
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Pro m > n mame odhad

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

Exponencialni funkce

ZS 2013/2014
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Pro m > n mame odhad
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Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady Eulerovo &islo e Exponencialni funkce

Pro m > n mame odhad

Odtud limitnim prechodem m — oo dostdvame nerovnost

n 1
azzﬁzsm n=1,2,....
k=0

Uzavirdme, ze pro kazdé n plati nerovnost
an < Sp < a.

Podle véty o limité seviené posloupnosti ziskdvame kyzenou rovnost a = e. Tim je

dikaz lemmatu dokonden. %
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Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady Eulerovo &islo e Exponencialni funkce

Uvazme dale posloupnost

@ Protoze plati rovnost b, = a,, - (1 + %) je limita posloupnosti (b,,) také
rovna e.

fe
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Uvazme dale posloupnost

1 n+1
b, = (1 + ) .
n

@ Protoze plati rovnost b, = a,, - (1 + %) je limita posloupnosti (b,,) také
rovna e.

o Dale Ize ukazat, Ze posloupnost (b,,) je klesajici.

fe
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Poznamka:

Z vlastnosti posloupnosti (a,) a (b,) je zfejmé, Ze nerovnosti

1 n 1 n+1
an:<1+> <e<<1+> = by,
n n

Exponencialni funkce

plati pro kazdé kladné ptirozené n. Jinak feceno e € (ay,, b,) pro kazdé

n € N~ {0}. Tato vlastnost ndm umoziuje ziskat pfibliznou hodnotu &isla e a
znat chybu, které se dopustime nahradime-li e hodnotou nékterého ¢lenu a,,, Ci

b,, pro konkrétni n.

n

(]’WJ b7L
ef
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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an, by,

2.0000000 4.0000000
2.2500000 3.3750000
2.3703704 3.1604938
2.4414062 3.0517578
2.4883200 2.9859840
2.5216264 2.9418974
2.5464997 2.9102854
2.5657845 2.8865076
2.5811748 2.8679720
2.5937425 2.8531167

Oo|lo|N|lola|r|lw|NN|R]S

—
o

Poznamka:
Vidime, ze posloupnosti nekonverguji k e pfili$ rychle (e ~ 2.7182818). J
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Poznamka (Rychlost konvergence (a,) a (b,) k €):

Skuteéné, pro délku intervalu (a,, by) plati
1 n+1 ]_ n
bn—an:(l—i-—) —(1+—) -
n n

1
:(1— 1)~bn:<1— " >.bn>
1+z n—+1

> € > 2
n+l1 " n+1

Tedy ani po vypoCtu aiggo a bigog nezname cifru na tfetim misté za desetinnou
¢arkou v Eulerové Cisle e.

fe
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Lemma (Odhad chyby pfi vypoétu e pomoci fady):

Pro rozdil e od s, (definice pomoci Fady) plati

0<e—s, < pron > 1.

1
on—17

fe
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Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné fady

Lemma (Odhad chyby pfi vypoétu e pomoci fady):

Pro rozdil e od s, (definice pomoci Fady) plati

Eulerovo ¢islo e

Exponencialni funkce

O<e—sn§2n—_1, pron > 1.
Dukaz.
Pro n > 1 plati odhad
N
1 1—55= 1
e— S, = lim lim = lim . 2 —
" N—oo . N—)oo 21 Qk 1 N—oo 2” 1— 2n—1
=TL _71

Pro k > 2 je totiz 7; < 7. O

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Poznamka: U
Prvnich deset ¢lent posloupnosti s,. Vypocet je proveden 1 2.0000000
s presnosti na 8 cifer. Uvadime i grafické znazornéni. 2 2.5000000
3 2.6666667
Sn 4 2.7083333
5 2.7166667
Ef - e e e e e e e e 6 2.7180556
. 7 2.7182540
8 2.7182788
9 2.7182815
10 2.7182818

0] 123450678 910n

fe
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Piiklady Rekurentng zadané posloupnosti Ciselné Yady Eulerovo &fslo e ExponenciaIni funkce

Obecnd mocnina

P¥ipomenme, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme

n-krat

Ukazme si nejprve, jak definici mocniny rozsi¥it na racionalni exponenty:

fe
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Obecnd mocnina

P¥ipomenme, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme

n-krat

Ukazme si nejprve, jak definici mocniny rozsi¥it na racionalni exponenty:

Q Klademe o :=1.

fe
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Obecnd mocnina

P¥ipomenme, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme

n-krat

Ukazme si nejprve, jak definici mocniny rozsi¥it na racionalni exponenty:

@ Klademe a° :=1.
Q@ ProneZ, n<—1aa#0, definujeme a" :=

a= "’
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Piiklady Rekurentng zadané posloupnosti Ciselné Yady Eulerovo &fslo e

Obecnd mocnina

P¥ipomenme, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme

n-krat

Exponencialni funkce

Ukazme si nejprve, jak definici mocniny rozsi¥it na racionalni exponenty:

Q Klademe o :=1.

Q@ ProncZ n<—1aa#0, definujeme a" := -2

a= "’

Q Jeli ge Naa> 0 polozime a7 = b, kde b? = a, b > 0 (takové b existuje

zfejmé pravé jedno).
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Obecnd mocnina

P¥ipomenme, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme

n-krat

Ukazme si nejprve, jak definici mocniny rozsi¥it na racionalni exponenty:

Q Klademe o :=1.

Q@ ProncZ n<—1aa#0, definujeme a" := -2

a= "’

Q Jeli ge Naa> 0 polozime a7 = b, kde b? = a, b > 0 (takové b existuje
zfejmé pravé jedno).
Q Konecné, pro p € Z, kladné ¢ € N a a > 0 klademe

= (a%)p.

Stéle plati pravidla a"** = a" - a* a (a")* =a"™ proa >0, r,s€Q, a monot%

s

a
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Zbyva ukazat, jak definovat a” i pro iracionalni z.
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Zbyva ukazat, jak definovat a” i pro iracionalni z.

Lemma:

Pro dané iracionalni z existuji posloupnosti (a,) a (8,) takové, ze ay,, B, € Q pro
kazdé n € N, (a,) je rostouci, (8,) je klesajici a obé maji limitu z.
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Zbyva ukazat, jak definovat a” i pro iracionalni z.

Lemma:

Pro dané iracionalni z existuji posloupnosti (a.,) a (83,,) takové, ze a,,, B, € Q pro
kazdé n € N, (a,) je rostouci, (8,) je klesajici a obé maji limitu z.

Dukaz.

Posloupnosti pozadovanych vlastnosti zfejmé zkonstruujeme jako kraje
smrstujicich se uzavrenych intervall obsahujicich z. Vizte diskuzi o Axiomu
Gplnosti. O

fe
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Definice:
Pro iracionalni z a a > 0 polozime

a®:= lim a® = lim o,
n— o0 n— oo

kde (ay,) a (8,) jsou posloupnosti z predchoziho Lemmatu.
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Definice:

Pro iracionélni z a a > 0 polozime

a®:= lim a® = lim o,
n— o0 n— oo

kde (ay,) a (8,) jsou posloupnosti z predchoziho Lemmatu.

Poznamka (Korektnost definice):

Vsimnéte si, Ze pro racionalni r a s splnujici 7 < s a kladné a > 1 platf
a” < a’.

Odtud plyne, Ze (a®") je rostouci, (a®") je klesajici a plati a® < a®" pro kazdé n.
Podle véty o limité monoténni posloupnosti existuji kone¢né limity

lim a® < lim a".

n— o0 n— 00

Daéle Ize ukazat, ze tyto limity jsou shodné a nezévisi na volbé posloupnosti (c,),
(Bn). P¥ipad a < 1 se ovéFi podobné.
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Poznamka:

Pro a > 0 je funkce f; : R — R dana predpisem f,(z) := a” s Dy, =R

@ rostouci pokud a > 1,
@ klesajici pokud 0 < a < 1,
@ konstantni pokud a = 1.

Vyjma posledniho pfipadu je Hy = (0,+00). Stéle plati a*"¥ = a®
(a””)y = a”Y.

-a¥ a

Exponencialni funkce
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Poznamka:

Pro a > 0 je funkce f; : R — R dana predpisem f,(z) := a” s Dy, =R
@ rostouci pokud a > 1,
@ klesajici pokud 0 < a < 1,
@ konstantni pokud a = 1.

Vyjma posledniho pfipadu je Hy = (0, +00). Stéle plati "% = a” - a¥ a
(a””)y = a”Y.

Véta:
@ Necht (b,,) konverguje k b € R a necht a > 0. Potom

bo _ b

lim a a’.

n——+oo

o Necht posloupnost kladnych &isel (a,,) konverguje k a € Rt a b € R. Potom

lim a’ = a.
n——+oo

y

)
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Logaritmus

Definice:

Bud 0 < a # 1, pak inverzni funkci k funkci f, nazyvame logaritmem o zakladu
a a zna¢ime log,,. Platf

o Dlog,z = (0,+OO), I_Iloga = R,
° loga(x . y) = loga(x) + loga(y)' z,Yy > 0,
o log, (z¥) = ylog,(z), z>0ay€eR.
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Logaritmus

Definice:

Bud 0 < a # 1, pak inverzni funkci k funkci f, nazyvame logaritmem o zakladu
a a zna¢ime log,,. Platf

® Digg, = (0,+00), Hiog, =R,
o log,(z - y) =log,(z) +log,(y), z,y > 0,
o log, (z¥) = ylog,(z), z>0ay€eR.

Véta:
Pro a > 0, a # 1 a posloupnost (b,,) kladnych &isel konvergujici k b € R™ plati

lim log, b, = log, b.

n——+oo

4

i
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Exponencidla a prirozeny logaritmus

Definice:

Funkci z — e® nazyvame exponencialni funkci, logaritmus o zakladu e nazyvame
prirozenym logaritmem a znacéime In = log,.
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Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 44 / 45



Piiklady Rekurentng zadané posloupnosti Ciselné Yady Eulerovo &fslo e ExponenciaIni funkce

Exponencidla a prirozeny logaritmus

Definice:

Funkci z — e® nazyvame exponencialni funkci, logaritmus o zakladu e nazyvame
prirozenym logaritmem a znacéime In = log,.

Poznamka:

Exponencialni funkce a pfirozeny logaritmus jsou jedny z nejdilezitéjsich funkci

vibec. VSimnéte si, ze pfimo z jejich definice plyne pro a > 0 dilezity vztah
a = e™® a proto
a® = ezln(a)

fe
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Je-li (a,) posloupnost splfiujici lim |a,| = +oo, pak

1\
lim (1 + —) =e.
n—+o0o an




Ptiklady Rekurentné zadané posloupnosti Ciselné Fady Eulerovo &islo e

Véta:

Je-li (a,) posloupnost splfiujici lim |a,| = 400, pak

1\™
lim <1 + —) = e.
n——+oo an

Exponencialni funkce

Dusledek:

Pro reédlné z € R plati lim (1 + E) = &%

n——+00
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Véta:

Je-li (a,) posloupnost splfiujici lim |a,| = 400, pak

1\
lim <1 + —) =e.
n——+oo an

Dusledek:

n
Pro reédlné z € R plati lim (1 + E) = &%

n——+00

Dukaz.

Pro z = 0 je tvrzeni zfrejmé. Pokud z # 0, pak

lim (1 + E) = <1 + ;) =e",
n——+oo n —

T

protoze lim |%| = +o00. O
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