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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Pfripomenuti: vlastnosti funkci

Necht f je redlna funkce redlné proménné. Rekneme, ze funkce f je

@ omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena, pravé kdyz obor
hodnot Hy je mnoZina omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena.
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Pfripomenuti: vlastnosti funkci

Necht f je redlna funkce redlné proménné. Rekneme, ze funkce f je

@ omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena, pravé kdyz obor
hodnot Hy je mnoZina omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena.

@ rostouci na intervalu I C Dy, pravé kdyz
(Viﬁl,fg S I) (371 < Ty = f(fE1) < f(Iz))
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Pfripomenuti: vlastnosti funkci

Necht f je redlna funkce redlné proménné. Rekneme, ze funkce f je

@ omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena, pravé kdyz obor
hodnot Hy je mnoZina omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena.

@ rostouci na intervalu I C Dy, pravé kdyz
(Viﬁl,fg S I) (371 < Ty = f(fE1) < f(Iz))

o klesajici na intervalu I C Dy, pravé kdyz
(Va:l,ajg € ]) (a:l <@ = f(m) >f(ac2)).
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Pfripomenuti: vlastnosti funkci

Necht f je redlna funkce redlné proménné. Rekneme, ze funkce f je

@ omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena, pravé kdyz obor
hodnot Hy je mnoZina omezena, resp. shora omezena, resp. zdola omezena.

@ rostouci na intervalu I C Dy, pravé kdyz
(Viﬁl,fg S I) (371 < Ty = f(fE1) < f(Iz))

o klesajici na intervalu I C Dy, pravé kdyz
(Va:l,ajg € ]) (a:l <@ = f(m) >f(ac2)).

@ monotoénni, pravé kdyz je klesajici nebo rostouci.
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Poznamka:

Pomoci kvantifikatorii mizeme podminku omezenosti zformulovat nasledovné:

(3K > 0)(Vz € Df)(If (z)| < K).

Podobné Ize postupovat u omezenosti shora, resp. zdola.
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Poznamka:

Pomoci kvantifikatorli miizeme podminku omezenosti zformulovat nasledovné:

(3K > 0)(Vz € Df)(If (z)| < K).

Podobné Ize postupovat u omezenosti shora, resp. zdola.

Poznamka:
Je-li funkce f monotonni, pak je i prosta. Tudiz existuje jeji inverzni funkce,
kterou zna&ime f~1. Plati

f jerostouci = f~! je rostouci,

f je klesajici = f~! je klesajici.
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Poznamka:

Pomoci kvantifikatorli miizeme podminku omezenosti zformulovat nasledovné:
(3K > 0) (Yo € D) ()] < K).

Podobné Ize postupovat u omezenosti shora, resp. zdola.

Poznamka:
Je-li funkce f monotonni, pak je i prosta. Tudiz existuje jeji inverzni funkce,
kterou zna&ime f~1. Plati

f jerostouci = f~! je rostouci,

f je klesajici = f~! je klesajici.

Poznamka:

Prosta funkce nemusi byt monotonni. Prikladem prosté funkce, kterd neni ani
klesajici ani rostouci je f(x) := % s defini¢nim oborem Dy := R~ {0}.

v
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Definice:

Redalna funkce redlné proménné f se nazyva
@ suda, pravé kdyz pro vSechna z € Dy plati —z € Dy a f(z) = f(—xz).
o licha, pravé kdyz pro vSechna z € Dy plati —z € Dy a f(z) = —f(—=).
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Definice:

Redalna funkce redlné proménné f se nazyva
@ suda, pravé kdyz pro vSechna z € Dy plati —z € Dy a f(z) = f(—xz).
o licha, pravé kdyz pro vSechna z € Dy plati —z € Dy a f(z) = —f(—=).
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Definice:

Bud f : R — R pro niz existuje kladné 7" € R takové, ze
Q (V:c € Df)(x—I— T, x—T¢€ Df),
Q@ (Vz e Df)(f(z+ T) = f(2)).

Rikame, e funkce f je periodicka a &islo T nazyvame periodou funkce f.
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Vlastnostni funkci Limita funkce

Definice:
Bud f : R — R pro niz existuje kladné 7' € R

Qo (VCEGDf)(Qf—F T, x— TGDf),
Q@ (Vz e Df)(f(z+ T) = f(2)).

Nerovnosti v limitach

Vlastnosti limit

takové, ze

Rikame, e funkce f je periodicka a &islo T nazyvame periodou funkce f.
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Limita funkce

Definice:

Budte f realna funkce realné proménné a a € R. Necht f je definovana na okolf
bodu @, s moznou vyjimkou bodu a samotného. Rekneme, Ze ¢ € R je limitou
funkce f v bodé a, pravé kdyz pro kazdé okoli H. bodu c¢ existuje okoli H, bodu
a takové, Ze z podminky

z € H,\ {a}

plyne

Zapisujeme
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Poznamka (e-¢ definice):

V pfipadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka lim f(z) = ¢ ekvivalentni
T—a
pozadavku:

(Ve >0)(36 >0)(Vz € Dp)(0< |z —a| <6 = |f(z) —c|<e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace p¥ipadii a, ¢ € R.
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Poznamka (e-¢ definice):

V pfipadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka lim f(z) = ¢ ekvivalentni
T—a
pozadavku:

(Ve >0)(36 >0)(Vz € Dp)(0< |z —a| <6 = |f(z) —c|<e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace p¥ipadii a, ¢ € R.

Priklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu
a mimo bod a.

o
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Poznamka (e-¢ definice):

V ptipadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka lim f(z) = ¢ ekvivalentni
T—a
pozadavku:

(Ve>0)(36>0)(Vze Dp)(0< |z—a| <8 = |f(z) —c|<e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace p¥ipadii a, ¢ € R.

Priklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu
a mimo bod a.

o Bud f(z) :=sgnz?, Dy :=R. Akoliv f(0) =0 je lig%)f(:v) = 1.

o
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Poznamka (e-¢ definice):
V pripadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka li_1>n f(z) = c ekvivalentnf

pozadavku:

(Ve>0)(36>0)(Vze Dp)(0< |z—a| <8 = |f(z) —c|<e).

Analogické definice Ize zformulovat pro riizné kombinace pfipadii a, c € R.

Priklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu
a mimo bod a.

e Bud f(z) :=sgna?, Dy :=R. Atkoliv f(0) =0 je lin%)f(z) =1.
T—

e Bud f(z) :=sgn %, Dy := R~ {0}. Atkoliv 0 nepat¥i do Dy platf
lir%f(a:) =1.
r—r

A4
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

llustrace pripadu a,c € R
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llustrace pripadu a,c € R
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llustrace pripadu a,c € R
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

llustrace pripadu a,c € R

0]
[]

ISTc3

H, ~ {a} T

fe

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 10 / 37



Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

llustrace pripadu a,c € R

(0]

ISTc3

TH,~ {a} z
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llustrace pripadu a,c € R
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Vlastnostni funkci Limita funkce

llustrace pripadu a,c € R

Nerovnosti v limitach
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

llustrace pripadu a,c € R

H(:
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Jednostranna limita funkce

Definice:
Budte f realna funkce redlné proménné a a € R. Necht f je definovana na levém,
resp. pravém okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a.

Rekneme, Ze ¢ € R je limitou funkce f v bodé a zleva, resp. zprava, pravé
kdyz pro kazdé okoli H. bodu c existuje levé okoli H, , resp. pravé okoli H,,
bodu a takové, Ze z podminky

z € H; ~{a}, resp. z € H \ {a},

plyne
f(z) € H,
Zapisujeme
lim f(z)=¢, limf=c,
r—a— a—
resp.

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA 752013/2014 11 /37
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llustrace pripadu a,c € R
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llustrace pripadu a,c € R
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llustrace pripadu a,c € R
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llustrace pripadu a,

ita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

llustrace pripadu a,c € R
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Pro libovolné a € R plati

r—a




Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

Pro libovolné a € R plati

lim z = a.
r—a

Vezmu-li libovolné okoli H, bodu a pak pro x € H, \ {a} zcela jisté plati, ze
x € H,.

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Vztah limity a jednostrannych limit

Véta:
Necht a € R. Limita lim f(z) existuje a je rovna ¢ € R, pravé kdyz existuji obé
Tr—a

jednostranné limity lim f(z) a lim f(z) a obé& jsou rovny c.
T—ay T—a_
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Vztah limity a jednostrannych limit

Véta:
Necht a € R. Limita lim f(z) existuje a je rovna ¢ € R, pravé kdy? existuji ob&
Tr—a

jednostranné limity lim f(z) a lim f(z) a obé& jsou rovny c.
T—ay T—a_

Dasledek:

Necht f je funkce a bod a € R. Plati-li aspon jedna z podminek
@ obé jednostranné limity funkce f v bodé a existuji a jsou rizné,
@ aspon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé a neexistuje,

potom limita funkce f v bodé a neexistuje.
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Limita

lim sgn z
z—0

neexistuje.




Vlastnostni funkci Limita funkce

Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Ptiklad.
Limita

glvi_r)% sgn x
neexistuje.

Pro jednostranné limity plati

lim sgnx =1,
Z*)O+

lim sgnz = —1.
z—0_

Podle ptedchoziho diisledku oboustranna limita nemize existovat (1 # —1).

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Ekvivalentni definice limity

Véta (Heine):
lim f(z) = ¢, pravé kdyzZ je f definovana na okoli bodu a (s moZnou vyjimkou
r—a

bodu a) a pro kazdou posloupnost (z,,) s limitou a a spliujici
{zn|n € N} C Dy \ {a} plati lim f(z,) = c.
n— o0

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Ekvivalentni definice limity

Véta (Heine):
lim f(z) = ¢, pravé kdyzZ je f definovana na okoli bodu a (s moZnou vyjimkou
r—a

bodu a) a pro kazdou posloupnost (z,,) s limitou a a spliujici
{zn|n € N} C Dy \ {a} plati lim f(z,) = c.
n— o0

Véta (Heine pro jednostranné limity):
lim f(z) = ¢, resp. lim f(z) = ¢, pravé kdyz je f definovana na levém, resp.
T—a— T—a+

pravém, okoli bodu a a pro kazdou posloupnost (z;,) s limitou a a spliiujici

{z,|n € N} C DfN(—o00,a), resp. {z,|n €N} C DfN(a,+00),

plati lim f(z,) = c.
n— o0

A
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.
Plati

gl=

;lir(l)(l—i—l‘)' =e.

Pouzijme Heineho vétu. Funkce

1
T

f(@) = (1 +2)

je definovana na jistém okoli bodu 0 s vyjimkou bodu 0 samotného, napt. na
Ho(1) ~ {0} = (~1,1) ~ {0}.

Bud (z,,) libovolna posloupnost pattici do (—1,1) \ {0} a spliujici nh_)n(lo z, = 0.

Potom )

N 1\
lim (14 2,)™ = lim (1 + 1) =,
n—oo n—o0 —_

Tn,

= +o0. %

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Poznamka:

Heineho véta ndm umoznuje zformulovat jednoduché kritérium pro vyvraceni
existence (jednostranné) limity.

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Poznamka:

Heineho véta ndm umoznuje zformulovat jednoduché kritérium pro vyvraceni
existence (jednostranné) limity.

Dusledek:

Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R a (z,,), (2,) jsou dvé realné
posloupnosti patfici do Dy, konvergujici k a a spliujici podminky z,, # a a 2, # a
pro vSechna n € N. Pokud limity

lim f(z,) a lim f(z,)

n— oo n— o0

existuji a jsou riizné, nebo alesporni jedna z nich neexistuje, potom limita lim f(z)

T—a

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 19 / 37
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Limita

lim sin —
z—0 €T

neexistuje.




Vlastnostni funkci Limita funkce

Vlastnosti limit Nerovnosti v limitdch
Priklad.
Limita
o1
lim sin —
z—0 €T
neexistuje.
v w1 v
Oznacme f(z) :=sin  a poloZme
1 1
Tp = ——, 2zp:=——— proné€eN.
" 2mn’ " 2+ §

Tyto posloupnosti spliuji

lim 2, = lim 2, =0 a {z,|n e N}U{z,|ne N} C Dy =R~ {0}.
n— o0

n—oQ
Konecné

lim f(z,) = lim sin(27n) =0,

n—r 00 n— o0
. . . ™ LT

lim f(z,) = lim sin (271'71 + —) =sin - = 1.

n—»o0 n—»00 2 2

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

752013/2014 20 /37



Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

1

x

Graf funkce sin

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Nastroje pro vypocet limity funkce

Véta:
Necht f a g jsou funkce a a prvek R. Potom
lim(f 4+ g) = lim f 4 lim g,
limf-g=1limf-limg,
[ lim,f

lim = = — ,
a g Tim,g

plati v pfipadé, Ze vyrazy na pravé strané jsou definovany a v poslednim pfipadé
za predpokladu, Ze % je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a
samotného.

Poznamka:

Analogicka véta plati i pro jednostranné limity.

I SIE )
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Pocitat limitu polynomi je diky této vété velmi jednoduché.

Priklad.
Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—a

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Pocitat limitu polynomi je diky této vété velmi jednoduché.

Priklad.
Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—a

Jiz jsme ukazali, ze lim z = a. PouZijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu a
Tr—a

soulinu funkci, ihned dostaneme tvrzeni z naseho prikladu.

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Pocitat limitu polynomi je diky této vété velmi jednoduché.

Priklad.
Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—a

Jiz jsme ukazali, ze lim z = a. PouZijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu a
Tr—a

soulinu funkci, ihned dostaneme tvrzeni z naseho prikladu.

Napriklad tedy plati

lim (2 =3z +1) =2 -3-2+1=-1.
2

T—r

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit

Priklad.

Vypoctéte limitu funkce

2t +222 -3
x5 — 3z + 22

vbodecha=—-1,b=1¢c=2ad=—c.

Nerovnosti v limitach

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

Vypoctéte limitu funkce
£(z) 2t 4222 -3
r) = ———
z3 — 322 + 2z

vbodecha=—-1,b=1¢c=2ad=—c.

Nejprve si vSimnéme, ze jmenovatel Ize rozlozit na kofenové Cinitele
3 2 _
z° — 32" + 2z = z(x — 1)(z — 2),

tudiz Dy = R\ {0,1,2}. Pro vypocet limity v bodé @ = —1 miiZzeme proto pouZzit
vétu o limité podilu,

: 4 2 _
lim f(z) = limy 4 2% + 227 — 3 —£:O.

z—a limg_,,23 —322+2z —6

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Dale, pred vypoltem limity v bodé d upravme vyraz pro f(z) nasledovné

4(14 2 _ 3 1 %_i
f(l’):x ( +I2 1;4) +m %

= I - —,

2 3, 2

2 (1-3+ %) l-2+2

Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame
1

i%f(x) =—00: 7 = —c%.

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Dale, pred vypoltem limity v bodé d upravme vyraz pro f(z) nasledovné

G EEONNSET B

_—_—nm = I .

3(1_3 4 2 _ 34 2
z (]‘ z + 12) 1 z + :c2
Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame

1
lim f(z) = o0+ 7 = —o0.

fz) =

Pro vypocet limit v bodech b a ¢ je vhodné upravit na soucin korenovych Ciniteld i
Citatel,

f(z) = (22 +3)(a2 ~1) (2 +3)(a—-D(e+1) (2> +3)(z+1)

= = ,T € Dy.
oz —1)(z - 2) 2(z —1)(z — 2) wz—2) T
TudiZ, opét pomoci predeslych vét,
. 8 . -
ilinb === -8, alﬂgmcf(:r) neexistuje.

Neexistence posledni limity plyne z nerovnosti jednostrannych limit,

21 21
Jin, J2) = (ro0) = 4o0, i f0) =5 (-o0) ==
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

752013/2014 25 /37



Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Graf funkce z posledniho prikladu

zt 4222 — 3
23 — 322 + 2z’

f(z) = Dy =R~ {0,1,2}

y = f(z)

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Véta o limité slozené funkce

P¥ipomenme pojem slozeného zobrazeni.

Definice:

Jsou-li f: A — B ag: B— C zobrazeni, definujeme sloZzené zobrazeni
gof:A— C predpisem
(90 f)(z) = g(f(2))

pro vsechna

z € Dyoy := {z € Dy|f(z) € Dy}.

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 27 /37



Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Véta o limité slozené funkce

P¥ipomenme pojem slozeného zobrazeni.

Definice:

Jsou-li f: A — B ag: B— C zobrazeni, definujeme sloZzené zobrazeni
gof:A— C predpisem
(90 f)(z) = g(f(2))

pro vsechna

z € Dyoy := {z € Dy|f(z) € Dy}.

Poznamka:
Tedy Dyoy C Dy. | v ptipadé, ze Dy # () a Dy # () mize nastat situace Dyor = (). J
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit

Véta (O limité slozené funkce):

Necht f a g jsou funkce, a, b, ¢ jsou prvky R a plati t¥i podminky
Q lim f(z) = ¢,
z—b

Q lim g(z) = b,

Nerovnosti v limitach

@ bud (3H,)(Vz € DyN H, ~ {a})(g(z) # b) nebo (b € Dy a f(b) = ¢).

Potom li_r>n flg(z)) = c.

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Ukazte rovnost




Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

Ukazte rovnost (1
Tzm M =
x—0 €T

Pouzijeme vétu o limité slozené funkce na:

In(1+ =z

° g :ln(l—l—x)% az—0,
x

o vnéjsi funkei je f(z) =lnz a b=,

e vnit¥ni funkci je g(z) = (1 +2)* a a =

0.

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT)
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit

Priklad.

Ukazte rovnost
. In(1+2)
lim ———=

x—0 €T

=1.

Nerovnosti v limitach

Pouzijeme vétu o limité slozené funkce na:
1
. n(1l+ x)
x
o vnéjsi funkei je f(z) =lnz a b=,

:ln(l—l—x)% az—0,

o vnitin{ funkef je g(z) = (1+2)* a a = 0.
Ovéfme predpoklady véty:
Q lim f(z) =limIn(z) =1=r¢,
z—b T—e

1 = 1 %: =
(2] ;l_rgg(m) = ilir%)(l + ) e=",
Q@ b=cc Df=Dy, =(0,+0), f(b) =lne=1.
Tudiz

lim (f o g)(z) = 1.

z—0

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Dokazte




Vlastnostni funkci Limita funkce

Priklad.

Dokazte 5 _q
lim &= —1.
x—0 €T

Vlastnosti limit

Nerovnosti v limitach

VyuZijeme znalosti limity z pfedchoziho pfikladu,

e —1 e"—1 e —1
r  Iner  In(1+er—1)
Ve vété o limité slozené funkce polozme
e vnéjsi funkci je f(z) = w0 =0

@ vnitini funkci je g(z) = e —1, a =0.

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

P¥iklad.
Dokazte

et —1
lim =
x—0 €T

1.

VyuZijeme znalosti limity z pfedchoziho pfikladu,

ez—l_ez—l e —1

r  Iner  In(14er 1)

Ve vété o limité slozené funkce polozme
e vnéjsi funkci je f(z) = ﬁ b=0
@ vnitini funkci je g(z) = e —1, a =0.
Ovéfme predpoklady véty:
. . x
O limflz) =l iy =1=¢
Q limg(z)=lime* —1=0=1b,
z—0

r—ra

@ b ¢ Dy, ale g(z) = e — 10 pro kazdé = # 0 = a.

Potom
lim (f 0 g)(2) = 1. fect
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Vlastnostni funkci

Limita funkce

Vlastnosti limit

Nerovnosti v limitach




Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Véta:
Necht existuji limity ilg}lf(x) a ;gr}l g(x). Pak plati dvé tvrzenf:
@ Pokud ilg}lf(:zz) < ilg}l g(z), potom existuje okoli H, bodu a takové, ze
pro viechna = € H, \ {a} plati f(z) < g(z).
@ Pokud existuje okoli H, bodu a takové, ze
pro viechna z € H, \ {a} je f(z) < g(x),

potom lim f(z) < lim g(z).
T—ra

T—a

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce

Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Podobné jako v pfipadé limit posloupnosti plati véta o limité seviené posloupnosti,
plati v pfipadé funkci i nasledujici véta:

Véta (O limité seviené funkce):
Necht pro funkce f, g, h a body a, c € R plati:
@ existuje okoli H, bodu a takové, ze pro kazdé z € H, \ {a} plati

f(z) < g(z) < h(z),
Q existuji liin flz) = ligl h(z) = c.

Potom existuje i limita lim g(z) a je rovna c.
T—a

fe
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1
Vypoctéte lim zsin —.
x—0 a8




Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

v s 1
Vypoctéte lim x sin —.
z—0 €T

oy wiw S S -
@ Ztejmé nelze pouZzit vétu o soucinu limit, limita hn%sm — totiZ neexistuje.
T—r T

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

v s 1
Vypoctéte lim x sin —.
z—0 €T

1
@ Ztejmé nelze pouZzit vétu o soucinu limit, limita hr%sm — totiz neexistuje.
T—r €T

@ OvSem nerovnost

1

f(z):=0< g(z) := |zsin x’ < |z| =: h(z)

plati pro libovolné z € R~ {0}.

fe
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

v s 1
Vypoctéte lim x sin —.
z—0 €T

1
@ Ztejmé nelze pouZzit vétu o soucinu limit, limita hn})sm — totiz neexistuje.
T—r €T

@ OvSem nerovnost

plati pro libovolné z € R ~ {0}.
@ Zvolime-li napf. H, = (—1,1) okolf bodu a = 0, pak
© nerovnost f(z) < g(z) < h(z) plati pro kazdé z € (—1,1) \ {0},
Q existuji lin%]f(x) = lir% h(z) =0.

1
zsin —
z

Podle véty o limité seviené funkce pak lim g(z) = lim =0.
z—0 T— %
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sin

= 1.

limsinz =0, limcosz=1, lim
z—0 z—0 z—0 I




Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

Ovétte .
sin x
= 1.

limsinz =0, limcosz=1, lim
z—0 z—0 z—0 I

@ Proz € (0, g) plati

1 . < T < 1 t

5 sine <o <5 tgw.

Porovnejte obsahy trojihelniku OAB, vysele
OAB a trojihelniku OAC.
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

Ovétte .
sin x

liIr(l)sin:vzo, lirr%)cosarzl, lim =1.

z— z— z—0 I

° Proxe(O,%) plati
1 . <1:<1t
— S1n — - .
g ST S5 o8t

Porovnejte obsahy trojihelniku OAB, vysele
OAB a trojihelniku OAC.

@ Funkce sin je lichd a tudiz

—|z| <sinz <|z|, z€ (—g E).
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

Priklad.

Ovétte .
sin x
= 1.

limsinz =0, limcosz=1, lim
z—0 z— z—0 I

@ Proz € (0, g) plati

i < ° < 1 t
5 sine <o <5 tgw.
Porovnejte obsahy trojihelniku OAB, vysele
OAB a trojihelniku OAC.

@ Funkce sin je lichd a tudiz

. T
—|z| <sinz <|z|, z€ (—§7§>

@ Potom lim sinz = 0. A z rovnosti
z—0

sin?z +cos?2z =1 pak i lim cosz = 1.
z—0

(Rozmyslete znaménko!)
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Vlastnostni funkci Limita funkce Vlastnosti limit Nerovnosti v limitach

@ Funkce sin i tg jsou liché a proto z nerovnosti

L <x<1t e(Oﬁ)
2smac 5 2g$, T ,

plyne nerovnost

1< — < ! ace(—z z)\{O}.

sinz  cosz’
Odtud ihned dostdvame hledanou limitu

. sinz
lim =1.
z—0 2

sin z
xr

Funkce je totiz kladna na jistém okoli nuly.
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