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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Spojitost

Definice:

Necht f je redlnd funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, Ze
funkce

o f je spojita v bodé a, pokud li_r>n f(z) = f(a).

fe

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 3 /21



Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Spojitost
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o [ je spojita v bodé a zprava, pokud lim+f(x) = f(a).
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fegenf rovnic Spojitost elementérnich funkef

Spojitost

Definice:

Necht f je redlnd funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, Ze
funkce

o f je spojita v bodé a, pokud li_r>n f(z) = f(a).
o [ je spojita v bodé a zprava, pokud lim+f(x) = f(a).
T—ra

o f je spojita v bodé a zleva, pokud l_i)rn_f(x) = f(a).
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fegenf rovnic Spojitost elementarnich funkcf

Spojitost

Definice:

Necht f je redlnd funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, Ze
funkce

o f je spojita v bodé a, pokud li_r>n f(z) = f(a).
o f je spojita v bodé a zprava, pokud lierf(x) = f(a).
T—ra

o f je spojita v bodé a zleva, pokud l_i)rn_f(x) = f(a).

Poznamka (¢ — 0 formulace spojitosti):
Je-li funkce definovana na okoli bodu a € Dy, pak a i f(a) € R a dostavame
alternativni definici:
@ Funkce f je spojitd v bodé a € Dy, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje § > 0
tak, Ze pro kazdé = € R spliujici |z — a| < § plati |f(z) — f(a)| < e.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fegenf rovnic Spojitost elementérnich funkef

Vlastnosti spojitych funkci

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Vlastnosti spojitych funkci

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Véta:
Funkce f je spojitd v bodé a € Dy, pravé kdyz je spojitd v bodé a zleva i zprava. J
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Vlastnosti spojitych funkci
Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Véta:
Funkce f je spojitd v bodé a € Dy, pravé kdyz je spojitd v bodé a zleva i zprava.

4

Véta:
Soucet a soucin dvou funkci f a g spojitych v bodé a je funkce spojitéd v bodé a.
Pokud navic g(a) # 0, pak podil % je funkce spojitd v bodé a.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fegenf rovnic Spojitost elementérnich funkef

Vlastnosti spojitych funkci
Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Véta:
Funkce f je spojitd v bodé a € Dy, pravé kdyz je spojitd v bodé a zleva i zprava.

Véta:
Soucet a soucin dvou funkci f a g spojitych v bodé a je funkce spojitd v bodé a.
Pokud navic g(a) # 0, pak podil % je funkce spojitd v bodé a.

Véta:
Budte g funkce spojitd v bodé a a f funkce spojitd v bodé g(a). Potom slozen4
funkce f o g je spojitd v bodé a.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Spojitost polynomti

Priklad.
V predchozi prednasce jsme ukazali, ze pro libovolné redlné a a libovolny polynom
P(z) plati

lim P(z) = P(a).

T—a

Kazdy polynom je proto spojitou funkci v kazdém bodé a € R.
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Zkoumejte spojitost funkece f(z) = z — | z].




Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Ptiklad.
Zkoumejte spojitost funkce f(z) =z — |z]. J

PYirozenym defini¢nim oborem funkce f je D; = R. Funkce f je spojitéd v kazdém
bodé a € R\ Z. V bodech a € Z je spojita zprava, ale ne zleva.

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT)
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fegenf rovnic Spojitost elementérnich funkef

Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nynf{
ho rozsifime na cely interval.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fegenf rovnic Spojitost elementérnich funkef

Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nynf{
ho rozsifime na cely interval.

Definice:
Funkce f je
@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a, b).
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fegenf rovnic Spojitost elementérnich funkef

Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nynfi
ho rozsifime na cely interval.

Definice:
Funkce f je
@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a, b).

@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé a je spojita zprava.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické FeSeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Spojitost na intervalu

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nynfi
ho rozsifime na cely interval.

Definice:
Funkce f je
@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a, b).
@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a, b)
a v bodé a je spojita zprava.
@ spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé b je spojita zleva.
© spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé
z € (a,b), v bodé a je spojitd zprava a v bodé b je spojita zleva.
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Definice a kriteria spojitosti

Numerické FeSeni rovnic

Spojitost elementarnich funkci




Definice a kriteria spojitosti Numerické ¥egeni rovnic Spojitost elementérnich funkef

Formulace problému

Radu problémi Ize formulovat jako hledani feeni rovnice
f(z)=0.

V této Casti ukadzeme jednoduchou postacujici podminku pro existenci reseni
takovéto rovnice a algoritmus hledajici aspon jedno z moznych feSeni.

Ptiklad.

Vypocdist numerickou hodnotu /2 znamen Yedit rovnici

f(z) =2 -2=0.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Véta (Metoda pileni intervalu):

Necht funkce f je spojitd na uzavfeném intervalu (a, b) a necht f(a) - f(b) <0
Potom existuje bod ¢ € (a, b) takovy, ze f(c) = 0.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Véta (Metoda paleni intervalu):

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b) a necht f(a) - f(b) < 0.
Potom existuje bod ¢ € (a, b) takovy, ze f(c) = 0.

Polozme a1 := a a by := b. Protoze znaménka f(a1) a f(b1) jsou riizna, nastane
pravé jedna ze tfi moznosti

0 j(4) ~o,
@ znaménka f(a1) a f (“£2) jsou riizn,

© znaménka f () a f(by) jsou riizna.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Véta (Metoda paleni intervalu):

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b) a necht f(a) - f(b) < 0.
Potom existuje bod ¢ € (a, b) takovy, ze f(c) = 0.

Polozme a1 := a a by := b. Protoze znaménka f(a1) a f(b1) jsou riizna, nastane
pravé jedna ze tfi moznosti

0 j(4) ~o,
@ znaménka f(a1) a f (“£2) jsou riizn,

© znaménka f () a f(by) jsou riizna.

Daéle postupujeme podle toho, kterad z téchto moznosti nastala:

© Hledanym bodem c je P a véta je dokazana.

@ Polozme as := a1 a by 1= %”1

@ Polozme ay 1= “Eb 3 by = 1.
2
Pokud nenastala prvni moznost, provedme stejnou Gvahu s as a by misto a; a%
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Timto zplisobem postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém z
krokl nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (‘“’T*b") = 0), pak je véta
dokazana.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Timto zplisobem postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém z

krokl nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (‘I”T*b"

) = 0), pak je véta
dokazana.

V opaéném p¥ipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,,), (b,) splfiujic

b—a

Qn, bn € <a7 b>7 a § A, S An41 < bn+1 S bn S b7 Fa

bn*an:

pro kazdé n € N.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Feeni rovnic Spojitost elementarnich funkci
Timto zplisobem postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém z

o . v . X . v antbn) _ . v
krokl nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (T) = 0), pak je véta
dokazana.
V opaéném p¥ipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,,), (b,) splfiujic

_b—a

anabne <a7 b>7 agangan+l < bn+1 S bng b7 bn*anfﬁa

pro kazdé n € N.
Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich kone¢né limity,
ap, — a a b, — B pti n — oo. Navic

foo= i = on) = o0, e

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, oznaéme ji ¢ := o = 8 € {(a, b).
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Definice a kriteria spojitosti Numerické ¥egeni rovnic Spojitost elementérnich funkef

Timto zplisobem postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém z
krokl nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (‘I”TH)") = 0), pak je véta
dokazana.

V opaéném p¥ipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,,), (b,) splfiujic

_b—a

anybne <a7 b>7 a§ angan+1 < bn+1 S bng b7 bnfanfﬁa

pro kazdé n € N.
Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich kone¢né limity,
ap, — a a b, — B pti n — oo. Navic

. . b—a
foo= i = on) = o0, e

=0.

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, oznaéme ji ¢ := o = 8 € {(a, b).
Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ a Heineho véty nyni plyne

n— o0 n— o0

Ale protoze vechny f(a,) maji rizné znaménko od f(b,,) mohou posledni %
rovnosti nastat pouze v pfipadé ze f(c¢) = 0.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Poznamka (Komentat k dikazu):
o Dikaz predchazejici véty se nazyva konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci
Cisla ¢, jsme dokazali jeho konstrukci.
@ Algoritmus pouzity v ditkazu se nazyvd metoda piileni intervalu a Ize ho
prakticky pouzit k hledanfi feseni rovnice f(z) = 0.
@ Algoritmus kontroluje i pfesnost vypoctu, v kazdém kroku iterace plati
nerovnosti a, < c<b,, n=1,2,3...
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Poznamka (Komentat k dikazu):
o Dikaz predchazejici véty se nazyva konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci
Cisla ¢, jsme dokazali jeho konstrukci.
@ Algoritmus pouzity v ditkazu se nazyvd metoda piileni intervalu a Ize ho
prakticky pouzit k hledanfi feseni rovnice f(z) = 0.
@ Algoritmus kontroluje i pfesnost vypoctu, v kazdém kroku iterace plati
nerovnosti a, < c<b,, n=1,2,3...

Disledek:
Bud f spojita funkce na intervalu J a necht plati f(z) # 0 pro vSechna = € J.
Potom pro vSechna = € J plati bud f(z) > 0 nebo f(z) < 0.

12 /21
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Definice a kriteria spojitosti Numerické ¥egeni rovnic Spojitost elementérnich funkef

llustrace metody pileni intervalu
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Definice a kriteria spojitosti Numerické ¥egeni rovnic Spojitost elementérnich funkef

llustrace metody pileni intervalu

=
=
8

flar) ===
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Definice a kriteria spojitosti Numerické ¥egeni rovnic Spojitost elementérnich funkef

llustrace metody pileni intervalu

f(az)

fla1)
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

llustrace metody pileni intervalu

f(b1)

f(b2)

f(az)

fla1)
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

llustrace metody pileni intervalu

f(b1)

f(b2)
f(az)
f(az)

fla1)
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Poznamka:

Predpoklad spojitosti v predeslé vété je podstatny. Jako priklad uvazme funkci

_ )L we(0,3),
f("”)‘{_l, e (L)

na intervalu (a, b) = (0, > Sice f(0) - f(1) = —1 < 0, ale neexistuje bod
z € (0,1) spliujici f(z) =

1¢——o :

1 x

| |
| |
| |
| |
4 4
l l
| |
| |
1 1

R e
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Dalsi dusledek

Véta:

Bud f funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud interval,
nebo jednoprvkova mnozina.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Dalsi dusledek

Véta:

Bud f funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud interval,
nebo jednoprvkova mnozina.

Diikaz.

f(J) je jednoprvkova mnozina pravé tehdy, kdyZz funkce f je konstantni. Ve zbytku
dikazu predpokladejme, Ze f neni konstantni.

T
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Definice a kriteria spojitosti Numerické ¥egeni rovnic Spojitost elementérnich funkef

Dalsi dusledek

Véta:

Bud f funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud interval,
nebo jednoprvkova mnozina.

Diikaz.

f(J) je jednoprvkova mnozina pravé tehdy, kdyZz funkce f je konstantni. Ve zbytku
dikazu predpokladejme, Ze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tfeba ukazat, Ze pro libovolné dva prvky
a, B € f(J), a# B, lezi viechna k mezi o a 8 také v f(J).

S
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Definice a kriteria spojitosti Numerické fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkci

Dalsi dusledek

Véta:

Bud f funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud interval,
nebo jednoprvkova mnozina.

Diikaz.

f(J) je jednoprvkova mnozina pravé tehdy, kdyZz funkce f je konstantni. Ve zbytku
dikazu predpokladejme, Ze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tfeba ukazat, Ze pro libovolné dva prvky
a, B € f(J), a# B, lezi viechna k mezi o a 8 také v f(J).

Jist& existuji a, b € J, f(a) = o, f(b) = f a BUNO a < b. Polozme

g(z) := f(z) — k. Funkce g je spojitd na (a,b), g(a) =a —k a g(b) = 8 — k jsou
nenulové s rozdilnym znaménkem. Podle véty existuje ¢ € (a, b) takové, ze

g9(c) =0, 4. f(c) = k. O
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Definice a kriteria spojitosti

Numerické feseni rovnic

Spojitost elementarnich funkei




Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R. I




Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R. J

Pfipomenme znamé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsinz=0 a limcosz=1.
z—0 z—0
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R. J

Pfipomenme znamé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsinz=0 a limcosz=1.
z—0 z—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati

sinz =sin ((z — a) + a)

sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkei

Priklad.

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

Pfipomenme znamé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsinz=0 a limcosz=1.
z—0 z—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati

sinz =sin ((z — a) + a)

= sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)

Tudiz podle véty o limité sloZené funkce a soucinu/souctu limit plati

lim sinz = 0 cos(a) + 1 - sin a = sin a.
r—a

CoZ ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky. %
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Dusledek:

Z posledniho prikladu a z véty o spojitosti podilu dvou funkci ihned plyne, Ze
funkce tg a cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

fe
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Definice a kriteria spojitosti Numerické feseni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.

Funkce e” je spojitd v kazdém bodé a € R, navic plati (vyuZijeme pozdéji)

X a
. et —e
lim ——— = e
r—a T — Q

fe
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.
Funkce e” je spojitd v kazdém bodé a € R, navic plati (vyuZijeme pozdéji)
et — @
lim —— = e°.
r—a T — Q
V minulé pfrednasce jsme odvodili vztah
xr
—1
lim == = 1.
x—0 €T

fe
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic

Priklad.

Funkce e” je spojitd v kazdém bodé a € R, navic plati (vyuZijeme pozdéji)

Spojitost elementarnich funkef

x a
. e"—e
lim —— = e“
r—a T — Q
V minulé pfrednasce jsme odvodili vztah
xr
.oet—1
lim —— =1.
x—0 €T

Podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkci plati

z a z—a
. et —e . e —1
lim ———— =lime* — =¢%-1=¢"
z—a T — Q T—a T — a
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.

Funkce e” je spojitd v kazdém bodé a € R, navic plati (vyuZijeme pozdéji)

x a
. e"—e
lim —— = e“
rx—a T — Q
V minulé pfrednasce jsme odvodili vztah
xr
.oet—1
lim —— =1.
x—0 €T

Podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkci plati

x a r—a
. et —e . e —1
lim ——— =lime* —— =¢%-1 = ¢e“
r—a T — Q r—ra Tr— Qa
Konecné
et —e?
lim e® —e® = lim —— - (z —a) = ¢*-0=0.
T—a r—a T — Q

Cili lim e* = e %
Tr—a
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Definice a kriteria spojitosti Numerické feseni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.
Funkce In je spojitad v kazdém bodé a € R a navic plati
In(z) —In(a) 1

lim ——— = —.
r—ra Tr— Qa a

fe
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.
Funkce In je spojita v kazdém bodé a € R a navic platf
In(z) —In(a) 1

lim ——— = —.
r—ra Tr— Qa a

V minulé pfednasce jsme odvodili vztah

lim M = 1.
x—0 €T
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic

Spojitost elementarnich funkef
Priklad.

Funkce In je spojita v kazdém bodé a € R a navic platf

lim In(z) —In(a) 1

T—a r— Qa _a,.

V minulé pfednasce jsme odvodili vztah

lim M = 1.
z—0 €T

Podobné jako v predchozim prikladu nynf

In(z) — 1 In 2 In(1+42— 1 1
limwzlim - = lim n( i ) 1=-.
T—a r—a T—a T — @ z—a a(%, ) a a

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT)
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkei

Priklad.
Funkce In je spojita v kazdém bodé a € R a navic platf
In(z) —In(a) 1

lim —— =
T—a Tr— Qa a

V minulé pfednasce jsme odvodili vztah

z—0 T

Podobné jako v predchozim prikladu nynf
| —1 In % In(1+Z%— 1 1
limwzhm nazlimuzf,lz,.
z—a zT—a e —a a—a a(%f ) a a

A konecné

) .. In(z) —In(a) o
;%ln(x)fln(a)fiﬂﬁ(xfa) —-0=0.

=%

Cili funkce In je spojitd v bodé a.
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Definice a kriteria spojitosti Numerické feseni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.
Funkce z™ je spojita pro kazdé n € N v kazdém bodé a € R, navic plati
n _

lim ———— = na
T—ra Tr— a

fe
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.
Funkce z™ je spojita pro kazdé n € N v kazdém bodé a € R, navic platf

n n
. T —a —
lim ——— = na” 1.
T—a T — a

Spojitost je zfejm4 (véta o spojitosti souinu spojitych funkci). Déle

z" —a” 1 1 2 2 1
= (z—a)(z" '+ 2" Pat -+ zd" P+ a" )
T—a T—a
— Z.n—l +xn—2a+_”+man—2 4 an—ll
n ¢lend
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Definice a kriteria spojitosti Numerické Fedeni rovnic Spojitost elementarnich funkef

Priklad.

Funkce z™ je spojita pro kazdé n € N v kazdém bodé a € R, navic platf

.ozt —a"
lim ———— = na
T—ra Tr— a

n—1

Spojitost je zfejm4 (véta o spojitosti souinu spojitych funkci). Déle

z" —a” 1 1 2 2 1
= (z—a)(z" '+ 2" Pat -+ zd" P+ a" )
T—a T—a
— xn—l + xn—Za N man—2 4 an—ll
n ¢lend
Tudiz n "
T a _
lim = nag" !
Tr—a Tr— a
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

752013/2014 21 /21



	Definice a kriteria spojitosti
	Numerické řešení rovnic
	Spojitost elementárních funkcí

