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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce

Definice:

Rekneme, e funkce f ma v bodé a € Dy
Q lokalni maximum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C Dy bodu a tak, ze

@ pro viechna z € H, plati f(z) < f(a),
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce

Definice:

Rekneme, e funkce f ma v bodé a € Dy
Q lokalni maximum,

@ lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C Dy bodu a tak, ze

@ pro viechna z € H, plati f(z) < f(a),
@ pro vsechna z € H, plati f(z) > f(a),
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce

I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Definice:
Rekneme, e funkce f ma v bodé a € Dy
Q lokalni maximum,

@ lokalni minimum,

@ ostré lokalni maximum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C Dy bodu a tak, ze
@ pro viechna z € H, plati f(z) < f(a),

@ pro vsechna z € H, plati f(z) > f(a),
pro vSechna z € H, \ {a} plati f(z) < f(a),
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Definice:

Rekneme, e funkce f ma v bodé a € Dy
Q lokalni maximum,
@ lokalni minimum,
@ ostré lokalni maximum,
@ ostré lokalni minimum,
pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C Dy bodu a tak, ze
@ pro viechna z € H, plati f(z) < f(a),
@ pro vsechna z € H, plati f(z) > f(a),
@ pro vsechna z € H, ~ {a} plati f(z) < f(a),
@ pro viechna z € H, \ {a} plati f(z) > f(a).
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce

I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v
bodé a neexistuje.

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT)
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v
bodé a neexistuje.

Dukaz.

Kdyby napf. f’(a) = lim M > 0, potom lze nalézt £ > 0 tak, ze pro

z—a T —a
viechna z € (a —e, a+¢) \ {a} plati

f(z) = f(a)

r—a

> 0.

V.
ANV
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v
bodé a neexistuje.

Dukaz.

Kdyby napf. f’(a) = lim M > 0, potom lIze nalézt ¢ > 0 tak, ze pro

T—a T —a
viechna z € (a — ¢, a+¢) \ {a} plati

f(z) = f(a)

r—a

> 0.

Tudiz
o f(z) > f(a) pro z € (a, a+¢),
o f(z) < f(a) proz € (a—e¢,a).
Funkce f tedy v a nema lokalni extrém. Podobné Ize postupovat v pripadé
f'(a) < 0. D,
e
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

y = ||

Priklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

Uvazme funkci f(z) := |z|. Funkce f m4 jisté ostré lokalni
minimum v bodé 0, ale jeji derivace v bodé 0 neexistuje.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

y = ||

Priklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

Uvazme funkci f(z) := |z|. Funkce f m4 jisté ostré lokalni
minimum v bodé 0, ale jeji derivace v bodé 0 neexistuje.

y

Priklad (Bod nulové derivace bez extrému).

u T)i=x 3 v & ulovou ivaci, _

Funkce := 23 ma v bodé 0 nulovou derivac y=1
f'(0) = 0, avsak nenabyva v ném lokalniho extrému. Je
dokonce rostouci na celém R. )
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce

Priklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

Uvazme funkci f(z) := |z|. Funkce f m4 jisté ostré lokalni
minimum v bodé 0, ale jeji derivace v bodé 0 neexistuje.

y

Priklad (Bod nulové derivace bez extrému).

u T) =2z - & ulovou ivaci,
Funkce : 3 mé v bodé 0 nulovou derivac

f'(0) = 0, avsak nenabyva v ném lokalniho extrému. Je
dokonce rostouci na celém R.

Poznamka:

Predchozi véta udava pouze podminku nutnou pro
existenci lokalniho extrému. Umoznuje nam tvrdit, kde
lokalni extrém nenastava.

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Extrém spojité funkce na uzavieném intervalu):

Funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a, b) nabyvd maxima a minima (tzv.
globalni extrém). Extrém mize byt pouze v krajnich bodech a, b a v bodech kde
je derivace rovna 0 nebo neexistuje.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce

Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I"'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Extrém spojité funkce na uzavieném intervalu):

Funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a, b) nabyvd maxima a minima (tzv.
globalni extrém). Extrém mize byt pouze v krajnich bodech a, b a v bodech kde

je derivace rovna 0 nebo neexistuje.

y=(z-1)(z-2)

- ol

—_
I\D<
8

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT)

Jako priklad uvazme funkci

flz) = (2= 1)(z—-2)

na intervalu (0, 2). Derivace je nulova v
bod& 2, porovnanim funkénich hodnot

f(0) =2, f(3/2)=—i, f2)=0

uzavirdme Ze globani maximum je v

bodé 0 s hodnotou 2 a globalni minimum
1

- % 3
je v bodé 5 s hodnotou —7. %

BI-ZMA ZS 2013/2014 6 /42



Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I"'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.

Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, ze
vystfihneme ze vsech Ctyr rohi stejné Ctverce. Krabicka bude mit vysku rovnou
strané tohoto Ctverce. Naleznéte délku strany ctverce, pti niz bude objem krabicky

nejvetsi.

L ]e

S f
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Priklad.

Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, ze
vystfihneme ze vsech Ctyr rohi stejné Ctverce. Krabicka bude mit vysku rovnou
strané tohoto Ctverce. Naleznéte délku strany ctverce, pti niz bude objem krabicky
nejvetsi.

N

Oznaéme stranu vystfihnutych ¢tverc symbolem z. Pro
objem krabi¢ky O(z) plati

8 O(z) = 2(8 — 21)(3 — 2z) = 42° — 2222 + 24u,

kde z € (0,3/2).

Derivace O(z) je nula pouze v bodech 3 a 2/3, ovSem
F-e pouze 2/3 € (0,3/2). V tomto bodé nastavd i maximum
O 0(2/3) = 200/27 cm?®, protoze O(0) = O(3/2) = 0.

— e
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.

Uzavfenost intervalu v predchozi vété je podstatna. Jako priklad uvazme funkci

1
r x—4

spojitou na otevieném intervalu J = (0,4). Tato funkce neméa na J ani maximum
ani minimum.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.

Uzavrenost intervalu v predchozi vété je podstatna. Jako priklad uvazme funkci

1 1
r x—4

spojitou na otevieném intervalu J = (0,4). Tato funkce neméa na J ani maximum
ani minimum.

Yy 1
Skute¢ng, plati totiz 1
lip f(z) = oo~ ; =+ |
Ay, ) =oo =g = oo, 1

i 1 0 41
At J) =g (oo = e |
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Extrém funkce

Véta o prirustku funkce

Dasledky pro vysetfovani pribéhu funkce
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Pozorovani: Pro ,péknou” funkci, majici v krajnich bodech jistého intervalu stejné
funkéni hodnoty, existuje uvnitf tohoto intervalu bod, kde ma jeji graf tecnu

rovnobéznou s osou z.
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Necht funkce f spliuje podminky




Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
@ f je spojitd na intervalu (a, b),

fe
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady
Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
@ f je spojitd na intervalu (a, b),
@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),
o
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
@ f je spojitd na intervalu (a, b),
@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),

Q f(a) = f(b).

I'Hospitalovo pravidlo

Piklady

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky

@ f je spojitd na intervalu (a, b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = 0.

fe
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
@ f je spojitd na intervalu (a, b),
@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = 0.

Dukaz.

Pokud je funkce f konstantni, Ize za ¢ volit libovolné &islo z intervalu (a, b).

s
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
@ f je spojitd na intervalu (a, b),
@ [ ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = 0.

Dukaz.

Pokud je funkce f konstantni, Ize za ¢ volit libovolné &islo z intervalu (a, b).

V pfipadé, ze f neni konstantni, je f((a, b)) = (A, B) uzavfeny interval (plyne ze
spojitosti f). Existuji tedy a, 8 € (a, b) tak, ze A = f(«) < f(B8) = B.

st
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
@ f je spojitd na intervalu (a, b),
@ [ ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = 0.

Dukaz.

Pokud je funkce f konstantni, Ize za ¢ volit libovolné &islo z intervalu (a, b).

V pfipadé, ze f neni konstantni, je f((a, b)) = (A, B) uzavfeny interval (plyne ze
spojitosti f). Existuji tedy a, 8 € (a, b) tak, ze A = f(a) < f(B8) = B.

Protoze f(a) = f(b) lezi alespon jeden z bodi «, 8 uvnitf (a, b). Oznaéme tento

bod ¢. Funkce f ma v bodé ¢ lokalni extrém, a proto f’'(¢) = 0. Skutecné, funkce

f ma totiz derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b). Ol
s
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

P¥irustek funkce f na intervalu (a, b) je f(b) — f(a). Lze ho odhadnout?

fe
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Lagrangeova, O prirustku funkce):

Necht funkce f spliuje podminky

fe
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Lagrangeova, O pfirustku funkce):
Necht funkce f spliuje podminky
Q f je spojitd na intervalu (a, b),

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Diisledky pro vysetfovani priibéhu funkce I"'Hospitalovo pravidlo Priklady
Véta (Lagrangeova, O prirustku funkce):
Necht funkce f spliuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a, b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

Potom existuje bod ¢ € (a, b) tak, Ze f/(c) = f_(bl)) :J;(a)_

fe
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo
Véta (Lagrangeova, O prirustku funkce):
Necht funkce f spliuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a, b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

Potom existuje bod ¢ € (a, b) tak, Ze f/(c) = f_(bl)) :J;(a)_

Piklady

Dikaz.
b) —
Polozme g(z) := f(z) — W(ZE — a).
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo

Véta (Lagrangeova, O prirustku funkce):
Necht funkce f spliuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a, b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

Potom existuje bod ¢ € (a, b) tak, Ze f'(c) = f_(bl)) :J;(a)_

Piklady

Dukaz.

Polozme g(z) := f(z) — W(:ﬁ — a). Tato funkce je spojitd na (a, b), ma

derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b) a navic g(a) = g(b) = f(a).

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014

v

A
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Extrém funkce Véta o pfirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (Lagrangeova, O prirustku funkce):
Necht funkce f spliuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a, b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

7(b) ~ f(a)

Potom existuje bod ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = —

Diikaz.
) —
Polozme g(z) := f(z) — W(:ﬁ — a). Tato funkce je spojitd na (a, b), ma

derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b) a navic g(a) = g(b) = f(a). Proto podle
Rolleovy véty existuje ¢ € (a, b) tak, ze

0=g(c) = (o) - LD =1D 0

v

A
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Extrém funkce

Véta o prirustku funkce

Disledky pro vySetfovani pribéhu funkce
I'Hospitalovo pravidlo

Priklady




Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem intervalu J nazveme
otevreny interval (a, b). Znatime ho J° = (a, b).

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I"'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem intervalu J nazveme
otevreny interval (a, b). Znatime ho J° = (a, b).

Véta:

Necht f je spojitd na itervalu J a necht pro kazdé z € J° existuje f'(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

TS
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem intervalu J nazveme
otevreny interval (a, b). Znatime ho J° = (a, b).

Véta:

Necht f je spojitd na itervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q (Vz € J°)(f'(z) = 0) = f je neklesajici na J,

st
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem intervalu J nazveme
otevreny interval (a, b). Znatime ho J° = (a, b).

Véta:

Necht f je spojitd na itervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q (Vz € J°)(f'(z) = 0) = f je neklesajici na J,
Q@ (Vz € J°)(f'(z) <0) = f je nerostouci na J,

st
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem intervalu J nazveme
otevreny interval (a, b). Znatime ho J° = (a, b).

Véta:

Necht f je spojitd na itervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q (Vz € J°)(f'(z) = 0) = f je neklesajici na J,
Q@ (Vz € J°)(f'(z) <0) = f je nerostouci na J,
Q (Vz € J°)(f'(z) > 0) = f je rostouci na J,

st
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priibéhu funkce

Monotonie funkce

Definice:

I'Hospitalovo pravidlo

Piklady

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem intervalu J nazveme

otevreny interval (a, b). Znatime ho J° = (a, b).

Véta:

Necht f je spojitd na itervalu J a necht pro kazdé z € J° existuje f'(z)

plati nasledujicich pét tvrzeni
Q (Vz € J°)(f'(z) = 0) = f je neklesajici na J,
Q (Vz € J°)(f'(z) <0)
Q (Vz € J°)(f'(z) > 0) = f je rostouci na J,
Q (Vz e J°)(f'(z) <0)

z) < 0) = f je nerostouci na J,

= f je klesajici na J,

. Potom

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Monotonie funkce

Definice:

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem intervalu J nazveme
otevreny interval (a, b). Znatime ho J° = (a, b).

Véta:

Necht f je spojitd na itervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni

Q@ (Vze J°)(f'(z) >0) = fje neklesajl'cf na J,

= f je rostouci na J,
f(=z

(
(F'(
(' (=) >
(£
(F'(2) =

>0)
0) = f je klesajici na J,
0)

= f je konstantni na J,

st
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Dikaz 1. tvrzeni, ostatni naprosto analogicky.

Budte 1,25 € J takova, ze z; < z». Podle Lagrangeovy véty o prirustku funkce
aplikované na interval (z;, 22) existuje ¢ € (z1, 22) tak, ze

f’(c) _ f(ﬂﬁz) _f(ml)

T2 — X1

Protoze ¢ € J°, je f'(¢) > 0. Tudiz

%20 = flm)=f(2) 20 = f(z) < f(zm). =

v

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelnd, pak o
tom zda roste/klesé rozhoduje znaménko jeji derivace.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelnd, pak o
tom zda roste/klesé rozhoduje znaménko jeji derivace.

UvaZme funkci

9
f(2) =22 — 92 + 122 — B

AN
1\2/96

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelnd, pak o
tom zda roste/klesé rozhoduje znaménko jeji derivace.

UvaZme funkci
9
f(2) =22 — 92 + 122 — B

pro jejiz derivaci plati

f(z) = 62° — 18z + 12
1\><2/ z =6(z—1)(z—2).

fe
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Konvexnost a konkavnost funkce

Definice:

Necht funkce f ma konecnou derivaci v bod& a € Dy. Pokud existuje okoli H,,
bodu a takové, Ze pro vsechna = € H, \ {a} lezi vSechny body (z, f(z)) nad
(resp. pod) te€nou funkce f v bodé a,

y = f(a) +f'(a)(z — a),

pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Konvexnost Konkavnost
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Konvexnost Konkavnost

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT)
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta:

Necht funkce f je spojitd na intervalu J a diferencovatelna na intervalu J°.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta:
Necht funkce f je spojitd na intervalu J a diferencovatelna na intervalu J°.
@ Pokud je f kladnd na J°, pak je funkce f konvexni v kaZzdém bod& J°.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta:

Necht funkce f je spojitd na intervalu J a diferencovatelna na intervalu J°.
@ Pokud je f” kladnd na J°, pak je funkce f konvexni v kazdém bodé& J°.
o Pokud je f” z&porna na J°, pak je funkce f konkavni v kaZzdém bodé J°.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I"'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta:
Necht funkce f je spojitd na intervalu J a diferencovatelna na intervalu J°.
o Pokud je f” kladna na J°, pak je funkce f konvexni v kazdém bodé J°.

o Pokud je f” z&porna na J°, pak je funkce f konkavni v kaZzdém bodé J°.

Diikaz (Konvexni varianta): Podle pfedchozi véty vime, Ze f’ je rostouci na J.
Bud a € J° libovolny. Pokud

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I"'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta:
Necht funkce f je spojitd na intervalu J a diferencovatelna na intervalu J°.
o Pokud je f” kladna na J°, pak je funkce f konvexni v kazdém bodé J°.

o Pokud je f” z&porna na J°, pak je funkce f konkavni v kaZzdém bodé J°.

Diikaz (Konvexni varianta): Podle pfedchozi véty vime, Ze f’ je rostouci na J.
Bud a € J° libovolny. Pokud

e z € J, x> a, potom podle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (a, z) takové, ze

f(z) =f(a) + f'(c)(x — a) > f(a) + f'(a)(z — a).

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta:
Necht funkce f je spojitd na intervalu J a diferencovatelna na intervalu J°.
o Pokud je f” kladna na J°, pak je funkce f konvexni v kazdém bodé J°.

o Pokud je f” z&porna na J°, pak je funkce f konkavni v kaZzdém bodé J°.

Diikaz (Konvexni varianta): Podle pfedchozi véty vime, Ze f’ je rostouci na J.
Bud a € J° libovolny. Pokud

e z € J, x> a, potom podle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (a, z) takové, ze

f(z) =f(a) + f'(c)(x — a) > f(a) + f'(a)(z — a).

e z € J, x < a, potom existuje ¢ € (z, a) takové, Ze
f(z) = f(a) + f'(c)(z — a) > f(a) + f'(a)(z — a),
protoze nyni x — a < 0 a f'(¢) < f'(a). %%
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I"'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Inflexni body, asymptoty

Definice:

Necht f je spojitd v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 6 > 0 takové, Ze f je konvexni na intervalu (¢ — 4, ¢) a konkavni na
intervalu (¢, ¢ + 9), nebo naopak.

fe
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Inflexni body, asymptoty

Definice:

Necht f je spojitd v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 6 > 0 takové, Ze f je konvexni na intervalu (¢ — 4, ¢) a konkavni na
intervalu (¢, ¢+ d), nebo naopak.

Definice:
o Rekneme, e funkce f ma v bodé a asymptotu z = a, pravé kdyz lim+f(9:)
Tr—a

nebo lim f(z) existuje a je rovna +0o nebo —oo.
T—ra—

/G
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Inflexni body, asymptoty

Definice:

Necht f je spojitd v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 6 > 0 takové, Ze f je konvexni na intervalu (¢ — 4, ¢) a konkavni na
intervalu (¢, ¢+ d), nebo naopak.

Definice:
o Rekneme, e funkce f ma v bodé a asymptotu z = a, pravé kdyz lim+f(9:)
Tr—a
nebo lim f(z) existuje a je rovna +0o nebo —oo.
T—ra—

o Rekneme, e pfimka y = kz + ¢ je asymptotou funkce f v 400, resp. v —oo,
kdyz

lim (f(z) — kz — q) = 0 resp. IHIEIOO (f(z) — kz — q) = 0.

T—r00

/G
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Poznamka:

Ma-li byt pfimka y = kz + g asymptotou funkce f v 400, pak nutné

Q@ 0= lim JM: lim M—kaproto

T—00 an z—+o0 I

= T S
r—+o0 I

@ Podobné
g= lim f(z)— ks,

T—r—+00

kde k jsem spocetli v predchozim bodu.

fe
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Nalezné&
eznéte asymptoty funkce f(z) = M
o1 + 1.




Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.
2%+ 2

=—T° 11
w—1]

Naleznéte asymptoty funkce f(z)

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a linla f(z) = +o0. Tudiz pfimka z =1 je
z—14
asymptotou f v bodé 1.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.

2
2
Naleznéte asymptoty funkce f(z) = |:E +1| +1
x —

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a lil’{l f(z) = +o0. Tudiz pfimka z =1 je
rz— 14
asymptotou f v bodé 1.
@ Hledejme asymptotu v +o0,

242 1
PR T A CO N, x2+ 4o =1,
rz—+oco T T—+00 T4 — T X
242 2
g= lim f(z)—kz= lim s +1—-1-z= lim +x—|—1:2.
z—+00 z—+oo  — 1

z—+o0 x — 1

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.
2%+ 2

1.
w—1]

Naleznéte asymptoty funkce f(z) =

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a liI{I f(z) = +o0. Tudiz pfimka z =1 je
z—14
asymptotou f v bodé 1.

@ Hledejme asymptotu v +o0,
242 1
b= tim 29— i vty
rz—+oco T T—+00 T4 — T X
242 2
g= lim f(z)—kz= lim s +1—-1-z= lim +x—|—1:2.
z—400 z—+oo x — 1 z—+o00 1 — 1
@ Podobné, pro asymptotu v —oco mame
2+2 1
e dim Doy T2
T——00 I T——00 —L% — I T
. o z?42
=t g0t SR (e
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

N
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,
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

y = f(z)
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

y = f(z)

roste

4x

y=[(z)= —m

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Disledky pro vySetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Pribéh funkce

Poznamka:

P¥i vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Pribéh funkce

Poznamka:

P¥i vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Pribéh funkce

Poznamka:

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,

periodicita),
@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekoneénech,
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce

Pribéh funkce

Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Poznamka:

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekoneénech,

@ existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a glob3lni extrémy,

fe
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Pribéh funkce

Poznamka:
P¥i vySetfovani priibéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),
spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekoneénech,

existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a glob3lni extrémy,

©0 ©

existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,

fe
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Pribéh funkce

Poznamka:

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekoneénech,

existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a glob3lni extrémy,

existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,

000 O

na zakladé téchto vysledkd nadrtneme graf funkce f.

fe
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Extrém funkce

Véta o prirustku funkce

Dasledky pro vysetfovani pribéhu funkce
I'Hospitalovo pravidlo

Priklady




Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (I’'Hospitalovo pravidlo):
Necht pro funkce f a ¢ a bod a € R plati

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (I’'Hospitalovo pravidlo):
Necht pro funkce f a ¢ a bod a € R plati
Q lim f = lim g = 0 nebo lim |g| = +o0

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo

Véta (I’'Hospitalovo pravidlo):
Necht pro funkce f a ¢ a bod a € R plati
(1) liénf = liing = 0 nebo lign|g| =400
Q existuje okoli H, bodu a spliujici H, \ {a} C D;q N Dy )y,

Piklady

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2013/2014
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Véta (I’'Hospitalovo pravidlo):
Necht pro funkce f a ¢ a bod a € R plati
Qo lignf = h}zng = 0 nebo li£n|g| = 400
Q existuje okoli H, bodu a spliujici H, \ {a} C D;q N Dy )y,

/
Q existuje lim = .
a g

!
Potom existuje limi a platf limJ—c = lim Ji
a g a g ay

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Ptiklad.
Vypoctéte limitu
arcsin(x)
a—0  sin(z)

Pomoci I'Hospitalova pravidla

. 1
arcsmi(x) I'H. ,. V1—1z2
lim 4 =" lim YT = 1.
-0  sin(z) 5—0 cos(z)
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.
Vypoctéte limitu
arcsin(x)
im ———=
a—0  sin(z)

Pomoci I'Hospitalova pravidla

. arCSin(:E) 'H. .. V122
lim ———~2 = lim Y% =
-0  sin(z) 5—0 cos(z)

Priklad.

Vypoctéte limitu lim zIn(z).
£—>0+

Nejprve musime vyraz upravit do tvaru kdy lze aplikovat I'Hospitalovo pravidlo.

1 , 1
lim zln(z) = lim n(z) 2 lim - = lim (—z) =0.

z—04 z—04 % z—04 — z—04 %
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Vypoctéte limitu




Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.
Vypoctéte limitu

T

T—+o00 IQ ’

Nyni je tfeba I'Hospitalovo pravidlo pouzit dvakrat,
T T xr

. I'H. . I'H. .
lim —- = lim — = lim — = +4oo.
r— 400 1,‘2 T— 400 2:1: r— 400 2

fe
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Extrém funkce Véta o piirustku funkce Diisledky pro vygetfovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady
o o e . -
Priklad (Dilezitost predpokladi).

P¥i pouziti I'Hospitalova pravidla je nutné zkontrolovat predpoklady. Slepym
pouzitim formule miZeme dostat Spatny vysledek:

. 2z+sin(z) 1 ;. 24cos(z) 2 .. —sin(z)
lim ————= = lim ———= = lim ———~ = 1.
g—oo x +sin(z)  z—oo 1+ cos(z) oo —sin(z)
Chyba v tomto vypoctu je dvojnasobna:
@ Neni splnén 2. ani 3. predpoklad |'Hospitalova pravidla.
@ Limita nalevo od 2 viibec neexistuje. Nema tedy smysl pokracovat ve
vypoctu.

Limitu Ize snadno spodist bez |'Hospitalova pravidla,

. 2z +sin(z) 24 an(x)
lim —— = lim ——2%—- =2
z—00 I + 51n(m) T—00 1 4 sin(x)
xr
Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Ptiklad (Bludny kruh).

V nésledujicim pfipadé sice vSechny predpoklady plati, ale ani opakované pouziti
nevede k cili

er+e P rH .. eT—e T H . eTte”

—_— = 1 1 —_—
z—o0 ¥ — e % z—o00 e¥ 4+ e~ % z—o0 ¥ — e %

Po druhém pouziti dostaneme stejny vyraz s kterym jsme zacinali.

Tuto limitu miZeme snadno spoditat bez pouziti I'Hospitalova pravidla,

e . 14e
lim ——— = lim — =
t—o00 e — e~ %  z—ooo | — e 2%
b
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Extrém funkce

Véta o prirustku funkce

Dasledky pro vysetfovani pribéhu funkce
I'Hospitalovo pravidlo

P¥iklady




Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Pribéh exponencialy a logaritmu

Ptiklad.
Vysettete pribéh funkce f(z) = e*. J

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I"'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Pribéh exponencialy a logaritmu

Ptiklad.
Vysettete pribéh funkce f(z) = e*. J

Protoze f'(z) = f"(z) > 0 pro kazdé z € R je funkce f(z) rostouci a konvexni na
celém R. Asymptota funkce existuje pouze v —oo a jeji pfimkou je y = 0.

_/ ; %
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Vysetrete priibéh funkce f(z) = Inz.




Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad.
Vysetrete priibéh funkce f(z) = Inz. J

Nyni Dy = (0,400) a f'(z) =1 > 0a f/(z) = —% <0 pro kazdé z > 0. Tudiz f
je rostouci a konkavni, jedinou asymptotou je pfimka =z = 0.

y=Inzx

lim Inz =400
rx—+00

lim Inz = —c0
z—04

fe
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Vysettete priibéh funkce f(z) = v/322 — 3.




Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Ukazkovy priklad

Priklad.
Vysettete priibéh funkce f(z) = v/322 — z3. J

@ Odmocnina je lich4, tedy Dy = R. Praselik s osou y je f(0) = 0. Praseciky s
osou T jsou reSenim rovnice

fz)=0 & 22B-12)=0 < x=0amn=23

Odtud ihned plyne, Ze funkce nemiize byt suda, lichd ani periodicka (ve vSech
téchto pripadech by muselo byt priseéikem i z = —3).

fe
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Ukazkovy priklad

Priklad.
Vysettete priibéh funkce f(z) = v/322 — z3.

@ Odmocnina je lich4, tedy Dy = R. Praselik s osou y je f(0) = 0. Praseciky s
osou T jsou reSenim rovnice

fz)=0 & 22B-12)=0 < x=0amn=23

Odtud ihned plyne, Ze funkce nemiize byt suda, lichd ani periodicka (ve vSech
téchto pripadech by muselo byt priseéikem i z = —3).
@ Funkce je spojitd na celém R. Zkoumejme existenci asymptot v o0,

k= lim @: lim 13/§—1:—1,
z—t+oo I z—r300 x

g= lim (f(z)—ks)= lim V/322—-23+z=1

T—F00 z—+o00

P¥imka y = —z + 1 je tedy asymptotou v +00 i —o0. %
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo

© Pro derivaci funkce f plati

2z —g?
(312713)2/3 ’ T 7é 05 33

f/(.Z') = —0Q, Tr= 33

neexistuje, 1z =0.

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 7S 2013/2014

Piklady
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

© Pro derivaci funkce f plati

22— 122
(Bz2—g)2/3> T 7é Oa 3a

f/(.Z') = —0Q, Tr= 33

neexistuje, 1z =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

© Pro derivaci funkce f plati
2
(;),Z%Z,Wa z#0,3,

f/(.Z') = —0Q, Tr= 33

neexistuje, 1z =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,40)
znaménko f’ - + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa

fe

752013/2014 37 / 42

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA



Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

© Pro derivaci funkce f plati

2
(;),Z%Z,Wa z#0,3,
f/(x) =4 —o0, T =3,

neexistuje, 1z =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,40)
znaménko f’ - + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokdIni minimum v bodé 0 (f(0) = 0)
a maximum v bodé 2 (f(2) = V/4).

fe
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

© Pro derivaci funkce f plati

2
(;),Z%Z,Wa z#0,3,
f/(x) =4 —o0, T =3,

neexistuje, 1z =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,40)
znaménko f’ - + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokdIni minimum v bodé 0 (f(0) = 0)
a maximum v bodé 2 (f(2) = V/4).

Navic ze spojitosti na R a z limit lirszl f(z) = Foo plyne Hy =R.
T—r L 00

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

@ Pro druhou derivaci v bodech z #£ 0,3 dostavame

21.—4/3

f”(x) = m

Znaménko zavisi pouze na znaménku jmenovatele (Citatel je kladny),

interval (—00,0) (0,3) (3,400)

znaménko f”' - - +

konkavni  konkavni konvexni

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce

Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce

I'Hospitalovo pravidlo

@ Nyni mizeme nacrtnout graf funkce f.

Y

® |ok. maximum
® |ok. minimum
® inflexni bod

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT)

BI-ZMA

ZS 2013/2014

Piklady
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Extrém funkce Véta o pHrustku funkce Diisledky pro vySettovani priibéhu funkce I'Hospitalovo pravidlo Piklady

Priklad.

Tuhost T tramu s obdélnikovym priifezem je Gmérna soucinu jeho Sitky
(horizontalni rozmér) w a treti mocniné tloustky (vertikalni rozmér) ¢. P¥i jakych
rozmérech |ze dosdhnout nejvétsi tuhosti tramu, mame-li k dispozici strom o
kruhovém prirezu s polomérem R?

Parametrizujme trdm pomoci parametru z podle obrazku:

R

~

Kalvoda & Vasata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014 40 / 42



Tedy w =2z a t = 2v/R? — 22. Uvazujeme 2z = w € (0, 2R), resp. z € (0, R).




Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Tedy w =2z a t = 2v/R? — 22. Uvazujeme 2z = w € (0, 2R), resp. z € (0, R).
TudiZ pro tuhost tramu plati

T(a:):c-w-t3:24-c-x(R2—x2)3/2.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Tedy w =2z a t = 2v/R? — 22. Uvazujeme 2z = w € (0, 2R), resp. z € (0, R).
TudiZ pro tuhost tramu plati
T(z) = c-w-t3:24-c-:1:(R2—x2)3/2.

Hleddme extrém této funkce, derivaci je

T'(z) =2"c- ((R2—x2)3/2—3x2~\/R2 —:c2> =24 ¢c.\/R2 - 22. (R2—4x2).

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Tedy w =2z a t = 2v/R? — 22. Uvazujeme 2z = w € (0, 2R), resp. z € (0, R).
TudiZ pro tuhost tramu plati

T(z) = c-w-t3:24-c-:1:(R2—ac2)3/2.
Hleddme extrém této funkce, derivaci je

T'(z) =2"c- ((R2—x2)3/2—3:172~\/R2 —fc2> =24 ¢c.\/R2 - 22. (R2—4x2).

Nulovym bode derivace je bod z, = g. Funkci T vySetfujeme pouze na intervalu

(0, R). Vidime, Ze na intervalu (0, g) funkce T roste na intervalu (g , R) klesa.
V bodé x, tudiz nastava lokalni maximum. Pro extremalni rozméry tramu plati

w, =22, =R a t.=2R?—12=+3R.

fe
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad (Elementarni metoda nejmensich ctverci).

Necht je zadano n Cisel aq, ag, ..., a, € R. Naleznéte z € R tak, aby soucet
kvadrati odchylek x od kazdého a;, 7+ =1,2,...,n, byl minimalni.
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Extrém funkce Véta o prirustku funkce Dusledky pro vySetfovani priib&hu funkce I'Hospitalovo pravidlo Ptiklady

Priklad (Elementarni metoda nejmensich ctverci).

Necht je zadano n Cisel aq, ag, ..., a, € R. Naleznéte z € R tak, aby soucet
kvadrati odchylek x od kazdého a;, 7+ =1,2,...,n, byl minimalni.

Oznaéme

i=1
Pro derivaci plati (derivujeme soucet)
n / n n
/
F@) = Ye=a?) =3 (r-a)?) = > 2z a).
i=1 i=1 i=1

Regenim rovnice f'(z) =0 je z. = L 3°7 | a;. Protoze f”(z) = 2n > 0 nastava

bodé z, minimum funkce f. "
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