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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Poznamka:
Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Nejjednodussim
zplsobem, a to tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresini f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n + 1 vzorkovacich bodi z; = =1+ 2 -4, i =0,1,...,n,
@ vypoctéme vzorky f(z;), i =0,1,...,n,

@ spojme sousedni body (z;, f(z;)) a (wx1, f(2i+1)), i=0,1,...,n—1,
pfimkou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci mrizku dostatecné hustou.
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Poznamka:
Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Nejjednodussim
zplsobem, a to tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresini f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n + 1 vzorkovacich bodi z; = =1+ 2 -4, i =0,1,...,n,
@ vypoctéme vzorky f(z;), i =0,1,...,n,

@ spojme sousedni body (z;, f(z;)) a (wx1, f(2i+1)), i=0,1,...,n—1,
pfimkou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci mrizku dostatecné hustou.
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Poznamka:
Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Nejjednodussim
zplsobem, a to tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresini f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n + 1 vzorkovacich bodi z; = =1+ 2 -4, i =0,1,...,n,
@ vypoctéme vzorky f(z;), i =0,1,...,n,

@ spojme sousedni body (z;, f(z;)) a (wx1, f(2i+1)), i=0,1,...,n—1,
pfimkou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci mrizku dostatecné hustou.
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Poznamka:
Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Nejjednodussim
zplsobem, a to tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresini f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n + 1 vzorkovacich bodi z; = =1+ 2 -4, i =0,1,...,n,
@ vypoctéme vzorky f(z;), i =0,1,...,n,

@ spojme sousedni body (z;, f(z;)) a (wx1, f(2i+1)), i=0,1,...,n—1,
pfimkou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci mrizku dostatecné hustou.
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Poznamka:
Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Nejjednodussim
zplsobem, a to tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresini f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n + 1 vzorkovacich bodi z; = =1+ 2 -4, i =0,1,...,n,
@ vypoctéme vzorky f(z;), i =0,1,...,n,

@ spojme sousedni body (z;, f(z;)) a (wx1, f(2i+1)), i=0,1,...,n—1,
pfimkou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci mrizku dostatecné hustou.
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

@ Spojit dva body v roviné pfimkou je jednoduché. P¥imka je totiz jednoznacné
zadana dvéma body.
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@ Spojit dva body v roviné pfimkou je jednoduché. P¥imka je totiz jednoznacné
zadana dvéma body.

o Misto p¥imky (linedrni funkce y = ax + b) se Casto vyuziva polynom( tfetiho
stupné, y = az> + bz? + cz + d. Polynom 3. stupné je, na rozdil od linearni
funce, jednoznacné zadan Ctyfmi parametry. Jak je volit?
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@ Spojit dva body v roviné pfimkou je jednoduché. P¥imka je totiz jednoznacné
zadana dvéma body.

o Misto p¥imky (linedrni funkce y = ax + b) se Casto vyuziva polynom( tfetiho
stupné, y = az> + bz? + cz + d. Polynom 3. stupné je, na rozdil od linearni
funce, jednoznacné zadan Ctyfmi parametry. Jak je volit?

o Jako demonstrativni priklad si ukazeme zpiisob ja interpolovat kfivku mezi
¢tyfmi predem zadanymi body (které jsme mohli ziskat napf. vzorkovanim
predem dané funkce).
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Body spojime tfemi kubickymi polynomy y = fo(z) = apz® + bo2® + coz + dp a
podobné pro y = fi(z), y = fo(z). Tj. je tfeba uréit 12 neznamych.
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Chceme, aby krivka byla ,,co nejhladSi*. Zrejmym pozadavkem tedy je
Jo(m) = yo, fo(m) = film) = y1, filme) = fa(22) = 32 @ fo(w3) = y3. J
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Dale pozadujeme, aby na sebe kfivky navazovaly se stejnym sklonem, tj.
f5(x1) = fi(m) a fi(z2) = f3(x2), a konvexitou/konkavitou fJ'(z1) = f{’(z1) a
1(22) = 5/ (z2).

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 5/ 37




Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Y
]
RN
’ N
/ ~
’ N
o /, \\\ 2
[/*/l)(l)/,/ //:}LI(I) \\\\ ///
4 4 oy
R4 oo Y= flx)
7
4
4
4
4
[
20 1 L2 3 z

fé(l’o) a fo(ws).

Dale mizeme po uZivateli pozadovat predepsani sklonl na krajich, tedy hodnoty J
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

llustracni priklad

y = sin(z)
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llustracni priklad

y = sin(z)
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llustracni priklad

y = sin(z)
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llustracni priklad

y = sin(z)
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Pro funkci f spojitou na intervalu J feste rovnici

f(z) = 0.




Interpolace: Splines Separace kofenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Uloha

Pro funkci f spojitou na intervalu J feSte rovnici

f(a) = 0.

Metoda

@ V lvahu pripadd metoda plleni intervalu. Tj. musime nalézt podintervaly
(a, b) C J tak, ze f(a) - f(b) < 0. Algoritmus puleni intervalu vzdy da aspon
jeden koten, v intervalu (a, b) jich vS8ak miZe byt vice.

@ Je vhodné koreny separovat, Cili nalézt pro néj interval (a, b) tak, Ze v ném
uz dalsi kofen nelezi.
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Ur&ete pocet redlnych kotendl polynomu f(z) = 25 — 5z + 2 a separujte je.
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Priklad.

Urlete polet redlnych kofenii polynomu f(z) = 2° — 5z + 2 a separujte je. J

Resime tedy rovnici
f(z)=2° —524+2=0.

Defini¢nim oborem funkce f je celé R, funkce f je spojitd na R. Limity v krajnich
bodech jsou

5 2
. . 5 2 A\
xhr_n f(x) xhr_n T (1 o + x5>

5 2
= lim #° - lim (1—3344— )z—oo~1:—oo.

T——00 T——00 x°

lim f(z) = (analogicky) = +oo0.

r—+00
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Interpolace: Splines Separace kofenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Prvni derivaci funkce f je

fl(z) =52 =5 =5(z* —1) =5(z* + 1)(2® = 1) = 5(z* + 1)(z — 1)(z + 1).
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Interpolace: Splines Separace kofenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Prvni derivaci funkce f je
fl(z) =52 =5 =5(z* —1) =5(z* + 1)(2® = 1) = 5(z* + 1)(z — 1)(z + 1).

Shrnujeme, ze
@ pro z € (—oo, —1) je f'(z) > 0, tudiz na tomto intervalu f roste,
e pro z € (—1,1) je f'(z) <0, tudiz na tomto intervalu f klesa,
@ pro z € (1,400) je f'(z) > 0, tudiz f na tomto intervalu roste
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Prvni derivaci funkce f je

fl(z) =52 =5 =5(z* —1) =5(z* + 1)(2® = 1) = 5(z* + 1)(z — 1)(z + 1).

Shrnujeme, ze
@ pro z € (—oo, —1) je f'(z) > 0, tudiz na tomto intervalu f roste,

@ pro z € (—1,1) je f'(x) < 0, tudiz na tomto intervalu f klesa,
@ pro z € (1,400) je f'(z) > 0, tudiz f na tomto intervalu roste

Proto
@ v bodé —1 je lokalni maximum s hodnotou f(—1) = 6,
@ v bodé 1 je lokdlni minimum s hodnotou f(1) = —2.
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Prvni derivaci funkce f je
fl(z) =52 =5 =5(z* —1) =5(z* + 1)(2® = 1) = 5(z* + 1)(z — 1)(z + 1).

Shrnujeme, ze
@ pro z € (—oo, —1) je f'(z) > 0, tudiz na tomto intervalu f roste,
@ pro z € (—1,1) je f'(x) < 0, tudiz na tomto intervalu f klesa,
@ pro z € (1,400) je f'(z) > 0, tudiz f na tomto intervalu roste
Proto
@ v bodé —1 je lokalni maximum s hodnotou f(—1) = 6,
@ v bodé 1 je lokdlni minimum s hodnotou f(1) = —2.

Jelikoz lilin f(z) = £oo uzavirdme, ze v kazdém z intervali
T—>L OO

(—OO,—1>, <_1a1>v <17+OO)

lezi pravé jeden kofen. Rovnice ma pravé 3 koreny. Protoze navic f(—2) < 0 a
f(2) > 0, Ize pro metodu pileni intervalu pouZit intervaly

(=2,-1), (-1,1), (1,2). %
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Vypoctéte treti odmocninu z kladného realného Cisla c. I
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Priklad.
Vypoctéte treti odmocninu z kladného realného disla c. J

o Jak zadani vyresit mame-li k dispozici kalkulator umoznujici pouze scitat,
nasobit a délit &isla?
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Priklad.

Vypoctéte treti odmocninu z kladného realného disla c. J

o Jak zadani vyresit mame-li k dispozici kalkulator umoznujici pouze scitat,
nasobit a délit &isla?

o Tato otazka miZze vyvstat v praxi: mame-li zjistit jak velky ma byt polomér
kulového tankeru o daném objemu V, dostdvame r = .3/% V. Pro krychli

dostaneme délku hrany rovnou a = v/ V.
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Oznaéme hledanou tfeti odmocninu symbolem z, tj. z = ¥/c.
Ekvivalentn& to znamena Yesit rovnici 2% = c.
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Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Oznaéme hledanou tfeti odmocninu symbolem z, tj. z = ¥/c.
Ekvivalentn& to znamena Yesit rovnici 2% = c.

3 — ¢, je nami hledané &islo = Fe$enim rovnice

f(z) =0.

e Oznadime-li f(z) ==
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Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Oznaéme hledanou tfeti odmocninu symbolem z, tj. z = ¥/c.
Ekvivalentn& to znamena Yesit rovnici 2% = c.

e Oznalime-li f(z) := 2® — ¢, je ndmi hledané &islo = FeSenim rovnice

f(z)=0.

@ Tuto bychom se mohli pokusit fesit ndm jiZ zndmou metodou plleni intervalu
(jaké dva poc&atedni body byste zvolili?). Nyni si viak ukaZeme dalsi zpisob,

tzv. Newtonovu metodu.
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Newtonova metoda

Myslenka Newtonovy metody spoéivéd v konstrukci posloupnosti (z,,) aproximujici
feseni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

y=f(z)
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Newtonova metoda

Myslenka Newtonovy metody spoéivéd v konstrukci posloupnosti (z,,) aproximujici
feseni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

Q@ Je dano z,. y = f(x)
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Newtonova metoda

Myslenka Newtonovy metody spoéivéd v konstrukci posloupnosti (z,,) aproximujici
feseni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

Q Je déno z,. y=f(z)
@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,

y = f(wn) Jrf/(in) (= z0).
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Newtonova metoda

Myslenka Newtonovy metody spoéivéd v konstrukci posloupnosti (z,,) aproximujici
feseni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

Q Je déno z,. y=f(z)
@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,

y = f(wn) Jrf/(in) (= z0).

|

|

|

|

|

o v v . |

© Prisecik teCny s osou x necht je l Toi1

dalsi ¢len posloupnosti,

Tptl = Tp — m
n
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Newtonova metoda

Myslenka Newtonovy metody spoéivéd v konstrukci posloupnosti (z,,) aproximujici
feseni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

Q Je ddno z,.
@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,
Y= f(‘Ln) Jrf/(in) (r— xn)~

© Prisecik teCny s osou x necht je
dalsi ¢len posloupnosti,

Tptl = Tp — f/(ZL' )
n

@ Opakuj s z,11 misto z,. %

752013/2014 14 /37

8

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA



Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Z predchoziho obrazku se mize zdat, Ze vSe je jasné. Avsak:

Poznamka (Otazky):
@ Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?
@ Ma rovnice f(z) = 0 vibec feseni?
e Konverguje takto zkonstruovana posloupnost (,)?
o Co kdyz f'(z,) = 0 pro néjaké n € N?
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Z predchoziho obrazku se mize zdat, Ze vSe je jasné. Avsak:

Poznamka (Otazky):
@ Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?
@ Ma rovnice f(z) = 0 vibec feseni?
e Konverguje takto zkonstruovana posloupnost (,)?
o Co kdyz f'(z,) = 0 pro néjaké n € N?

Odpovédi na tyto otazky se v obecném ptipadé nebudeme zabyvat. Vratme se k
nasemu konkrétnimu pfipadu s tfeti odmocninou, kde uvidime jak na nékteré z

nich odpovédét.
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Shrnuti

Je déno ¢ > 0 a funkce f(z) = 2® — c¢. Newtonova metoda tudi? dava rekurentni
vztah

. '—m—f(mn)—a:—x?‘_c—2a:+ c
n+1 -— In fl(mn) — 4n 31:7% —3 n 3$2~

n

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Shrnuti

Je ddno ¢ > 0 a funkce f(z) = 3 — c. Newtonova metoda tudi? dava rekurentni
vztah

. ‘_x_f(mn)_x_mg—c_2x+ c
n+1 -— In fl(l'n) — 4n 31‘% —3 n 3$2~

n

V nasem pripadé si Ize snadno vSimnout, ze:

o Funkee f je prosta, f((0,400)) = (—¢,400) a tudi? existuje pravé jedno
kladné Feseni rovnice f(z) = 0.

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Shrnuti

Je ddno ¢ > 0 a funkce f(z) = 3 — c. Newtonova metoda tudi? dava rekurentni
vztah Fo) 5
Ty Ty —c 2 @
Z =, ——— =%, — —— = =X, + —.
an " f(zn) " 3x2 37" 3x2

n

V nasem pripadé si Ize snadno vSimnout, ze:
o Funkee f je prosta, f((0,400)) = (—¢,400) a tudi? existuje pravé jedno
kladné Feseni rovnice f(z) = 0.

o Konverguje-li posloupnost (z,,) ke kone¢né kladné limité a, potom
g _ 2 n c _ 2 n c
O e Tt T 3" T 32 ) T 30T 3
Tudiz a je hledané Feseni,

a®>=c¢, mnebo f(a)=0.

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Véta (Vlastnosti (2,,)):

Bud ¢ > 0 a (z,) posloupnost kladnych realnych &isel spliiujici rekurentni vztah
2

C v
Tntl = 5%n + 55, Pro vSechna n € N.
3 3z2
Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Véta (Vlastnosti (2,,)):
Bud ¢ > 0 a (z,) posloupnost kladnych realnych &isel spliiujici rekurentni vztah
2 @ .
Tparil = §x” + @, pro vSechna n € N.

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.

Dukaz.

Polozme g(z) := %x—i— 52z pro z > 0. VySetfenim pribéhu zjistime, ze g(z) > /¢, kde
rovnost nastiva pravé tehdy, kdyz z = /c. Tudiz:

Tee

Kalvoda & Vagata (FIT EVUT) BI-ZMA 752013/2014 17 / 37



Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Véta (Vlastnosti (2,,)):
Bud ¢ > 0 a (z,) posloupnost kladnych realnych &isel spliiujici rekurentni vztah
2 @ .
Tparil = §x” + @, pro vSechna n € N.

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.

Dukaz.

Polozme g(z) := %x—i— 52z pro z > 0. VySetfenim pribéhu zjistime, ze g(z) > /¢, kde
rovnost nastiva pravé tehdy, kdyz z = /c. Tudiz:

@ Pokud 21 = ¥¢, potom z, = &c pro viechna n € N.

Tee
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Véta (Vlastnosti (2,,)):
Bud ¢ > 0 a (z,) posloupnost kladnych realnych &isel spliiujici rekurentni vztah
2 @ .
Tparil = gxn + @, pro vSechna n € N.

Potom tato posloupnost konverguje ke konecné kladné limité.

Dukaz.

Polozme g(z) := 2z + ==z pro x > 0. VySetfenim priibéhu zjistime, ze g(z) > {/c, kde
rovnost nastiva pravé tehdy, kdyz z = /c. Tudiz:

@ Pokud 71 = /¢, potom z,, = /¢ pro viechna n € N.

@ Pokud z1 > /¢, potom z, > ¥c pro libovolné n € N. Navic posloupnost (z,) je
klesajici:

cfa:z
Tn+1 — Tp = 322 < 0,
n

a zdola omezen3 &islem &/c. Tudiz je konvergentni s kone¢nou limitou.

S
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Véta (Vlastnosti (2,,)):
Bud ¢ > 0 a (z,) posloupnost kladnych realnych &isel spliiujici rekurentni vztah
2 @ .
Tparil = gxn + @, pro vSechna n € N.

Potom tato posloupnost konverguje ke konecné kladné limité.

Dukaz.

Polozme g(z) := 2z + ==z pro x > 0. VySetfenim priibéhu zjistime, ze g(z) > {/c, kde
rovnost nastdva pravé tehdy, kdyz z = /c. Tudiz:

@ Pokud 71 = /¢, potom z,, = /¢ pro viechna n € N.
@ Pokud z1 > /¢, potom z, > ¥c pro libovolné n € N. Navic posloupnost (z,) je

klesajici:
3
Cc—
Tn+1 — Tp = 31727 < Ov
a zdola omezen3 &islem &/c. Tudiz je konvergentni s kone¢nou limitou.
@ Pokud 0 < 1 < /¢, pak 22 > /¢ a mlzeme pouzit predchozi bod. O
Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2013/2014
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Disledek (Odhad chyby):

Bud (z,,) posloupnost popsand v predeslé vété. Potom plati

0< Tpt1 — Ve <2(zp — Tny1), pron=2,3....

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti

Disledek (Odhad chyby):

Bud (z,,) posloupnost popsand v predeslé vété. Potom plati

0< Tpt1 — Ve <2(zp — Tny1), pron=2,3....

Diferencialni rovnice

Dukaz.

Z predeslé véty vime, Ze pro n = 2,3, ... jisté plati </¢ < ®, 11 < z,,. Potom pro

tato n plati i

0< In+1—% = _2xn+1+3$n+1_% = —21‘n+1+2$n+% = \3/E < 2(acn—xn+1).
I

<0

O
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Duasledek (Odhad chyby):

Bud (z,,) posloupnost popsand v predeslé vété. Potom plati

0< Zpy1 — Ve <2(xy —Tpy1), pron=23....

Dukaz.

Z predeslé véty vime, Ze pro n = 2,3, ... jisté plati /¢ < z,41 < z,,. Potom pro
tato n plati i

c
0< Zpp1—¥ec= -2z, 1+3T,1—c= —2xn+1+2xn+ﬁ — e < 2(zp—Tnt1).
n

——
<0
L]

Poznamka:

Toto je pro praktické Gcely velmi dilezZity vysledek. Pomoci dvou naposledy
vypoctenych ¢lend posloupnosti mizeme odhadnout chybu mezi poslednim ¢lenem
a skuteénou hodnotou /¢ (tu nezndme!) a tim dodrzet pozadovanou pfesnost.
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Shrnuti

@ Posloupnost (z,,) zadana rekurentné vztahem

c
T+l = = Tn + n €N,

3 322’

n

konverguje pro libovolné zvolené kladné z; k &islu /c.

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Shrnuti

@ Posloupnost (z,,) zadana rekurentné vztahem

c
T+l = = Tn + n €N,

3 322’

n

konverguje pro libovolné zvolené kladné z; k &islu /c.

@ Chybu mezi z,, a skute¢nou hodnotou /¢ Ize odhadnout pomoci poslednich
dvou napoctenych clend:

0< zpy1 — Ve<2(xp— 1), n=23,....

Tato informace ndm umoziuje vypocet zastavit po dosazeni pozadované

presnosti.
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

llustrace iterace (v/7, 36 cifer)

Clen posloupnosti Hodnota

1 7.0

T2 4.71428571428571428571428571428571429
x3 3.24784642966461148279330097511915694
T4 2.38643130490037593935668895758001112
x5 2.00066641679591817635777458039226767
T 1.91672239561208699369932626267864600
g 1.91293867672049370288664833049651171
X8 1.91293118280174664702280424145842154
Ty 1.91293118277238910119956738659641893
Z10 1.91293118277238910119911683954876030
N4 1.91293118277238910119911683954876028

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

llustrace iterace (v/7, 36 cifer)

Clen posloupnosti Hodnota

1 7.0
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Poznamka:

Na predchozim vypoctu lze pozorovat, ze od 6. iterace se pocet spravnych cifer
priblizné zdvojnasobuje. Tento efekt nazyvame kvadratickou konvergenci a
presné ho pro nasi posloupnost formulujeme nize. Diikaz nyni jiz vynechame.

Véta:
Je-li ¢ >1az; > /c, pak pro kazdé n € N plati

Tn41 — % S (xn - \3/5)2

Je-li tedy chyba n-tého &lenu naptiklad 10~°, pak chyba dal$iho &lenu je jiz pouze

10191
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Interpolace: Splines

Separace koreni

Newtonova metoda: Priklad

Newtonova metoda: zaludnosti

Diferencialni rovnice




Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Priklad.

Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) = 2° —2* — 2+ 2s
pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé zni
T —zk— 3, +2

Srt—4dz3 -1

Tn+1 = Tn —
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti

Priklad.
5

Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) = z° —
pocatecnim bodem z; = 2.

Diferencialni rovnice

zr—z+4+2s

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé zni
T —zk— 3, +2

Srt—4dz3 -1

Tn+1 = Tn —

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti

Priklad.
5

Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) = z° —
pocatecnim bodem z; = 2.

Diferencialni rovnice

zr—z+4+2s

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé zni
T —zk— 3, +2

Srt—4dz3 -1

Tn+1 = Tn —

Kalvoda & Vagata (FIT CVUT) BI-ZMA
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti

Priklad.

Diferencialni rovnice

Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) = 2° —2* — 2+ 2s

pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé zni
T —zk— 3, +2

Srt—4dz3 -1

Tn+1 = Tn —

/ T4 X3 T2 T1
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti

Priklad.

Diferencialni rovnice

Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) = 2° —2* — 2+ 2s

pocatecnim bodem z; = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé zni
T —zk— 3, +2

Srt—4dz3 -1

Tn+1 = Tn —

/ s T4 X3 T2 T1
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti

Priklad.

Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) = z° —
pocatecnim bodem z; = 2.

Diferencialni rovnice

zr—z+4+2s

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v
tomto pripadé zni

Y
T —zk— 3, +2
Z = Tn —
P T TR a3 — 1
n Tp,
1 2.

2 1.6595744680851063

3 1.3729685700681316

4 1.0686067391904803

/

5  —0.5293373794223353 / >_%/
H

6 169.52057927559713 / '

7 135.65665311569666
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Rozpad

Ptiklad.

Pokud okamzitd zména veli¢iny y primo imérné zavisi na aktudlni hodnoté
veliciny y, pak jeji vyvoj je popsan rovnici

y' (1) =vy(t), w(0) = v, (1)

kde « je konstanta mérnosti a yy pocatecni hodnota.

Lemma:

Jedinym feSenim dlohy z ptedchoziho pFikladu je y(t) = yoet.

Povsimnémé si, ze

/
t
Zgj((t)) =7y = (lny(t))/ =5 = Inylt)=~t+k.
Tudiz y(t) = 7% = K - 7!, kde konstantu K je tfeba dopoditat z poééteén%
podminky.
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

V zavislosti na hodnoté redlného parametru v mohou nastat tfi kvalitativné
rozdilné pripady:

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Oscilace

Ptiklad.

Vzdalenost od rovnovazné polohy télesa o hmotnosti
m > 0, které je pripevnéno k pruziné o tuhosti £ > 0, v
Case je popsana funkci z : R — R jez spliuje

mz"(t) = —kz(t), z(0) =, 2'(0)=wo. (2)

(tzv. Newtonlv pohybovy zikon).

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Lemma:
Regeni dlohy (2), tedy
mz”(t) = —kz(t), =z(0) =, z'(0)= vy,
je pravé jedno,
x(t) = 19 cos(wt) + % sin(wt), tEeR,
w

kde w = /k/m.

Zkoumanou rovnici Ize prepsat do tvaru
2 () + w?z(t) = 0.

Dosazenim a vyuzitim znalosti derivaci funkci sin a cos snadno ovéfime, ze udané
z(t) skutedné tuto rovnici fesi. Lze ovéfit, Ze toto feSeni je pro dané zp a vy jediné

mozné. %
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Numerické Yeseni (aneb NDSolve)

Poznamka (Diskretizace):

Pro A > 0 polozme t;, := A -k, k=0,1,2,.... Podobné ozna¢me funkéni
hodnoty fi = f(x)-

f(t)

—

A

th—1 tr T t

P¥iblizné vyjadreni derivace funkce f v bodé #:

fl(tk) fk+1A fk. § %:
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Uloha
Reste y/(1) = f(y(1)), ¥(0) = yo.

Zvolme parametr A > 0. UkdZeme si dvé metody:

@ (Eulerova) P¥ibliznym vyjadfenim derivace a pouzitim f(yi) misto f(y(¢)) na
pravé strané dostaneme

w =f(yr), tedy yry1 = ye + A f(yr)

Nebot je yo = y(0) ddno, mizeme nyni rekurentné vypoditat viechna
nasledujici y;. Pro mald A lze olekévat, ze aspon prvni ¢leny budou blizko
skute¢ného Feseni.

@ (Centralni Eulerova) Od Eulerovy metody se li$i pouze Gpravou pravé strany

rovnice:
Yet1 — Yo _ f Yk + Yr+1
A 2 '

Pozor! Tato rovnice ,implicitné zadava" yx1 pomoci yi. V obecném pripadé
nemusi jit explicitné vyresit.
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Poznamka:

@ Numerickych metod je velmi mnoho. Kazda miize na daném problému davat
riizné presné vysledky.

@ Sofistikovanéjsi metody napf. i méni velikost A v kazdém , kroku".

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Priklad.

Porovnejte numerické feseni (pomoci Eulerovy metody) dlohy

se skute¢nym FeSenim y(t) = e*t.

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Priklad.

Porovnejte numerické feseni (pomoci Eulerovy metody) dlohy

se skute¢nym FeSenim y(t) = e*t.

Odvozeni rekurentniho vztahu je v tomto pfipadé snadné,

VLTV gy k=002, w=1,

cili
yk+1:yk+2Ayk7 k=0,1,2,..., yp=1

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: P¥iklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

40 1 A=0.1 .

30 1 A =02 . .

10 t T
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Priklad.
Porovnejte numerické feseni tlohy
y'(H) +y(t) =0, y0)=1, ¥ (0)=1,

se skutednym FeSenim y(t) = cos(t) + sin(¢).

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferenciélni rovnice

Priklad.

Porovnejte numerické feseni tlohy

y'(t)+y(t) =0, y(0)=1, ¢(0)=1,

se skuteénym YeSenim y(t) = cos(t) + sin(t).

Nejprve musime Glohu upravit do tvaru kdy Ize aplikovat nase dvé metody.
Zavedme z(t) tak, ze z(t) = y'(t). Potom dloha znf

y'(t) = a(t), y(0) =1,
' (t) = —y(1), 2(0) = 1.

Pro A > 0 je nyni potfeba konstruovat soubézné dvé posloupnosti (z,,) a (y,).

fe
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Interpolace: Splines Separace korenii

Pro porovnani:

Newtonova metoda: Pfiklad

Newtonova metoda: zaludnosti Diferencialni rovnice

2'(t) = —y(t), z(0) =1,
y'(t) = z(t), y(0) = 1.
Euler
Rekurentni vztah:
Tpt1 = T — A - Yg, T =1,
Yk+1 = Yo + A - 3, Yo = 1.
Centralni Euler
Nyni Ize rekurenci explicitné vyjadrit, po Gpravach dostavame
1 A2
xk+1—@(<1—7)xk—Ayk), 20 =1
A2
Ykl = @ (Aﬂvk I <1 = T) yk) ; Yo = 1.

V.
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Newtonova metoda: Pfiklad Newtonova metoda: zaludnosti Diferencialni rovnice

Interpolace: Splines Separace korenii
B
.

y = sin(t) + cos(t)

41t A=02
A=0.1 :
A =0.04 :

Eulerova metoda .
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Interpolace: Splines

Separace korenii

Newtonova metoda: Pfiklad

Newtonova metoda: zaludnosti

Diferencialni rovnice
y=sin(t) +cos(t) A=0.1
24
Y10 f 15/ 20 1
14
h S
-2 4

Poznamka (Centralni Euler):

@ Tento vypocet je proveden pomoci Centralni Eulerovy metody.

@ Vysledek je vyrazné lepsi nez v pripadé Eulerovy metody! Samotna Eulerova
metoda se v praxi nepouziva.
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