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Uvod

Tento dokument doplnuje slidy k prednasce predmétu BI-ZMA. Slidy slouzi primarné
jako doplnék k prezentaci a nehodi se ke studiu ¢i tisku. Slidy zejména neobsahuji
vysvétlujici komentafe prednasejictho a mohou byt proto bez téchto podplrnych
informaci nejasné az matouci. V tomto textu je uvedeno vSe co na slidech, navic s
dalsimi dodate¢nymi informacemi. Na zac¢atku tohoto dokumentu je uveden seznam
symbolt. K zjednoduseni hledani ve vytisténém dokumentu je konci dokumentu k
dispozici rejstrik pojmu.

Tento tvod je dobrym mistem na sezndmeni ¢tenare s historii vyuky Matema-
tické analyzy na FIT. Predmét BI-ZMA byl po zrodu fakulty nejprve vyucovan pod
vedenim prof. Ing. Edity Pelantové, CSc. (KM FJFI). Poté predmét prevzali Ing.
Tomas Kalvoda, PhD. a doc. RNDr. Jaroslav Milota, CSc. V aktudlnim semestru
je druhym prednasejicim Ing. Daniel Vasata. Tyto poznadmky, a pojeti prednéasky
vibec, jsou vysledkem tohoto postupného vyvoje.

Pro vétsi prehlednost je predkladany text clenén do definic, vét, dikaz a pri-
kladu. Definice a véty jsou Cislovany pribézné v celém dokumentu. Konec prikladu
je oznacen symbolem /. Konec dikazu oznacujeme symbolem [J.
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Seznam symboll

= definice, symbol na levé strané je definovan vyrazem na strané pravé
S priblizné vyjadieni na konecny pocet desetinnych mist
AP konjunkce
N e disjunkce
S implikace
2 S P ekvivalence
L velky (obecny) kvantifikdtor
T existenc¢ni kvantifikator
P existuje praveé jedno
{a,byc} oo mnozina obsahujici prvky a, b a c
{2 € M|P(x)} oovieii mnozina vsech x z M splijici P(z)
xEM, x @M ... prvek z nélezi/nendlezi mnoziné M
A C B A je podmnozinou B
e prazdna mnozina
AU B sjednoceni mnozin A a B
A B prunik mnozin A a B
AN B o rozdil mnozin A a B
A X B o kartézsky soucin mnoziny A a B
PA) mnozina vSech podmnozin mnoziny A
N ={1,2,3,. ..} mnozina prirozenych éisel
No={0,1,2,...} cooii mnozina prirozenych ¢isel s nulou
/P mnozina celych ¢isel
Q mnozina racionalnich ¢isel
R mnozina realnych ¢isel
R o rozsifend mnozina realnych cisel
Ry nezdpornd realnd ¢isla, tj. (0, +00)
R kladnd redlnd ¢isla, tj. (0, +00)
€ mnozina komplexnich ¢isel
22 dolni celd ¢ast redlného z
272 horni celd ¢ast realného x
() U otevieny interval, nebo uspoiddand dvojice, podle kontextu
(D) uzavieny interval
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Heo(€) e e-okoli bodu a
HE(E)y Hy () v pravé, levé e-okoli bodu a
Hioo(@), Hooo(Q) wovrii i a-okoli bodu +o0, —o0
1 P x je vrelaci R sy
i A= B zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B
Dy oo defini¢ni obor zobrazeni f
Hy oo obor hodnot zobrazeni f
il D e zuzeni zobrazeni f na mnozinu M
FOM) obraz mnoziny M pFi zobrazeni f
FTHM), foa(M) oo vzor mnoziny M pri zobrazeni f
K= slozené zobrazeni
A o identické zobrazeni na mnoziné A
Tl inverzni zobrazeni
(@n)S% 1, (An)neNy (An) e redlnd ciselnd posloupnost
00 limita posloupnosti
nc;)oo
Z e P ¢iselnd rada
k=
Jl;il;,ll FT) e limita funkce f v bodé a
Hm f(Z) o limita funkce f v bodé a zprava
I-)a_i'_
xlﬂé{ F(Z) limita funkce f v bodé a zleva
FHa) derivace funkce f v bodé a
Tg oo Taylortiv polynom stupné n se stfedem v bodé a
Roya oo zbytek po n-tém Taylorové polynomu
W@+ v e e e e e e e e Peantv tvar zbytku
S Jf@)de oo neurdity integral funkce f
J (f flr)de oo Riemanniv uréity integral funkce f na intervalu (a,b)
L0, f) oo integralni soucet funkce f pri rozdéleni o
G ™~ bn asymptoticky ekvivalentni posloupnosti
O(@n) v posloupnost s horni asymptotickou mezi a,
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Kapitola ¢. 1

Zakladni pojmy a uvod

Usporadané dvojice; kartézsky soucin; relace; ekvivalence; usporadani; zobra-
zeni; realnd funkce redlné proménné; zizeni zobrazeni; obraz a vzor mnoziny;
slozené zobrazeni; vlastnosti zobrazeni; identické zobrazeni; inverzni zobrazeni;
vlastnosti mnoziny redlnych cisel; absolutni hodnota; aritmetickd posloupnost;
geometrickd posloupnost; faktorial; kombinac¢ni ¢islo; binomicka véta; polynom;
mocniny; odmocniny; exponenciala; logaritmus; trigonometrické funkce.

V této kapitole predpokladame, Ze ¢tendr je jiz sezndmem se zakladnimi mnozino-
vymi operacemi, zpusoby zaddni mnozin (vyctem, vlastnosti) a orientuje se mezi
¢iselnymi mnozinami (pfirozend, celd, raciondlni). Mnoziné redlnych ¢isel se budeme
podrobnéji vénovat v této kapitole.

1.1 Relace

Relace formalizuje pojem ,vztahu* mezi dvéma objekty. Nejprve si zavedeme pojem
usporadané dvojice.

Definice 1: Jsou-li z a y prvky (néjakych mnozin), zavedeme symbol (z,y) pro
jejich usporadanou dvojici. Jsou-li (z,y) a (u,v) dvé usporddané dvojice, pak
definujeme rovnost mezi usporadanymi dvojicemi nasledovné,

(z,y) = (u,v) <d:ef> r=uay=uo.

Podobné definujeme usporadanou n-tici (1, x, ..., Ty).

Vsimnéte si, ze {x,y} je mnozina shodnd s {y,z}, kdezto usporadané dvojice
(z,y) a (y,z) nejsou stejné (obecné). Presto lze usporddanou dvojici zavést pouze
pomoci mnozinovych pojmi, napt. dvojici (x,y) lze ztotoznit s mnozinou {z, {z,y}}.

Definice 2: Necht A a B jsou mnoziny. Symbolem A x B oznacujeme mnozinu vsech
uspotradanych dvojic tvaru (z,y), kde z € A a y € B. Tedy symbolicky

Ax B:={(z,y)|z € Aay e B}.

Mnozina A x B se nazyva kartézsky souc¢in mnozin A a B.



1. ZAKLADNI POJMY A UVOD RELACE

Kartézsky soucin byl pojmenovan na pocest René Descarta (latinsky Renatus
Cartesius, francouzsky matematik, 1596 — 1650). Operace X mezi mnozinami je
nekomutativni, tedy mnozina A x B je obecné riizna od B x A.

Priklad: Uvazme A = {1,2,3} a B = {a,b}. Potom

Ax B=/{(1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)},
B x A={(a,1), (a,2), (a,3), (b1), (b,2), (b,3)}. A

V kartézském soucinu A x B jsou tedy vSechny mozné usporadané dvojice (a,b),
a € A, b € B. Pokud chceme mezi prvky mnozin A a B zavést jisty vztah, pak
musime vybrat jen nékteré usporddané dvojice.

Definice 3: Relace R mezi mnozinami A a B je libovolné podmnozina kartézského
soucinu A x B.

Je-li A = B, mluvime o relaci na mnoziné A. Je-li (z,y) € R, pak iikdme Ze z
a y jsou v relaci R a zkricené tento fakt zapisujeme xRy.

Relace R je sama mnozinou. Mezi relacemi tedy mtzeme provadét standardni
mnoZzinové operace. Specialné vzdy existuje tzv. prazdnd relace ) C A x B (prvky A
a B spolu nijak nesouvisi).

Priklad: Uvedme rtiznorodé priklady relaci:

1. Ozna¢me symbolem P(A) mnozinu vsech podmnozin mnoziny A. Této mnoziné
se Fik& poten¢ni mnozina, proto pismeno P. Na mnoziné P(A) zavedeme relaci
R4 takto:

xRy &L xcv

2. Rekneme, ze piimky p a ¢ v roviné jsou v relaci Ro, pravé kdyz p a ¢ jsou
rovnobézné.

3. Rekneme, 7e pifmky p a ¢ v roviné jsou v relaci Rs, pravé kdyz p a ¢ jsou
kolmé.

4. Na mnoziné vsech studentd FIT CVUT zavedeme relaci podle data jejich na-
rozeni. Rekneme, ze dva studenti jsou v relaci Ry, jestlize maji narozeniny ve
stejny den.

5. Na mnoziné N definujeme relaci mRsn, pravé kdyz m déli n. A
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1. ZAKLADNI POIMY A UVOD EKVIVALENCE, USPORADANI A ZOBRAZENT

1.2 Ekvivalence, usporadani a zobrazeni

Nakladenim dalsich pozadavkt na vlastnosti relaci dostavame tti dilezité a nejcastéji
pouzivané typy relaci: ekvivalence, uspordadani a zobrazeni. Pro dalsi vyklad bude
zejména dllezité zobrazeni. S dalsimi typy relaci se ¢tenar podrobnéji seznami v
predmétu BI-MLO. Relace déle nachazaji uplatnéni v relacnich databazovych sys-
témech (BI-DBS). Usporaddnim se budeme podrobnéji zabyvat v kapitolce 9.1. Pro
uplnost nyni rozeberme relaci typu ekvivalence.

Definice 4: Rekneme, Ze relace R na mnoziné M je ekvivalence, pravé kdyz spl-
nuje nasledujici tfi vlastnosti

1. (reflexivita): pro kazdé = € M plati 2Rz,

2. (symetrie): pro kazdé z,y € M plati, ze pokud xRy pak i yRz,

3. (tranzitivita): pokud pro z,y,z € M plati 2Ry a yRz, pak plati i zRz.
Priklad: Pro relace zavedené vyse plati:

1. R1 neni ekvivalenci, neni totiz symetricka, je ale tranzitivni a reflexivni.

2. Ra je ekvivalenci.

3. Rs3 neni ekvivalenci, protoze neni ani reflexivni ani tranzitivni, je ale symet-
ricka.

4. Ry je ekvivalenci.
5. Rs neni ekvivalenci, protoze neni symetricka, je ale tranzitivni a reflexivni.

Pojem ekvivalence vyjadiuje ,stejnost“ ¢i ,podobnost® mezi objekty. A

Definice 5: Necht R je ekvivalence na mnoziné M a x je libovolny prvek M. Sym-
bolem R[z] oznacujeme mnozinu vSech prvku y € M R-ekvivalentnich s z. Struénéji,

Rlz] = {y € M | 2Ry}.

Mnozina R|[z] obsahuje aspori x a nazyva se t¥ida ekvivalence uréend prvkem
x.

Plati, Ze pro kazdé dva prvky =,y € M je bud R[z] = R[y], nebo R[z]R[y] = 0.
Mnozinu M je pak mozno zapsat jako sjednoceni disjunktnich t¥id ekvivalence.
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1. ZAKLADNI POIMY A UVOD EKVIVALENCE, USPORADANI A ZOBRAZENT

Priklad: Uvazime-li relaci R3, pak mnozina vsSech studenti FIT se rozpada na mno-
ziny studenti, ktefi se narodili ve stejny den. VSichni studenti v takovéto mnoziné
si jsou z tohoto pohledu ekvivalentni. A

Ve velké ¢asti predmétu BI-ZMA se budeme zabyvat vlastnostmi funkei. Funkce
jsou specialnim pripadem zobrazeni, které zavedeme nyni.

Definice 6: Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B je relace mezi mnozinami A
a B spliiujici podminku: pro kazdé = € A existuje nejvyse! jedno y € B tak, ze = fy.
Toto zobrazeni f zna¢ime f: A — B. Misto x fy piSeme y = f(x) nebo x A y.

Pro predstavu uvadime grafickou ilustraci zobrazeni na obrazku ¢. 1.1. Uvedme
nyni zékladni terminologii pouZivanou v kontextu zobrazeni. Bud f : A — B zobra-
zeni a necht y = f(x) pro x € A, y € B. Prvek y nazyviame hodnota f v bodé =,
nebo obraz x pri zobrazeni f. Prvku x fikime vzor prvku y pri zobrazeni f.

Interpretace tohoto typu relace je tedy takovd, ze pokud je dvojice (x,y) v ta-
kovéto relaci f, pak f prirazuje prvku x prvek y. Podminka v definici je pak jasna,
nelze jednomu prvku prifadit dva rizné obrazy. Zavedme jesté standardni termino-
logii pouzivanou pro zobrazeni.

Mnozinu vsech x € A takovych, Ze existuje y € B splijicich y = f(x) nazyvame
defini¢cnim oborem zobrazeni f. Symbolicky lze psat

Dy={zeA|(QyeB)(y=f(x))}

Mnozina vSech obrazi pri zobrazeni f se nazyva obor hodnot zobrazeni f a znaci
se Hy. V symbolech

Hy={yeB|(3recA)y=f(z))}

Pokud je to typograficky nutné, pak defini¢ni obor, resp. obor hodnot, znac¢ime také
symbolem D(f), resp. H(f).

Zobrazeni jsou relace, ¢ili mnoziny, které umime srovnavat. Budte f a g dvé
zobrazeni z A do B. Podminka jejich rovnosti f = g je ekvivalentni podminkam

Dy=Dy a f(x)=g(x) pro vSechna x € Dy.

Bud f : A — B. Zobrazeni g : A — B's Dy := M, kde M C Dy, definované
predpisem g(z) := f(x) pro libovolné x € M nazyvame zGZenim zobrazeni f na
mnozinu M. Zapisujeme g = f| 1+ Mnozinu

f(8)=={y e B|(Fz € 9)(f(x) =)},

L Nejvyse jedno“ znamens bud jedno nebo zadné.
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1. ZAKLADNI POIMY A UVOD EKVIVALENCE, USPORADANI A ZOBRAZENT

f:A—>B

N .. frxe f(x) AT -

Obréazek 1.1: Zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Defini¢ni obor, resp. obor
hodnot, nemusi byt roven celému A, resp. B.

kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S pri zobrazeni f. Je-li N C B, potom
mnozinu

FHN) = {z € Dy | (Fy € N)(f(z) = y)}
nazveme vzorem mnoziny N pri zobrazeni f.

Poznamka: Symbol pro vzor mnoziny, f~!(IV), je nutno chapat jako nedélitelny.
Netvrdime nic o existenci inverzniho zobrazeni (viz nize).

Nova zobrazeni muzeme také vytvaret pomoci sklddani zobrazeni, pokud jsou
zobrazeni spravného typu.

Definice 7: Jsou-li f: A — B ag: B — C zobrazeni, definujeme sloZzené zobra-
zeni go f: A — C predpisem

(g0 f)(x) =g(f(2))
pro vsechna
% € Dyoy :={x € Dy| f(z) € Dy}.

O defini¢nim oboru sloZeného zobrazeni pouze vime, Ze Dyor C Dy. I v piipadé,
ze Dy # 0 a Dy # () mize nastat situace Dgor = (). Ndzorné je tato situace uvedena
na obrazku ¢. 1.2.

Mezi zobrazenimi rozliSujeme nasledujici tii dulezité typy.

Definice 8 (Dulezité druhy zobrazeni): Zobrazeni f: A — B je

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 5 ZS 2013/2014



1. ZAKLADNI POIMY A UVOD EKVIVALENCE, USPORADANI A ZOBRAZENT

Obrazek 1.2: Slozené zobrazeni.

e prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici z,y € Dy, x # y, plati f(z) #
f(y).
e na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje x € Dy spliujici f(z) = y.

e vzijemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté, Dy = A a na.

Pomoci kvantifikatoru lze tyto podminky zapsat nasledovné

prosté: (Vo,y € Dy)((x #y) = (f(x) # f(v)),
na: (Vy € B)(3z € Df)(f(z) =),

Pfi ovéfovani prostoty zobrazeni ¢astéji vyuziviame ekvivalentni formulaci?

(Vz,y € Dy)((f(x) = f(y) = (z=1y)).

Déle jesté poznamenejme, ze zobrazeni f : A — B je na, pravé kdyz jeho obor
hodnot je celd mnozina B. Zobrazeni f pak zobrazuje sviij definicni obor na celou
mnozinu A, proto ,na“.

P¥iklad: Zobrazeni f : N — N definované piedpisem f(n) := n? je prosté, ale neni
na. Skutecénd, spliuji-li n, m € N rovnost f(n) = f(m), pak n? = m? a diky kladnosti
in = m. Zobrazeni nemize byt na, protoze napiiklad pro m = 3 neexistuje prirozené
¢islo n € N spliujici n? = 3. JAN

2Vzpomeiite na vétu obménénou.

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 6 ZS 2013/2014



1. ZAKLADNI POIMY A UVOD EKVIVALENCE, USPORADANI A ZOBRAZENT

Priklad (Identické zobrazeni): Bud A libovolnd mnozina. Zobrazeni idg : A — A
definované predpisy

Diq, :==A a ida(z):==z, z € Diq,,

nazyvame identické zobrazeni. Zobrazeni id4 je injektivni, surjektivni a tedy i
bijektivni. A

Prirozené se nabizi otdzka, jestli mizeme ,zménit smér* zobrazeni f : A — B.
Presnéji, jestli zadanému prvku z oboru hodnot muzeme jednoznacné priradit néjaky
prvek v definiénim oboru. To lze zfejmé pouze v piipadé, ze kazdy prvek v oboru
hodnot mé pravé jeden vzor, ¢ili kdyz zobrazeni je prosté. Timto zplisobem ziskavame
pojem inverzniho zobrazeni.

Definice 9: Je-li f : A — B prosté zobrazeni, pak kazdému prvku z z oboru hodnot
H ¢ 1ze priradit pravé jedno y z mnoziny Dy tak, ze x = f(y). Takto ziskané zobrazeni
nazyvame inverzni zobrazeni k zobrazeni f a znac¢ime f~!.

Z definice ihned plyne, ze f~! : B — A a dale
Dy = Hy, Hy1 = Dy,
flof=idp,, fof™t

idg, .
K ilustraci tohoto pojmu také uvadime obrazek ¢. 1.3.

f

A B

Obrézek 1.3: Prosté zobrazeni f : A — B a jeho inverze f~!: B — A.

Piiklad: UvaZme zobrazeni f : N — Z definované piedpisem?®
f = (-1 3], nen

3Pro redlné = oznacuje || dolnf celou &ast ¢isla .
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Toto zobrazeni je prosté a na. Inverzni zobrazeni je dano predpisem

fH(m) =

2m, m > 1,
1-2m, m <0,

pro libovolné celociselné m. A

1.3 Mnozina realnych cisel

V predchozi podkapitole jsme definovali pojem zobrazeni. Abychom mohli mluvit o
realnych funkcich je nejprve nutné pripomenout vlastnosti mnoziny realnych cisel R.
Této mnoziné se proto budeme vénovat v této podkapitole.

Mezi redlnymi ¢isly existuji dvé bindrni operace (tj. zobrazeni), s¢itani a néso-
beni,

+:RxR—>R a -:RxR—oR,

které maji znamé vlastnosti (plati komutativni, asociativni, distributivni zakon).
Podrobnéji, pro libovolné realna x,y, z plati

komutativni zakon: r+y=y+uz, x-y=1y-x,
asociativni zakon: r+y+z2)=(x+y) +z, x-(y-z)=(x-y)-z,
distributivni zakon: x-(y+2z)=(x-y)+ (z-2).

Daéle mezi redlnymi ¢isly existuji ¢isla 0 (nula) a 1 (jedna) splnujici
a+0=a a a-1=a,

pro kazdé a € R. Ke kazdému redlnému ¢islu a existuje realné cislo —a splnujici
a + (—a) = 0. Podobné ke kazdému nenulovému é&slu a existuje redlné éislo a1
spliiujici a - a~! = 1. Tento odstavec lze struéné shrnout do kratkého konstatovani,
e realnd ¢isla spolu s operacemi s¢itani a nasobeni tvoif téleso?.

Reélna ¢isla lze srovnavat podle velikosti, tj. existuje relace usporadani na R:

a <b (cislo a je mensi nez cislo b),

resp.
a <b (¢islo a je mensi nebo rovno ¢islu b).

4Vice se o ¢&iselnych télesech dozvite v pfedmétu BI-LIN. Pro aplikace v poéitadové bezpeénosti
(kryptologii, Sifrovdni) maji velky vyznam zv14sté koneénd télesa.
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Toto uspofadani je tak zvané Gplné®, pro libovolna dvé rizné redlna ¢isla a a b lze
rozhodnout, zda-li @ < b nebo b < a. Relace usporadani je svazana s operaci sc¢itani
a nasobeni zndmymi pravidly pro pocitani s nerovnicemi. P¥ipomenme, ze

a<bc>0 = a-c<b-c
a<bc<0 = a-c>b-c

Zdvojené sipka znamenda implikaci, kterou ¢teme: Jestlize jsou splnény podminky
vlevo, pak plati tvrzeni vpravo.

Usporddani < realnych ¢isel nAm umoznuje porovnat libovolna dvé redlné éisla.
Pomoci usporadani zavadime specidlni podmnoziny R, a to intervaly:

b) :={z eR|a <z <b},
b) :={z eR|a <z <b},
a,b) :={zeR|a <z <b},
b) :={z eR|a <z <b}.

otevieny interval
uzavreny interval
polootevieny (polouzavieny) interval

polootevieny (polouzavieny) interval
A neomezené intervaly

(a,+00) :={z € R|a < z},
(—00,b) := {z € R|z < b}.

Ve vsech téchto intervalech je a tzv. pocatecni bod a b tzv. koncovy bod intervalu.
Déle definujeme pojem okoli bodu a pojem rozsitené realné osy. Pomoci okoli
budeme pozdéji definovat limity posloupnosti i funkci.

Definice 10 (Okoli bodii z R): Necht a € R a e > 0. Otevreny interval (a —¢, a+¢)
nazyvame e-okolim bodu a v R a znacime H,(e).

Je-liaeRace >0, pak v € Hy(e) pravé, kdyz |x — a|] < e. Bod z tedy patii do
g-okoli bodu a € R pravé tehdy, kdyz jeho vzdalenost od a je mensi nez €.

Definice 11: Necht a € R a ¢ > 0. Interval (a, a +¢), resp. (a — ¢, a), nazyvame
pravym, resp. levym, e-okolim bodu a v R a zna¢ime H (¢), resp. H, (¢).

7 o¢ividnych divodii o mnoziné HF (g) nékdy téz mluvime jako o jednostran-
ném okoli, a 0 H,(¢) jako o oboustranném okoli.

Déle bude ¢asto vyhodné pracovat i s +00 a —oo jako s redlnymi Cisly. Rozsitime
proto o tyto prvky realna ¢isla v nasledujici definici.

SExistuji i netplné usporddani, vizte napiiklad relaci Rs z konce podkapitoly 1.1
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Definice 12: Mnozinu R = R U {400, —00} nazjvame rozsifenou redlnou osou.

Konec¢né také zavedeme okoli téchto novych bodl +o0o a —oo.

Definice 13: Necht ¢ € R. Otevfeny interval (¢, +00), resp. (—oo,¢), nazyvame
okolim bodu 400, resp. —oo, v R a znac¢ime Hy(c), resp. H_oo(c).

Neni-li potteba specifikovat velikost okoli, piSeme zkracené H,, H o, H_o. Okoli
bodu a jsme definovali pro libovolné a € R, avSak toto okoli je vidy podmnozinou
R.

Usporddani ndm déle umoznuje zavést pojem vzdalenosti mezi dvéma realnymi
¢isly. Vzdalenost dvou redlnych ¢isel definujeme pomoci absolutni hodnoty,

a proa >0

la| ==
—a proa < 0.

Vzdélenost dvou &isel a,b € R je rovna |a — b| = |b — a|. Grafické zndzornéni
vzdalenosti mezi dvéma realnymi Cisly lze nalézt na obrazku ¢. 1.4.

I ‘(l*b| I
>

Obréazek 1.4: Vzdalenost dvou redlnych cisel.

Ze stredni skoly vite, ze mnozina redlnych cisel se skladé z

e prirozenych ¢isel 1,2,..., zna¢ime ji N,
e celych cisel ..., —2,—1,0,1,2,..., zna¢ime ji Z a vznikd feSenim rovnic a +x =
b
)

e racionalnich ¢éisel, kterd vzniknou resenim rovnic

q-x=p, pqE€EL,q#0.

Reseni této rovnice piSeme ve tvaru % a lze predpokladat, ze ¢ € N (eventudlni
; . . oy . . 1 4 v 1 _ 2 _ 3 _
znaménko minus je v citateli) a p,q jsou nesoudélna. Napi. 5 = § = 5=

Mnozina vSech racionélnich ¢isel se znaci Q.

e iracionalnich d¢isel.
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Mnozina iracionalnich ¢isel je ponékud magicka, protoze ji nelze popsat nijak
jednoduse. Tvrzeni, ze iracionalni ¢isla jsou realné cisla, ktera nejsou racionalni, pre-
vadi problém na definici redlného ¢isla. Pouzijeme-li geometrického znazornéni R
jako primky, pak lze pozadovat, ze primka neni nikde pretrzend, jinymi slovy mno-
zina redlnych ¢isel ,neobsahuje diry“. Objasnéme tento pozadavek na nasledujicim
prikladu.

Piiklad: Existuje kladné FeSeni rovnice 22 = 2.

Motivaci této tlohy miize byt problém nalezeni délky thlopricky ve c¢tverci o

strané délky 1. Vizte obrazek ¢. 1.5.

/1
1

Obrézek 1.5: Iracionalita délky uhlopticky ve ¢tverci o strané délky 1.

Pokud reseni existuje, nemtze jim byt racionalni ¢islo. Toto tvrzeni dokazeme
sporem. Predpokladejme opak, tj. existuji p, ¢ € N, nesoudélna a takova, ze (%)2 =
2. Pak p? (= 2¢?) je nutné sudé éislo, tj. ma tvar p = 2k, k € N. Tedy p? = 4k? = 24>,
tj. ¢% i ¢ jsou sud4 ¢isla, ¢ = 21,1 € N. To ale znamen4, Ze p,q jsou soudélna (obé
jsou deélitelnd 2), coz je ale spor s nasim predpokladem. Nas predpoklad o existenci
racionalniho feseni rovnice 22 = 2 byl chybny.

Nyni ukazeme jak lze dospét k existenci (iraciondlniho) feseni x. Urcité musi
byt x € (1,2) = I;. Rozpulenim tohoto intervalu zjistime, ze x € <1,%> = I
Pokracujeme nadéle pilenim intervali. Protoze konce intervall jsou racionalni ¢isla
lze postup libovolné opakovat a dostavame tak intervaly I,,, n € N, uvniti kterych
musi lezet z. Pro tyto intervaly je I,+1 C I, a délka n-tého intervalu je zn% Nas
pozadavek, ze R nema diry v tomto pripadé znamena, ze

+(_O]OI = {v2}.

Poznamenejme, ze déleni intervalii vzdy na deset stejnych dilt vede k vyjadreni redl-
ného ¢isla ve tvaru desetinného rozvoje, nekonec¢ného a neperiodického pro iracionalni
¢islo. A
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Pozadavek aby mnozina redlnych cisel ,neméla diry“ muzeme piesné formulovat
jako tzv. axiom uplnosti:

Kazdy smrstujici se systém uzavienych intervall, jejichz délky jsou libo-
volné malé, ma neprazdny prinik.

Presnéji, pokud jsou I,,, n = 1,2,..., uzaviené intervaly splnujici

InDIn—f—h n=12...,

pro kazdé € > 0 existuje n tak, ze délka I, je mensi nez ¢,

pak
() In # 0.
n=1

V priniku ztejmé lezi pravé jedno realné c¢islo. Pokud bychom predpokladali exis-
tenci dvou ruaznych ¢isel lezicich v tomto priniku snadno se dostaneme do rozporu s
libovolnosti délky uvazovanych intervald.

Je dulezité si uvédomit, ze axiom uplnosti je to, co odlisuje realna ¢isla od racio-
nalnich. Algebraicky (vzhledem k + a -) maji jinak tyto mnoziny shodné vlastnosti.

1.4 Realna funkce realné proménné

Matematickd analyza, kterou budeme v tomto kurzu studovat, spociva prevazné
ve studiu realnych funkci realné promeénné. Intuitivné je funkce jednoznac¢ny
vysledek néjakého procesu, ktery lze mérit pomoci realnych ¢isel. Pritom vysledek
procesu zavisi na ménicim se vstupu jehoz hodnotu lze opét popsat pomoci redlnych
¢isel. Jedna se tedy o specidlni pripad zobrazeni.

Definice 14: Zobrazeni f : R — R nazyvame realnou funkci realné proménné.

Redlna funkce redlné proménné je Casto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci
predpisu typu y := f(z). PFirozenym defini¢nim oborem nazyvime mnozinu
vSech redlnych z pro které ma vyraz f(x) jednoznacny smysl. Pokud je dén pouze
funkéni predpis bez dalsich detailti, automaticky mame na mysli funkci definovanou
na prislusném prirozeném defini¢nim oboru.

Funkci si mizeme také predstavit, respektive nakreslit, pomoci jejiho grafu.

Definice 15: Grafem funkce f nazyvame mnozinu

graf f:= {(z, f(z)) |z € Dy} CR x R.
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Priklady jednoduchych graft lze nalézt nize. Pomoci usporadéni redlnych cisel
muzeme rozliSovat mezi nékolika druhy funkeci.

Definice 16: Funkce f se nazyva

e rostouci na intervalu I, jestlize

(Ve,yeI)(z <y = f(z) < f(y))

e klesajici na intervalu I, jestlize

(Ve,yel)(z <y = f(x)> f(y))

Je-li funkce bud rostouci nebo klesajici na intervalu I, pak se nazyvd monotonni
na intervalu I.

V definici je implicitné obsazen pozadavek, aby interval I cely lezel v definicnim
oboru funkce f. Neni ho potreba zvlast zdiraznovat.

Podivejme se na nekolik prikladd redlnych funkci redlné proménné. Vzhledem k
tomu, zZe funkce jsou specidlnim pripadem zobrazeni, muzeme s nimi provadét stejné
operace jako se zobrazenimi. Specidlné tedy mame k dispozici skladani funkci, obrazy
a vzory mnozin vzhledem k funkci, ztizeni funkce, atp.

Priklad: Piikladem rostouci funkce na R je lichd mocnina (a také lichd odmocnina,
vizte nize). Funkce f(z) = 22 neni na R ani rostouci ani klesajici, ale je klesajici na
intervalu (—o0,0) a rostouci na intervalu (0, +00). A
Priklad: Uvazme vyraz f(z) := z—\ﬁ Prirozenym defini¢énim oborem je mnozina

Dy = (0,1) U (1, +00).

Takto definovana funkce je dana relaci

{5

Podminky na ,smyslupnost® daného vyrazu jsou totiz v tomto pripadé nenulovost
jmenovatele a nezdpornost argumentu odmocniny. A

z € (0, 1)U(1,—|—oo)}.

Priklad: Uvazme funkce fi(z) = /z a fa(z) = \/|z| jejichz pfirozenymi definié¢nimi
obory jsou Dy, = (0,400) a Dy, = R. Funkce f; je ztizenim funkce f, na mnozinu

<0’ _|_oo) Plati tedy fl = f2|<0,+oo)' .
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vyraz maé smysl pro

% x#0

X/ x x>0,keN
In(z) x>0
tg(z) x#5+7k kel

cotg(x) r#km, kel

Tabulka 1.1: Defini¢ni obory nékterych elementarnich funkci.

Priklad: Bud A = (—1,1) urcete
sin='(4),  f(4), g7'(A),
kde f(x) = 2% a g(x) = 2 + x2. Struénd odpovéd:
sinT1(A) =R, f(A)=(0,1), g (A =0.

Grafy téchto funkei jsou uvedene na néasledujicich obrazcich. A

Priklad: Které z nasledujicich funkci (R — R) jsou prosté, na, ¢i bijektivni? A
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)
/ !
1

/ 0.5

T
:c+%, <0
f()_{a:+1, x>0 fla) =2(1 - 2?)

_[L az0
O

Definice 17: Necht f je redlnd funkce redlné proménné. Rekneme, ze funkce f je
omezena, resp. shora omezend, resp. zdola omezena, pravé kdyz obor hodnot
H; je mnozina omezend, resp. shora omezend, resp. zdola omezena.

Priklad: Napriklad plati, Ze

e f(z) = 2? je omezend zdola (Hy = (0,+00)), ale neni omezené shora. Nen{ ani
rostouci ani klesajici: —1 <0 < 1 ale f(—1) > f(0) < f(1).

o f(x) =sinx je omezend (Hy = (—1,1)). Neni ani rostouci ani klesajici.
o f(x) = e" je omezend zdola (H; = (0,+00)), neni omezena shora, je rostouci. A

Poznamka: Pomoci kvantifikdtori mizeme podminku omezenosti zformulovat na-
sledovné:

(3K > 0)(Vz € Dy) (£ (@) < K).

Podobné lze postupovat u omezenosti shora, resp. zdola.
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Poznamka: Je-li funkce f monotonni, pak je i prostd. Tudiz existuje jeji inverzni
funkce, kterou opét zna¢ime f~'. Plati

fjerostouci = f~!je rostouci,

f je klesajici = f~! je klesajici.
Poznamka: Prosta funkce nemusi byt monotonni. Prikladem prosté funkce, kterd
nenf ani klesajicf ani rostouct je f(z) := 2 s definiénim oborem Dy := R\ {0}.

Dalsi uziteénou vlastnosti nékterych funkei je sudost/lichost/periodicita. Tyto
pojmy miizeme s vyhodou pouzit pfi vysetfovani pribéhu funkci, umoznuji nam
totiz problém zredukovat na vysSetfovani funkce pouze na jisté ¢asti defini¢niho oboru
funkce.

Definice 18: Realné funkce realné proménné f se nazyva
e suda, pravé kdyz pro vSechna x € Dy plati —x € Dy a f(x) = f(—=x).
e licha, pravé kdyz pro véechna = € Dy plati —x € Dy a f(x) = —f(—x).

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

1
x

Obrazek 1.6: Suda a lichad funkce.

Definice 19: Bud f : R — R pro niz existuje kladné T € R takové, ze
1. (VJ} S Df)(iL‘—i-T, z—T¢€ Df),

2. (va € Dy)(f(o+T) = f(x).

Rikédme, Ze funkce f je periodicka a ¢islo T nazgvame periodou funkce f.
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Obréazek 1.7: Periodicka funkce.

1.5 Zakladni vztahy

Budeme potrebovat rizné ,vzorce* pro realnd ¢isla, z nichz nyni uvedeme ty diile-

vvvvvv

la|
= b 0.
|b]

S uvedenou nerovnosti se jesté mnohokrat setkdme, nazyva se trojihelnikova.

a

la+bl < lal +[bl, labl =lal-[b], |5

Drikaz trojihelnikové nerovnosti. Maji-li obé ¢isla a a b stejné znaménko, dostavame
z definice absolutni hodnoty rovnost. Je-li jedno kladné a druhé zaporné, napt. a > 0
ab <0, pak |a| + |b| =a —b> |a+ b|, kterd je bud rovna a + b nebo —a — b podle
znaménka a + b. O

Cleny aritmetické posloupnosti jsou dany rekurentnim vztahem a, 1 = a,+d,
kde d je tzv. diference. K odstartovani rekurentni formule potfebujeme zadat prvni
¢len aq. Plati

apn=a1+n—-1)d, n=1,23,....

Tento vztah lze dokazat matematickou indukci, ktera spociva ve dvou krocich:
(i) Dokazeme platnost pro n = 1, zde a; = a; zfejmé plati.

(ii) Za predpokladu (IP), ze vztah plati pro kladné pfirozené n, dokézeme jeho
platnost pro n + 1 (tzv. indukéni krok). Zde

an+1:an+da£)a1+(n—1)d—|—d:a1+nd.
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1. ZAKLADNI POJMY A UVOD ZAKLADNI VZTAHY

Tim postupné projdeme vSechna prirozend ¢isla, takze vztah pro n-ty ¢len plati
pro vsechna kladnd prirozena n.

Poznamka: Mize se zdat podivné dokazovat vzorecek pro explicitni vyjadreni ¢lent
aritmetické posloupnosti, kdyz je takika oc¢ividny. Jedné se vSak hlavné o elementarni
ukéazku dukazu pomoci matematické indukce.

Podobné lze indukei (ale i jinak) dokdzat, ze pro soucet n ¢lenu aritmetické
posloupnosti s, = a; + - - - + a, plati

a1 + an
2

Sp =

Specialné pro a; =1, d = 1, tedy a, = n, plati

(n+ 1)n.

L+24 =

Geometricka posloupnost je ddna rekurentnim vztahem
pt1 =an-q, n=1,2,3,...

kde parametr ¢ # 0,1 se nazyva kvocient. Je-li dan prvni ¢len a1, pak je a, =
a1 - ¢" ! (diikaz napiiklad indukci) a

1—4q"

I—q

Sp=a1+ -+ ap=a1

K dtkazu si staci povsimnout, ze
n
Sp+1 = Sp + @19 = a1 + ¢Sp, n=1273,....

Odtud vyjadrenim s, dostavame dokazovanou rovnost.
Definujeme faktorial

0l:=1, nl:=1-2---n, neN

a kombinaé¢ni ¢éislo

= = neN, keNy, n>k.

n nn—1)...(n—k+1) n!
k! kl(n — k)’
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Tato ¢isla jsou znama z kombinatoriky: n! udava pocet permutaci n ¢isel; (Z) je pocet
moznych vybért neusporadanych k-tic z n Cisel.
Plati tzv. binomicka véta:

(a+0)" =3 (Z)akb”k, a,b€R, n€N.
k=0

Dukaz provedeme indukci: Pro n =1 je

LS=a+b,

1 1
PS = (o) a't® + <1> a’d! = a +b.

Vzpometite, ze klademe a® = 1 pro kazdé a € R. Provedeme nyni indukéni krok

(a+b)"™! = (a+b)(a+b)" = (a+b) znj (”) kot
k=0 k

n k+lpn—k | kpn+l—k
<k> "1k g byt
n+1 n+1 - n n j 1—j5
=a" + 0" + Z , + (" Jpnt1-i
B AVASE J
n+1
-y (” + 1) Gyt
=0\ 7
nebot z definice kombinac¢niho ¢isla 1ze dokdzat (vzpomente Pascalav trojihelnik),

n n n+1

. +1.]= .

J—1 J J
proj=1,...,n.

V dikazu jsme se poprvé skutecné setkali s pouzitim zkraceného sumacniho za-

NE

k=0

pisu. Misto
ay+az+---+ap

piseme

n
Z ag.
k=1
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Index k se nazyva séitaci index, ¢isla 1 a n dolnim a hornim indexem. Diky asocia-
tivité, komutativité a distributivité algebraickych operaci plati

n n n
Zak-i-bk Zak—i-Zbk, ank:CZak,
k=1 k=1 k=1

kde a1, ...,an,b1,...,bn,c € R.V dlikazu jsme také pouzili o¢ividnou tpravu typu

n+1

n n
Zak—anﬂ—{—Zak a Zak:a0+2ak.
k=0 k=1

Pripomenme dalsi ¢asto pouzivany vzorec vyuzivany k ,zbaveni se odmocniny “.
Pro reilnd a,b € R, a # b, a n € N plati

n—1
a —b" = (a—0) Z akprTiTk, (1.1)
k=0

Tento vztah mtzeme dokézat indukei, nebo primo. Vyjdeme-li z pravé strany,
pak

n—1
CL . b akbn 1-k ak'Hb” 1-k akbn—k —
Z Z g)
= akbn_k -y akb”_k =

=a" - b".

Specialné tedy napiiklad plati

a? — b =(a—b)(a+b),

a® —b* = (a —b)(a® + ab + b?).
Pro kladné a, b pak mame
va+vb  a—b
Va+vh  Ja+ Vb
Va2 + Yavb+ Vo a—b
Va2 + Yavb+ V02 Va2 + Yaib+ V6
Smysle téchto (a podobnych tprav pro vyssi odmocniny) je vyjadiit rozdil odmoc-

nin jako rozdil jejich argumentt. Tyto Upravy pozdéji vyuzijeme pii pocitani limit
nékterych vyraza nebo k dikazu spojitosti odmocniny.

Vi Vh= (Vi Vh)-

Ya— V= (¥a— V).
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1.6 Dulezité funkce

V této kapitole si zopakujeme vlastnosti zakladnich funkci. Nejjednodussi moznou
tridou funkci jsou polynomy. K vyhodnoceni jejich funkénich hodnot totiz vystac¢ime
pouze s operaci nésobeni a scitani, tedy operacemi které lze snadno provadét za
pomoci pocitace, nebo i rucné.

Definice 20: Polynom (mnohoclen) je funkce tvaru

n
P(x) = Zakazk =ap2" +---+a1x+ay, z€R,
k=0

kde redlné konstanty ag, ..., a, jsou tzv. koeficienty polynomu a pokud a, # 0,
pak se n nazyva stupen polynomu.

Piiklad: Piiklad polynomu z? + 1 ukazuje, Ze polynom nemusi mit redlny koien
(tedy nemusi existovat bod z¢ € R splnujici P(zg) = 0). A

Pozadavek, aby kazdy polynom stupné > 1 mél kofen vede k rozsifeni R na
tzv. komplexni ¢isla. MnozZinu vSech komplexnich ¢isel znacéime C. V BI-ZMA s ni
neprijdeme prilis do styku, presto je ale dobré na tomto misté zopakovat jeji zakladni
vlastnosti. Komplexni ¢isla lze zapsat ve tvaru z = a+ib, kde ¢ je imaginarni jednotka
splijici i2 = —1 a a,b € R. V tomto zépisu se a nazyva realna éast z (Rez = a),
b je imaginarni ¢ast (Im z = b).

Komplexni ¢isla lze s¢itat a nasobit (a také odéitat a délit, pokud je délitel ruzny
od 0 =0+10). Pro z; = ay +ibg, k = 1,2 je

21+ 22 = (a1 + az) +i(by + ba),
2129 = (alag — blbg) + i(albg + agbl).

Definuje se také komplexné sdruzené cislo Z = a — ib a absolutni hodnota
komplexniho ¢éisla |z| = va? + b2.

Déle ptripomenme jiz nékolikrat zminénou prirozenou mocninu vztahy

=x-xz---x, neEN xR,

n Clenu

=1, zeR.

Pro zdporna cela ¢isla n klademe

1
"= —— proxz #0,

-n

8
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Definujeme prirozené odmocniny, ozn.
1
arn = Ya, necN,
jako feseni rovnice 2™ = a. Je-li n = 2k, k € N, sudé, pak 2™ > 0 pro vSechna = € R,
coz znamend, ze rovnice ma realné reseni jen pro a > 0. Vizte obrazek ¢. 1.8.

Obrézek 1.8: Typicky graf sudé mocniny.

Pro a > 0 jsou tato feSeni dvé, nebot z?* = (—2)?*. Sudou odmocninu 2%/a
definujeme jako nezaporné feseni. Je proto Va2 = |z| a nikoli z, protoze nevime,
jestli je x kladné nebo zaporné.

Je-li n = 2k + 1,k € N, liché, pak rovnice 22t = ¢ m4 jediné feSeni, které
znacime 2+/a. Napifklad /—8 = —2. Vizte obrazek ¢. 1.9.

Obrazek 1.9: Typicky graf liché mocniny.

Piipometime jesté vztah mezi grafem funkce (napt. f(z) = %) a grafem funkce
k ni inverzni (zde f~!(x) = ¥/x). Tyto grafy jsou symetrické viici ose prvniho kvad-
rantu, jak je pékné vidét naptiklad na obrazku ¢. 1.10.

Plati tedy, Ze lich4 odmocnina f~1(y) = 2k+l/y je inverzni funkef k liché mocniné
f(z) = 2?**1, Protoze Hy = R je Dy = R. Sudé mocniny g(v) = z2* nejsou na R
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Obrazek 1.10: Grafy funkce a funkce k ni inverzni jsou symetrické vici ose prvniho
a tretiho kvadrantu.

prosté. Ale ztizime-li definiéni obor na interval (0, 4+oc0) pak funkce h = g| (0,400) je
jiz na intervalu (0, +00) rostouci a tedy prostd. Inverzni funkce h=!(z) = 2/z ma
definiénim oborem interval (0, +00), protoze Hy, = (0, +00), a je na tomto intervalu
rostouci. Vizte obrazek ¢. 1.11.

Doposud definované mocniny maji nasledujici vlastnosti:

pro takova a,b,x, aby vyrazy vlevo i vpravo byly definované. Definici mocniny z¢
muzeme rozsitit na vSechna a € R (pozdéji v kapitole 2.12 ukdzeme jak to lze udélat),
ale obecné jen pro x > 0 a pro a > 0 pro x > 0. Tato obecnd mocnina mé stejné
vlastnosti jaké byly uvedeny vyse.

V predchazejicim bodu jsme mluvili o obecné mocniné jako o funkci x — z¢, tj.
s proménnym zakladem. Muzeme také povazovat zdklad za konstantni a exponent
za proménny. Pro b > 0 se funkce typu = — b*, x € R, nazyva exponencialni
funkce. Pro b > 1 je funkce f(x) = b" rostouci na R a je Hy = (0,+00). Existuje
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Obrazek 1.11: Sud4a mocnina a sudd odmocnina.

proto inverzni funkce, kterd se nazyva logaritmickd o zdkladu b a kterou znacime
logy. Graf téchto funkci se zdkladem b = 2 je zobrazen na obrazku ¢. 1.12.

y = logy

Obrazek 1.12: Grafy funkci 2% a log, .

Plati tedy
b=y < xz=logyy (b>1,ze€R, y>0).
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Funkce logy, je definovand a rostouci (stale b > 1) na intervalu (0, 4+00). Jeji vlastnosti
jsou odvozeny z vlastnosti exponencidlni funkce:

logy xy = logy x + logyy, =,y >0,
(tato vlastnost se dfive pouzivala pro ndsobeni na tzv. logaritmickém pravitku)

logbleogbx—logby, logy(z€) = c¢-logyx, x,y>0,ceR.
Yy

Poznamenejme, ze zcela zvlastni misto v matematice ma exponencialni funkce se
zékladem e (Eulerovo ¢islo, e = 2.718. .., je iracionalni) o niz bude fe¢ pozdéji v
kapitole 2.11. Inverzni funkce k ni se nazyva prirozeny logaritmus a znaci se In.
Je-li zaklad exponencidlni funkce b € (0, 1), pak funkce x — b* je klesajici na R
a inverzni funkce k ni (opét logy) je definovand a klesajici na intervalu (0, 4+00). Graf

téchto funkei se zdkladem b = % uvadime na obrazku ¢. 1.13.

Obrézek 1.13: Grafy funkef (1/2)* a logy /5 .

Obcas je uzitecny prevodni vztah mezi exponencidlnimi funkcemi o rtznych za-

kladech: Pro a,b>0,a# 1#b, x € R, je

T zlog, b
b* = a® %8 ?,

jak snadno nahlédneme resenim rovnice b* = a¥ vzhledem k neznamé y je

y = log, b = zlog,b.
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Podobné (pro stejné hodnoty a, b, z jako vyse)

log, = = (log, b)(log, 7).

Jesté poznamenejme, ze funkce x — x* neni ani mocninna ani exponencialni, protoze
mé jak proménny zaklad, tak exponent. V souladu s predchazejicim je definovana
takto o = e*In®,

Funkce sinus (sin) a kosinus (cos) se zpravidla definuji pomoci souradnic (a,b)
bodu v roviné R x R lezictho na kruznici o stfedu v pocatku (0,0) a poloméru 1,
vizte obrézek ¢. 1.14.

Obrazek 1.14: Zavedeni goniometrickych funkei.

Oznacime-li x délku kruhového oblouku od bodu (1, 0) do bodu (a, b) (z je velikost
prislusného thlu v tzv. obloukové mire, radidnech), pak klademe

cosx:=a, sinz:=D>.
Tim jsou definovany funkce cos a sin pro z € (0, 27) (27 je délka prislusné kruznice).
Z Pythagorovy véty (a? + b% = 1) ihned plyne velezndmy vztah

2

cos?z +sinz=1.

Funkce sinus a kosinus lze 2m-periodicky rozsitit, tj. klademe
cosz = cos(x — 2km) , sinz = sin(z — 2km)

pro x € (2km,2(k + 1)), k € Z. Grafy funkci sinus a kosinus lze nalézt na ob-
razku ¢. 1.15.

vvvvv

komplexni ¢isla, konkrétné jejich vyjadreni v tzv. goniometrickém tvaru. Ztotoznime-
li Cs R x R, pak mnozina komplexnich ¢isel s absolutni hodnotou rovnou 1 bude
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3
Y % s Tw 2
S I
X\ / 1 1 /; Y = Ccosx
| | | \x .
l l l . y=sinz
******* SIS

Obrézek 1.15: Grafy funkei sinus a kosinus.

ztotoznéna s jednotkovou kruznici, tj. (a,b) = cosx + isinz. Pro souéin dvou kom-
plexnich ¢isel komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru plati

(cosz +isinx) - (cosy +isiny) = cos(x + y) + isin(z + y).

Roznédsobenim ¢isel na levé strané, pouzitim rovnosti dvou komplexnich éisel (pravé
tehdy, kdyz se rovnaji jejich redlné a imagindrni slozky) a eventudlnim periodickym
rozsitenim dostavame

cos(x + y) = cosxcosy —sinzsiny,

sin(r +y) =sinxcosy + coszsiny, xz,y € R.

7 téchto vztaht lze odvodit ostatni goniometrické vztahy.
Jesté budeme pouzivat funkce tangens (tg) a kotangens (cotg), které jsou m-
periodické a definujeme je pomoci podila

tgr = St ve U ((k-g)m (k+3)7),

cos T Pt
cotgx = ke ze | (kr (k+1)m).
sin x Pt

Na zavér uvedme jesté, ze exponencidlni funkci e® lze rozsitit pro komplexni
hodnoty nezévisle proménné Eulerovym vztahem

e*tW = e%(cosy +isiny) , z,y € R
a takto rozsifena exponencidlni funkce bude mit stale svoji zdkladni vlastnost:

Al TR2 — %1 %2
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n n
Odtud napft. plyne jednoduchéd metoda pro urceni Z cosky a Z sin ky pro y # 2km:
k=0 k=1
n n_ 1— ei(nJrl)y
Z(cos ky + isinky) = Z e’k = (geometrick4 posloupnost) = ————
k=0 k=0 1—ew

Upravou pravé strany najdeme p¥islusné vztahy.
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Kapitola ¢. 2

Realné posloupnosti

Realnd posloupnost; vlastnosti posloupnosti; vybrana posloupnost; rozsitena
realnd osa; okoli bodu rozsifené realné osy; limita ¢iselné posloupnosti; jed-
noznacnost limity; konvergentni, divergentni posloupnosti; véta o limité vy-
brané posloupnosti; kritéria konvergence; hromadny bod posloupnosti; Bolzano-
Cauchyova véta; véta o existenci limity omezené monoténni posloupnosti; al-
gebraické operace na mnoziné R; véty o nerovnostech v limitéch; véta o se-
viené posloupnosti. Vypocty limit dilezitych posloupnosti; rekurentné zadané
posloupnosti; ¢iselné fady; Eulerovo ¢islo; exponencidlni funkce a obecnd moc-
nina.

2.1 Definice pojmu posloupnosti

Pomoci pojmu posloupnosti miizeme formalizovat procesy probihajici v diskrétnich
krocich. Naptiklad posloupnost méreni prumérné denni teploty v jistém misté, nebo
posloupnost aproximaci feseni jisté tlohy. V této kapitole si ukazeme, jak pojem
posloupnosti definovat, jaké vyznamné vlastnosti posloupnosti nas budou zajimat a
jak definovat veledulezity pojem limity posloupnosti.

Definice 21 (Posloupnost): Zobrazeni z mnoziny N do mnoziny R, jehoz defini¢ni
obor je nekone¢nd mnozina, nazyvime realna posloupnost.

Nez pristoupime k rozboru tohoto pojmu, uc¢inime nasledujici dohodu. Bez djmy
na obecnosti budeme predpokladat, ze zkoumana posloupnost je definovana na celém
N. Pokud tomu tak neni, pak ji lze vZdy vhodné ,preindexovat®. V nékterych pti-
kladech vsak mize byt vhodné uvazovat mensi indexovou mnozinu (napriklad pouze
suda ¢isla), v takovém prikladé na to bude ¢tendr jasné upozornén.

Déle budeme pouzivat néasledujici standardni oznaceni. Je-li a : N — R posloup-
nost, pak funkéni hodnotu a v bodé n € D, C N, tj. ¢islo a(n), oznacujeme pomoci
dolniho indexu! symbolem a,, a nazyvame n-tym élenem posloupnosti a. Skutec-

1Z4vislost na diskrétnich parametrech (napf. celoéiselnych) vyjadiujeme pomoci dolnich index.
Jako napriiklad u posloupnosti: a,. Naopak zavislost na spojitych parametrech pak vétsinou pomoci
zévorek, tj. napiiklad u redlnych funkei redlné proménné piseme f(z).
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nost, ze a : N = R je posloupnost, zapisujeme také zkracené symbolem (a,). Pokud
chceme zvyraznit i definiéni obor, tedy pro jaké indexy jsou ¢leny posloupnosti defi-

novany, piseme (ap)nen, ¢i pouze (a,)>2 ;.

Priklad: Uvazme posloupnost a : N — R definovovanou pfedpisem a,, := (—1)" pro
kazdé n € N. Napriklad tedy plati rovnosti a; = —1, as = 1, ¢i age; = —1. Tuto
posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zpusobem:

o= (1)),

Oborem hodnot a je mnozina obsahujici pouze dva prvky, {—1, 1}. Posloupnost a je

graficky znazornéna na obrazku ¢. 2.1. A
Qn
1--------- R .~ -------- L o -------- ° - -

Obrazek 2.1: Piiklad posloupnosti (ay,), a, = (—1)™.

Podobné jako u funkci, zavadime nékolik typtu posloupnosti podle vlastnosti jejich
sousednich ¢lent. Posloupnost (ay,) je rostouci (resp. klesajici) pokud a,, < any1
(resp. an > an41) pro kazdé n € N.. Posloupnost (a,) je neklesajici (resp. neros-
touci) pokud a,, < ap41 (resp. ap > ap+1). Posloupnost (a,,) nazyvime monotonni

jestliZze je nerostouci nebo neklesajici.
Rozmyslete si, jaké z téchto vlastnosti maji posloupnosti na obrazku ¢. 2.2.

2.2 Limita Ciselné posloupnosti

V této podkapitole nejprve zavedeme pojem limity posloupnosti a pak prozkoumame
jeho zakladni vlastnosti. Hlavni myslenkou je vyjadfeni intuitivniho pozadavku aby
se ,,Cleny posloupnosti a,, blizily libovolné blizko k jistému «a“. Zacnéme ale presnou
definici.

Definice 22: Rekneme, Ze redlnd posloupnost (a,) mé limitu o € R, pravé kdyz
pro kazdé okoli H, bodu « lze nalézt ng € N takové, Ze pro vSechna n € N vétsi nez
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Qp
2”1”1”?’1”?"Y’W”r’f”
an:2 | | | | | | | | |
123 45 6 7 8 9 n
bn,
R e R i T
37 n<5 | | | | | 6 7 8 9
bn: | | | | |
6-—n, n>5 1 23 45 f,ooon
.
Cn
3}?7YF
cn:3(_1)n 1 3 5 7 9
* 2 4 6 8 7
_3 B S T
Obrazek 2.2: Tt rtzné priklady posloupnosti.
ng plati a,, € H,. V symbolech
(VHy)(3ng € N)(Vn e N)(n > ng = an € Hy). (2.1)

Tuto skute¢nost mizeme zapsat nékolika moznymi ekvivalentnimi zpiisoby:

lim a, = a nebo lima, =« nebo a, — .
n—0o0
Slovné mtizeme definici (2.1) pieformulovat i takto: o € R je limitou posloupnosti
(an), pravé kdyz v kazdém okoli H, bodu « lezi vSechny ¢leny posloupnosti s dosta-
tecné velkym indexem, tj. vSechny az na konec¢ny pocet vyjimek. Na druhou stranu,
k tomu aby lima, = « ale nestaci, aby v kazdém okoli bodu « lezelo nekonec¢né
mnoho ¢lent posloupnosti. Uvazte napriklad posloupnost

. dé
0, = {n, n je sude, (2.2)

%, n je liché.
V kazdém okoli bodu 0 lezi nekoneéné mnoho jejich ¢lend, ale tato posloupnost
nemuze mit limitu, protoze mimo toto okoli lezi taktéz nekonecné mnoho jejich ¢lent.
Tato posloupnost je zndzornéna na obrazku ¢é. 2.3.

Pokud bychom v definici limity zaménili ,ng € N“ za ,ng € R, pak se jeji smysl
nezméni. Vyznam zustane také zachovan pripustime-li ,n > ng“ misto ,n > ng“.
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Obrazek 2.3: Grafické znazornéni posloupnosti (2.2).

Index ng totiz vyjadruje pouze to, ze inkluze a,, € H, plati pro vSechna dostatecné
velka n.

Pokud uvazujeme o € R, mtizeme definici pfeformulovat a zbavit ji reference na
pojem okoli. Kazdé okoli H,, je v tomto pripadé tvaru (a«—e, a+-¢) pro néjaké kladné
e. Déle inkluze a,, € H,, plati, pravé kdyz |a,, — a| < e. Dostavame tedy ekvivalentni
formulaci definice,

lim a,=a€R <«
n—-+0o

& (VeeR, e>0)(3ng e N)(VneN)(n>ny = |a, —a] <e).
Podobnou tivahou pro pripad o = 400 obdrzime néasledujici tvrzeni

lim a, =400 <& (VeeR)(3ng€N)(VneN)(n>ng = a, > c).

n—-+4o0o

Rozmyslete si podminku pro a = —oc.
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Nasledujici véta odhaluje dilezitou vlastnost pojmu limity. Posloupnost bud li-
mitu nemd, nebo ji ma a jeji hodnota je ddna jednoznac¢né. Jinak receno, zadna
posloupnost nemtize mit dvé razné limity. Pokud tedy dva lidé pocitaji jeden pii-
klad a vyjde jim rozdilny vysledek, pak aspon jeden z nich musel nékde ve vypoctu
udélat chybu.

Véta 23 (O jednoznacnosti limity): Kazda ¢iselnd posloupnost ma nejvyse jednu
limitu.

Diikaz sporem. PYedpokladejme, Ze (a,) ma dvé riizné limity a,b € R, a # b. Potom
existuji dvé disjunktni okoli H, a Hy, tj. H, N\ Hy, = (). Z definice limity ovSem mame
k dispozici ng € N a mg € N takova, ze pro vSechna n > ng je a, € H, a pro vsechna
n > myg je a, € Hy. Tudiz pro libovolné n > max{ng, mo} plati

an € H, N Hy = 1]
COZ je Spor. ]

Pfi pocitani limit vétsinou (pfimo) nepouzivame definici, ale vypocet zakladdme
na znalosti jednoduchych, elementarnich, limit. V nasledujicich tfech jednoduchych
prikladech si ukazeme jak definici pouzit pravé na téchto jednoduchych posloupnos-
tech.

Priklad: Dokazte h_)m 1 = 0. Skutecné, bud e > 0 libovolné. Pozadavek
n—oo n

1

n

!
=—-—<cec

1
lay, — 0] = —
n

je ekvivalentni podmince n > % Staci tedy k danému e volit libovolné ng € N

splnujici ng > % Pro ilustraci vizte obrazek ¢. 2.4. A

Priklad: Limita konstantni posloupnosti a, = « je rovna a. Bud € > 0 libovolné.
Zvolime-li jakékoliv ng € N potom pro n > ng trividlné plati

lap, —a| =0<e. A

Piiklad: Limita posloupnosti a, = n? je +0o. Bud K > 0 libovolné. Zvolime-li
pfirozené ng > v K, pak pro kazdé n > ng = VK plati a, = n? > K. A

Poznamka: 7 predchozich tii ptikladi by mélo byt patrné, ze plati

400 a >0,
lim n® =<1 a=0,
n—oo

0, a < 0.
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1/n
?
€ : T * ° °
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Obrézek 2.4: Grafické znazornéni posloupnosti a,, = 1/n a volby ng pro konkrétni ¢
v definici limity.

Toto tvrzeni je snadné? ovéfit na zakladé definice stejné jako v predchozich piikla-
dech.

Podle toho, zda existuje limita posloupnosti rozlisSujeme nasledujici dva typy
posloupnosti.

Definice 24: Bud (a,) posloupnost. Pokud mé limitu o € R, pak se nazyva kon-
vergentni. V ostatnich pripadech ji nazyvame divergentni.

O konvergentni posloupnosti nékdy také ze zjevnych duvodi rikame, ze mé ko-
necnou limitu. Vysledky predchozich piiklad proto miizeme také formulovat takto:
posloupnost (%) je konvergentni, libovolnd konstantni posloupnost je konvergentni,
posloupnost (n) je divergentni.

Nejelementarnéjsim zpusobem vypoctu limity posloupnosti (a,,) je Gspésné pro-
vedeni nasledujicich dvou krokt.

1. Uhodni kandiddta na limitu, ozna¢me si ho o € R.

2. Pomoci definice dokaz, ze lim a, = a.
n—0o0

V dalsi casti tohoto textu si ukdzeme sofistikovanéjsi nastroje pro vypocet limit.
Velmi ¢asto je ndm hodnota limity (pokud vubec existuje) nezndmé. Typicky je
jejl pripadna hodnota pravé to, co hledame. Vyvstava proto prirozena otazka: lze
rozhodnout o konvergenci posloupnosti (a,) pouze na zdkladé znalosti jejich clenu?
Na tuto otazku zanedlouho kladné odpovime.

20vsem obecnou mocninu jsme jedté nezavedli. V tento okamzik je toto tvrzeni pravdivé pouze
proa € Z.
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2.3 Vybrané posloupnosti

V predeslé podkapitole jsme si ukézali, jak pomoci definice ovéfit, Ze jisté o € R je
limitou zadané posloupnosti (a,). Ne vSechny posloupnosti vSak limitu maji. Pokud
mame podezieni, ze limita zadané posloupnosti neexistuje, mizeme se pokusit jeji
existenci vyvratit. Jednim ze zptsobtu jak vyvratit existenci limity je ,vybrat® ze
zadané posloupnosti dvé podposloupnosti s riiznou limitou. Presnéji tento postup
rozebereme v této podkapitolce.

Definice 25: Necht (a,) je libovolnd posloupnost a (k) je rostouci posloupnost
prirozenych ¢isel. Pak posloupnost (ay, ) nazyvame posloupnosti vybranou z po-
sloupnosti (ay). Posloupnost (ag, ) nazyvame také podposloupnosti posloupnosti
(an)-

Priklad: Posloupnost (1) je vybrand z ((—1)"). Skutecné, staci vzit sudé ¢leny, tedy
kn = 2n pron = 1,2,.... Posloupnost (1) neni vybrand z (n) i pfesto, ze se ¢len s
hodnotou 1 v posloupnosti (n) vyskytuje. JAN

Cleny posloupnosti (k) tedy udévaji indexy ¢lenti vybiranych z (a,). Pozadavek
aby (ky) byla rostouci znamend, ze pfi vybéru ¢lenit se nesmim vracet k predchozim
¢lenim ani nemohu vybrat stejny ¢len dvakrat.

Priklad: Uvazme posloupnost a, = (—1)"n, n = 1,2,3,.... Prvnich pér ¢lent tedy
e —1,2,-3,4,... Posloupnost (2n)5%; je vybrana z (a,). Ano, sta¢i volit rostouci
kn, = 2n a pak a, = 2n pro kazdé n € N. Posloupnost (2) neni vybrand z (a, ). Sice
plati, ze kdyz polozime k,, = 2, pak ag, = 2 pro kazdé n € N, ale (k;) neni rostouci
(je konstantni s hodnotou 1). A

Thned vyvstavéa otdzka jak spolu souvisi limita posloupnosti a limita jeji podpo-
sloupnosti? Primo z definice limity nahlédneme platnost néasledujici véty.

Vé&ta 26 (O limité vybrané posloupnosti): Necht posloupnost (a,) mé limitu a € R.
Pak kazda posloupnost vybrana z (a,) mé také limitu a.

Diikaz. Pro (ay) plati formule (2.1). Bud (k) libovolna ostfe rostouci posloupnost
prirozenych ¢isel a b = (ay, ) posloupnost vybrand z (a,). Bud H, okoli «, limity
posloupnosti (a,). Potom existuje ng € N takové, ze pro n > ng je a, € H,. Dle
predpokladi o posloupnosti (k;,) ale existuje ale i mg takové, ze ky,, > no. Je-li tedy

m > mg pak nutné ay, € H,. Posloupnost (a, ) mé tedy také limitu a. a
" P 1 1 . o )
Priklad: Plati nggloo T 0. Posloupnost (W) je totiz vybrana posloup-
nost z (%) a jiz vime, ze lim — = 0. A
n—-+oo N,
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Véta 26 ndm dava jednoduché a uziteéné kritérium pro neexistenci limity po-
sloupnosti. Zformulujeme si ho jako nésledujici disledek.

Dausledek 27: Lze-li z posloupnosti (a,) vybrat dvé podposloupnosti s riznymi
limitami, pak limita pivodni posloupnosti (a,) neexistuje.

Diikaz. Dikaz dusledku je ziejmy. Sporem. Kdyby posloupnost (a,) méla limitu a
slo z ni vybrat dvé podposloupnosti s riaznymi limitami, pak se ihned dostavame do
sporu s vétou o limité vybrané podposloupnosti. O

Priklad: Limita posloupnosti ((—1)”)20:1 neexistuje. Vybereme podposloupnosti se
sudymi a lichymi indexy. Tj. polozime k, :=2n a ¢, :=2n—1pron = 1,2,...
Potom obé vybrané podposloupnosti jsou konstantni s riznymi limitami:

akn:1—>1, agn:—1—>—1. A

2.4 Kritéria konvergence posloupnosti

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi limity posloupnosti. Nejprve si uka-
zeme dulezita kritéria pro existenci konecné limity nevyzadujici jeji a priorni znalost.
Poté probereme praktické véty pro vypocty, tedy véty umoznujici ndm pomoci zna-

Pripomenme si z drivéjsi prednasky axiom uplnosti realnych ¢isel. Nyni jiz navic
muzeme podminku, kladenou na délky intervall, formulovat pomoci pojmu limity.
Poznamka (Axiom tuplnosti): Kazdy smrstujici se systém vnorenych uzavienych
intervalti ma neprazdny prtnik. Presnéji, pokud

(an,bn) D {apt+1,bnt1) pro kazdé n € N,
lim (b, — ay) =0,

n—o0

pak existuje redlné x lezici v kazdém z intervalu (ay,b,), n € N.

Takovéto x muze byt zrejmé nejvyse jedno. Predpokladame-li existenci dvou ruz-
nych prvku z a y, lezicich v priniku, snadno se dostaneme ke sporu.

Daéle si zavedme jesté pojem hromadného bodu, ktery tizce souvisi s pojmem
limity a ktery budeme v této kapitole potiebovat.

Definice 28: Bod z € R nazyviame hromadnym bodem posloupnosti (a, ), pravé
kdyz v kazdém okoli H, bodu x lezi nekone¢né mnoho ¢lenu posloupnosti (ay,).
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Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti? Po-
kud mé posloupnost (a,) koneénou limitu o € R pak je tato i hromadnym bodem
posloupnosti (a, ). Narozdil od limit muze mit zadanéd posloupnost vice hromadnych
bodt. Napt. posloupnost ((—1)") ma hromadné body 1 a —1.

Poznamka: Neni tézké nahlédnout, Zze bod « je hromadnym bodem posloupnosti
(an), pravé kdyz existuje posloupnost (b, ) vybrand z (a,) jejiz limita je «, tj. lim b, =
a.

Pristupme nyni k dilezité vété nesouci jméno po Bernardovi Bolzanovi (mate-
matik pochézejici z itélie ale studujici v Praze, 1781 - 1848) a Karlovi Weierstrassovi
(némecky matematik, otec moderni matematické analyzy, 1815 - 1897). Jeji tvrzeni
neni viibec o¢ividné a jak uvidime v dikazu, plyne z axiomu dplnosti mnoziny redl-
nych cisel.

Véta 29 (Bolzano-Weierstrass): Kazda omezend ¢iselnd posloupnost mé hromadny
bod.

Diikaz. Bud (ay) omezend posloupnost. Jisté existuje interval (by, c1) takovy, ze ob-
sahuje vSechny ¢leny posloupnosti (a,). Rozdélime-li interval (b1, cq1) na poloviéni
intervaly (by, bl%} a (bl%, c1), pak aspon jeden z téchto intervali obsahuje neko-
necné mnoho ¢lenu posloupnosti (a, ), oznacme ho (by, c2).

Timto zpusobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervalu (b,,cy,) z
nichz kazdy obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenu (ay) a pro jejichz délky plati

01—171:0

g (en = bn) = [0 o
Podle axiomu tplnosti existuje redlné = patiici do kazdého z intervala (b, c,). Pro-
toze délky intervalu (b,,c,) konverguji k nule, lze pro libovolné okoli H, nalézt n
dostatecné velké na to, aby cely interval (b, ¢,) patfil do H,. Proto lze v H, nalézt
nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (a,) a x je tedy hromadnym bodem (a,). O

Poznamka: Jinak feceno, z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni
posloupnost.

Nésledujici vétu budeme velmi ¢asto vyuzivat. Dava nam totiz postacujici pod-
minku pro konvergenci posloupnosti. Pokud ovéfime tuto podminku (v tomto pii-
padé monotonii a omezenost posloupnosti) pak je zarucena existence jeji koneéné
limity. Jak je patrné z ditkkazu, jedna se o disledek predchozi Bolzano-Weierstassovi
véty.
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Véta 30 (O limité monotonni posloupnosti): Kazd4 redlnd monotonni posloupnost
ma limitu. Tato limita je konecnd, pravé kdyz je dand posloupnost omezena.

Diikaz. V piipadé, ze je zkoumand posloupnost (a,) neomezend, je z definice limity
ziejmé, ze nh_)ngo a, = +o0o. (znaménko + pro neomezenost shora, — pro zdola).
Predpokladejme, Ze (ay,) je neklesajici a (shora) omezend. Potom podle Bolzanovy-
Weierstrassovy véty mé posloupnost (a,) hromadny bod, ozna¢me ho z. Bud H,
libovolné okoli bodu z. Potom existuje jisté a,, patrici do H,. Do tohoto okoli ale
musi pattit vSechna a, s n > ng, protoze pro né nutné plati a,, < x. Kdyby totiz a,
prerostlo x, nemohl by z byt hromadnym bodem (ay,). O

Priklad (Limita posloupnosti harmonickych éisel): Zkoumejme limitu posloupnosti

(&)

Tato posloupnost je ocividné rostouci. Podle véty o limité monoténni posloup-
nosti tudiz existuje jeji limita. Vyberme posloupnost (b, )nen,

1
k=1
Plati
bjr —bj= b g L]
AR VI RN VIR 27 427 =7 2t T 2
Odtud
s n—1 n
bn:b1+Z(bj+1_bj) > by + 5 =1+§.
j=1
Posloupnost (by,), a tedy i (a,), neni omezena shora. Proto
"1
7}1_)1130];1 7 = oo A

Dalsi véta ndm dava nutnou a postacujici podminku pro konvergenci posloup-
nosti. Tedy podminku ekvivalentni s definici. Podstatnou vyhodou této podminky
je, ze vyzaduje pouze znalost ¢lent zkoumané posloupnosti.

Véta 31 (Bolzano-Cauchy): Posloupnost (a,) je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé
e > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n,m > ng je |a, — am| < €.
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Dikaz =. Necht ma (a,) limitu o € R. Bud € > 0 libovolné. Potom lze nalézt
no € N takové, ze pro kazdé n > ng je |a, — a| < §. Takze pro libovolné n,m > ng
plati

e €
\an—am\:|an—a—|—a—am|§|an—a|+|a—aml<§+§:5.

P1i odhadu jsme vyuzili znalosti trojuhelnikové nerovnosti. O
Diikaz <. Necht (a,) spliuje podminku
(Ve > 0)(Inp € R)(Vn,m € N)(n,m > ng = |a, — an| < €).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze
|am — an,| <1 pro kazdé m > ny.

Jinak feceno, pro m > ng patii a,, do intervalu (an, — 1,an, +1) = Hy,(1). Mimo
tento interval muze lezet pouze koneény pocet prvku posloupnosti. Posloupnost (a,)
je proto omezena. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje x € R, hromadny
bod posloupnosti (ay,).

Bud H;(e/2) okoli bodu z. Pro /2 existuje ng tak, ze pokud m,n > ng pak plati
|an, — am| < £/2. Urcité ale existuje m > ng tak, ze a,, € Hy(g/2). Tudiz pro n > ng
je

€ €
|anfx|:|anfam+am71:]§|anfam|+|am—x\<§+§:6 O

Vratme se jesté jednou k posloupnosti harmonickych ¢isel. Ukazme, ze jeji limita
je nekonecno pomoci Bolzanova-Cauchyova kritéria. Nejprve si opét povSimneme, ze
zkoumand posloupnost (by,), b, = > 1 %, je rostouci a tedy ma limitu. Dokazme, ze
tato limita nemuze byt koneéné (tj. nemuze patrit do R) a proto musi byt nutné rovna
+00. K tomu pouzijeme Bolzano-Cauchyova kritéria, chceme ukézat jeho negaci.
Tedy

(3e > 0)(Vno € N)(In,m € N)(n,m > ng a |b, — by | > €),

kde (a,) je zkoumané posloupnost. Zvolme ¢ = & a bud ng € N libovolné. Polozme

2
n =4ng a m = 2ng, potom n > m > ng a

4ng

11 1
bn —bm| = Y. —>— 2ng=-.
k:2no+1k 4nyg 2

Coz bylo dokéazati.
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Poznamka (Podilové kritérium): Na tomto misté je vhodné pfipomenout dalsi po-
stacujici podminku pro konvergenci probiranou na cviceni a to podilové kritérium.
Bud (a,) posloupnost kladnych ¢isel a necht

. An+1
3 lim = = q
n—00  Qay

Potom
e pokud ¢ < 1, pak liﬁm an =0,
n—oo
e pokud ¢ > 1, pak li_)m Gy = 400.
n—oo

Priklad: Vypoctéme limitu

i n
lim —
n—+oo 2™
Pro limitu podila plati
2
e 1 <n+1)2 1
lim s = lim —- = .
n——4o00 37 n——4oo 2 n 2
Podle podilového kritéria proto ptivodni limita konverguje k nule. A

2.5 Algebraické operace na rozsirené realné ose

V predchozi kapitole jsme zavedli rozsifenou redlnou osu, R = RU{+o00, —oo}. Nyni
mezi prvky R rozsifime binarni operace sc¢itani a ndsobeni.

Definice 32: Necht a € R v zavislosti na jeho hodnoté definujeme

e a>—00: a+(+00) = (400)+a = 400,

e a<+400: a+(—o0)=(—00)+a=—o0,

e a>0: a-(400)=(+) a=+o0,

e a<0: a-(+00)=(+00): a= —00,

ea>0: a-(—00)=(—-00) -a=—00,

e a<0: a-(—0)=(-00)a=+00
R
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Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (=b), podil § :=a - %, pouze v pripadé

ze vyraz na pravé strané je definovan. Klademe —(+00) = —o00, —(—00) = +o0,
| + 00| =] — 00| = +00 a {/+00 = +00 pro libovolné k € N.

Nedefinovany zlstavaji vyrazy

+ _
+oo — +o00, oo+ Foo, 0-(+o0), j:ﬁ’ % pro a € R.
00

Symboly =+ je ve stejném radku je nutno chapat tak, Zze vzdy horni a dolni zna-
ménko si odpovida. Presnéji, vyraz +oo—+oo je zkratka pro dva vyrazy: +o00— (+00)
a —00 — (+00), ne pro +oo — (—o0).

Priklad: Plati tedy +00—2 = +00, 4-(—00) = —00 —2_ = 0 a podobné. Vyrazy %,

' oo
+00 — (+00), ¢i 0- (+00) nejsou definovany a nelze jim dat dobry obecny smysl. A

2.6 Veéty o limitach

tedy velmi praktickym nastrojem pro vypocet limit.

Véta 33: Necht (ay) a (b,) jsou redlné posloupnosti majici limitu v R. Oznaéme
a= lim a, a b= lim b,. Plati
n—oo n—o0
nh_)ngo(an +b,) =a+b,
nh_)néo(an ~bp) =a-b,
. Qan a
lim — = —,

pokud je vyraz na pravé strané definovan.

Vsimnéte si, Ze aby podil { byl definovdn, musi byt b # 0. Za chvilku uvidime,
ze odtud plyne existence ng € N takového, ze b,, # 0. M4 tedy smysl zkoumat limitu
posloupnosti (a,/by,).

Dukaz této véty je ponékud zdlouhavy, vzhledem k mnozstvi kombinaci riznych
situaci. Uvedmé aspon argument pro soucet a konecné limity. Ostatni pripady lze

vvvvvv

Dikaz pro soucet a konecné limity. Predpokldadejme, ze a,b € R potom lze pro /2
najit ng € N takové, ze pro n > ng je |an, —a| < /2 a |b, —b| < /2. Pro tato n pak
mame i

[an + b =@ = b = (an = @) + (b — )| < Jan — al + b = b] < S + 5 =<.
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Podle definice tedy a, + b, — a +b. O

Vsimnéme si, ze ve vété se existence limit lima,, a lim b, predpoklada. Opacna
tvrzeni obecné neplati, napiiklad z existence limity lim(a,, + b,) neplyne existence
limit lim a,, a lim b,,. Jako piiklad mizeme uvést nasledujici volbu posloupnosti:

an=(—1)" a b, =(-1)"""
Protoze a, 4+ b, = 0 existuje limita souctu, ale limita pavodnich posloupnosti nee-
xistuje, jak jsme jiz ukazali drive.
Uvedme jesté jeden dilezity dusledek véty 33.
Diisledek 34: Bud ¢ € R konstanta a (ay,), (b,) posloupnosti s limitami v R. Potom
plati

lim ca,=c- lim ay,,

n—-+00 n—-+0o
lim (a, —b,)= lim a,— lm b,.
n—>+oo( " n) n—-4o00 " n——+00 "

Diikaz. V pripadé prvniho tvrzeni dusledku staci vyuzit vétu 33 a jeji tvrzeni o
souéinu s posloupnosti (a,) a konstantni posloupnosti b, = ¢. K nahlédnuti druhého
tvrzeni si pak sta¢i uvédomit, ze a,, —b, = a, +(—1)-b, a pouzit prvni ¢ast dusledku
a vetu 33 o souctu. O

Priklad: Vypoctéte

o203 —4An+5
].. llm 737
n—oo n—mn

22 —4dn+5

2. lim —
n—oo n—n
2n3 — 4

3. lim ”7”*’5.

n—oo 1 —n?

Je potreba pouzit predchozi vétu, ale pred tim je tfeba vyrazy za limitou vhodné
upravit. V prvnim prikladé plati

20 —dn+5 22— %45 2040

n? — 9.

L1 0-1

Vsimnéte si, ze predchozi vétu jsme pouzili hned nékolikrat (podil limit, vypocet
limity citatele a jmenovatele pomoci soué¢tu/rozdilu limit).
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V druhém ptikladé podobné mame

o2 —dn+5 . 2—242%  2-0+0
111’117: hm = =
n—00 n—n3 n—o00 %—TL 00— o0

A konecné ve tretim

2 —dn+5 . 2n—3 4 4oo—0+0

n—o0 n — n? n—o0 1 0—1

Samoziejmé zplsobl jak provést tpravu téchto typi zlomk, tak aby bylo mozné
pouzit vétu na podil/souc¢in/soucet limit, je vice moznych. A

Dalsi véta nam ukazuje, jak se chova absolutni hodnota vi¢i limiteé.

Véta 35: Necht (a,) je redlnd posloupnost. Pak plati nasledujici dvé tvrzeni

ngr—ir—loo n = C = ngr—ﬁr—loo ’an| - |Oé|,
et =0 & B lea =0

Dukaz. Dokazme nejprve prvni ¢ast. Pokud a = 400, pak je dikaz primocarym
pouzitim definice. Uvazme a € R. Pro libovolna x,y € R plati

||z = Iyl < |z = yl. (2.3)

Skutecné, podle trojihelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu plati |a + b] <
|a| + |b] pro redlnd a,b. Polozime-li a = x — y a b = y, pak

[zl <z —yl+lyl = Jzl=lyl <]z -yl
Zameénnou x za y a y za r pak
yl—lz[<ly—=2 = |z|=lyl=—lz—yl

Celkem (2.3). Bud ¢ > 0. Potom dle ptredpokladu existuje ng € N takové, ze pro

kazdé n vétsi nez ng je |a, — a| < €. Diky vysSe odvozené nerovnosti pak ale pro tato

n plati i ||ayn| — |a|| < |an — @] < e. Prvni ¢ast tvrzen{ je timto dokdzéna.
Ekvivalence v druhé ¢éasti plyne z rovnosti

[lz] = 0] = | = 0|

platné pro kazdé realné x. ]
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Priklad: Predchozi véta tedy rika, ze muzeme beztrestné zaménovat poradi pocitani
limity a absolutni hodnoty. Napriklad

lim (1—2)‘=|—2|:2. A

n—+oo \ N

1
lim ‘—2‘ =

n—+oo [N

Véta 36: Necht (a,) je redlnd posloupnost s nezdpornymi ¢leny a necht k € N je
pevné dané Cislo. Pak plati

lim a, =a €RfU{+c0} = lim ¥a, = ¥a.

n—+oo n—-+00

Diikaz. Uvazme piipad a € RT. Podle piedpokladii existuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze
¢ < ay pro kazdé n a ¢ < . Déle si sta¢i povsimnout, ze?

| — 4a| =

Je-li tedy € > 0 zadano hbovolne, pak lze podle predpokladii nalézet ng € N tak, ze

lan, — of lan, — af
+an a+...+anak—2+ak—l_k.ck—l‘

|an,
| &a, — Va| < e.

Uvazme pripad a = 0. Bud ¢ > 0 libovolné. Pro € existuje ng € N tak, ze pokud

je m vétsi nez ng plati 0 < a, < e¥. Pro tato n je pak ale i 0 < ¥ay < e. Cili (&/ax)

konverguje k 0.
Pripad o = +00 se vysetii analogicky. O

Priklad: Vypoctéte limitu
lim vVn?+2n+5—
n—oo

Vsimnéte si, ze nelze pouzit vétu o limité souctu. Dostéaviame nedefinovany vyraz
+00 — (400). Skuteéné, protoze li_>m n? 4+ 2n + 5 = 400 pak podle piedchozi véty
n o0

plati h_{n Vn2 +2n+5 = +oo. K vypoctu nasi limity pouZijeme tpravu
n (o]

2 2 5
2+ 5 — 2+ 3
lim vVn?2+2n+5—n= lim noan " — lim n =1.
n—00 n—>oo,/n2_|_2n_{_ 54+n n— 00 1+2+§+1
V n n

Zde jsme v posledni kroku vyuzili predchozi véty. Konkrétné

2
lim \/ﬁ \/hm 1—0—+5>:\/1+0+0:1. A
n—+400 n—+400 n n

3Dok4zdno na cvideni.
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2.7 Nerovnosti a limity

7 nerovnosti mezi limitami lze odvodit nerovnost mezi ¢leny posloupnosti a naopak z
nerovnosti mezi ¢leny posloupnosti 1ze odvodit nerovnost mezi jejich limitami. Hlav-
nim vysledkem této podkapitolky je véta o seviené posloupnosti, kterou s vyhodou
vyuzivame, pokud neni mozné vyuzit véty o souctu, sou¢inu, ¢i podilu limit.

Véta 37: Necht realné posloupnosti (a,) a (b,) majf limity v R. Pokud
lima, <limb,

potom existuje ng € N tak, ze pro vSechna prirozend n > ng plati a,, < b,.

a?’b) bﬂ
°
° 0000,
0e® .,
ee L ° °
i | o g0® 0 o % e %0, e 0% g% %% __
hIIlbn o‘-.-._‘ o o . .-oo.-.‘ozt. ®ee -.0'. .'0.-
° ° o ®cees
. ° .."'0000000000
I i
n

Obrazek 2.5: Ilustrace k vété 37

Diikaz. Oznactme o = lima, a § = lim by, plati o < 8. Predpokladejme, Ze i 3 jsou
konec¢na. Potom pro € := ’BfTa existuje ng € N tak, Ze pro pron > ng je a, € Hy(e) a
b, € Hg(e). Protoze jsou tato okoli disjunktni plati jisté navic pro tato n nerovnost
Gn < by,.

Podobnym zptsobem snadno ovéiime i pripad kdy jsou « ¢i § nekonecné. O

Priklad: Jako priklad uvazme a, = 2 — % ab, =1+ % Jejich limity jsou lim a,, = 2
a limb, = 1. Existuje tedy ng € R takové, ze pro kazdé n > ng prirozené plati
an > by. V nasem pripadé lze za ng volit ¢islo 4. A
Duisledek 38: Necht (a,,) a (b,) jsou redlné posloupnosti majici limitu v R. Pokud
existuje ng takové, Zze pro vsechna prirozena n > ng je a, < by, potom lima, <
lim b,,.

Drikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze lim a,, > lim b,,. Potom podle
predchozi véty existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ng plati a, > b,. To je
ovSem ve sporu s predpoklddanymi vlastnostmi posloupnosti (a,) a (by). O
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Vsimnéte si, ze neostrost nerovnosti je zde dulezita. Napiiklad, pro a, = % a
b, = 0 plati ostrd nerovnost a,, > b,, pro kazdé prirozené n, ale lima,, = limb,, = 0.

Nyni se dostavame k velmi dulezité vété, kterou casto pouzijeme. Jeji myslenka
spociva v tom, ze dokazeme-li ,dobre vystihnout“ chovani dané posloupnosti po-
moci posloupnosti se zndmymi shodnymi limitami, pak zname i limitu zkoumané
posloupnosti.

Véta 39 (O seviené posloupnosti): Necht (ay,), (by) a (¢n) jsou redlné posloupnosti
pro které plati

1. (3np e N)(Vn e N, n>ng)(an < b, <cp)
2. posloupnosti (a,) a (¢,;) maji stejnou limitu «a € R.

Potom existuje limita posloupnosti (b,) a plati lim b, = .

b, cn

Obrazek 2.6: Ilustrace k vété 39.

Dukaz. Bud H, okoli bodu «a. Existuje mg € N tak, Ze pro n > mg patii jak a, tak ¢,
do H,. Pro n > max{ng, my} do tohoto okoli musi patfit i b, protoze a,, < b, < ¢,.
Proto mé posloupnost (b,,) limitu rovnou «. O

Priklad: Vypoctéte limitu lim S Funkce sin mé obor hodnot Hg, = (—1,1).

n—oo n
Tedy plati nerovnost

—1<sinz <1, prokazdéz € R.

Tudiz pro kazdé prirozené n plati

sinn

<

<

3=
S |-

n
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1 _
Protoze ale lim — = lim — = 0 je podle predchozi véty
n—oo n n—oco n
lim " = 0. A
n—oo N,

Priklad: Pokud zkoumame posloupnost o které mame podezieni, ze jeji limitou je
400, pak nam staci udélat odhad pouze z jedné strany, zespoda. Skutecné. Uvazme
napriklad posloupnost

an =24+ (=1D")n, n=1,2,3,...
Vzhledem ke kladnosti a omezenosti zdvorky ocekavame, ze limitou bude +oo. Nelze

ale pouzit vétu o limité soucinu, protoze limita zdvorky neexistuje. Kazdy ¢len po-
sloupnosti ale mizeme odhadnout zespoda takto,

an=02+(-1)"n>2-1)n=n, neN.

O posloupnosti (n) vime, ze jeji limitou je +o00. Odtud ihned plyne (prakticky hned
z definice), ze limitou nasi posloupnosti je také +oo. A

2.8 Priklady

V této podkapitole vypocteme nékolik zakladnich limit, které se ¢asto hodi znat
pri vypoctech. V predeslé ¢asti textu jsme totiz odvodili nékolik vét, které vsak v
podstaté nelze pouzit, nezname-li limity aspon nékterych jednoduchych posloupnosti.

Pripomenme, Ze hned po zavedeni pojmu limity posloupnosti jsme si prakticky
odvodili nejelementarnéjsi limitu

400, a >0,
lim n® =<1, a=0,
n— oo

0, a < 0.

Pristupme nyni k dalsim prikladam.
Priklad: Plati
lim ¥n=1.

n—oo
Polozme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h, > 0 pro kazdé n = 1,2,3,...
7 binomické véty dostaneme pro n > 2

n n
(1+ hy) hE > T4+ () h2,
2 (e )
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a tedy pro n > 2 plati
n(n —1
po1> 20D
2
Pro n > 2 je vyraz @ kladny a muzeme jim proto posledni nerovnost vydélit a

diky nezapornosti h,, poté i odmocnit. Po téchto tpravach dostdvame

2
0< h, <,y/—.
n
Odtud ihned pomoci véty o seviené posloupnosti dostavame nh_}rgo h, = 0. A

Priklad: Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim ¥a=1.

n—oo

e Piipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati
1< a< n.

V predchozim prikladé jsme vSak ukézali rovnost li_>m ¥n = 1. Tudiz podle véty
n oo

o seviené posloupnosti lim ¥a = 1.
n—oo
» y ) . oafl .
e Pripad 0 < a < 1: Z predchozi bodu plyne lim 41/ — =1, tudiz
n—00 a

=1. AN

1
lim a = lim
n—00 n—oo n/1
a

Priklad: Plati
lim Vn! = +oc.

n—oo

Pfi vypoctu této limity vyuzijeme nasledujici trik. Cleny v soudinu dvou faktoridli
promichame v ,zrcadlovém“ poradi:

(n!)2 (1-2-3---n)-(1-2-3---n)
(1) (2 (= 1) - (3 (1=2)) (1) =

ﬁ kEn+1—k)
k=1
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Z grafu paraboly f(z) = z(n + 1 — x) je zfejmé (vizte obrézek ¢. 2.7), ze
f(k) = f(1) = f(n) =n
a proto (n!)? > n™. Kone¢né, 2n-t4 odmocnina déva

Unl > /n — +o0. A

Obréazek 2.7: Tlustrace k vypoctu prikladu vypoctu limity posloupnosti v/n!.

Priklad (!!!): Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti (a") plati:

0, la| <1,
lim a" =<{ "’ a=1
n—00 400, a>1,

neexistuje, a < —1.

e Jednoduché pripady: Pokud a = 0 nebo a = 1, pak se jedna o konstantni po-
sloupnost jejiz limita je rovna pfislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz ukazali,
ze limita ((—1)™) neexistuje.

e Necht 0 < |a| < 1. Plati
a1 = [a"] -|a] < [a”].
Posloupnost (]a"|> je tedy klesajici a omezend, 0 < |a"| < |a|. Z véty o limité

monoténni posloupnosti plyne existence koneéné limity, ozna¢me ji L = lim |a"|.
n—0o0
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Posloupnost (|a"+1|) je vybrana z (’a"D a proto maji stejnou limitu. Ko-
necné
L= lim [a""!| = lim |a|-|a"| =
n—oo

la| - lim |a"| = |a| - L.
n—00 n—00

Diky predpokladiim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.

e Pripad a > 1: Podobné jako v pfedchozim piipadé ukdzeme, ze (a™) je rostouci
posloupnost zdola omezena napr. ¢islem 1. Existuje proto limita L = ILm a”.
n o0
Protoze posloupnost roste, musi nutné byt L > a. Navic plati

L=1mad" ' =a lima*=a-L.
n—oo n—oo

Protoze ale L > a > 1 muze tato nerovnost platit pouze v piipadé L = +oo.

e Piipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (a*") = ((aQ)n) nyni podle pfedcho-

2n

ziho bodu plati lim a°" = 400, protoze a® > 1.
n—oo

Limitu vybrané posloupnosti (a?"*1)) snadno spoéteme

lim ¢ =q- lim a®" = a- (+00) = —c0.
n—oo n—o0

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti s riznymi limitami. Pivodni limita, tj.
liﬁm a”, tedy neexistuje. A
n—oo

Shriime si doposud odvozené limity v tabulce ¢. 2.1.

2.9 Rekurentné zadané posloupnosti

Doposud jsme se v prikladech setkavali pouze s explicitné zadanymi posloupnostmi,
tj. pro dané n bylo a,, explicitné ddno pomoci vzorce obsahujiciho pouze n. Pokud je
n-ty ¢len posloupnosti zaddn pomoci predchézejicich ¢lent, nazyvame danou posloup-
nost rekurentni. Rekurentni posloupnost nemusi byt mozné prevést na explicitné
zadanou. Na rekurentni posloupnosti narazime velmi casto, napt. Newtonova me-
toda, o které budeme mluvit pozdéji, nam dava rekurentni posloupnost aproximujici
feseni rovnic tvaru f(z) = 0.

Priklad (Fibbonacci): Jednou z nejzndméjsich rekurentné zadanych posloupnosti
je Fibbonacciho posloupnost (F,)22; definovana predpisem

F,=F, 1+F, 2 n=3,45,..., Fi=F=1. A
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posloupnost limita,
400, a >0,
(n%) 1, a=0,
0, a < 0.

(Vn!) +o0
0, la| <1,
1, a=1,

+00, a>1,

neexistuje, a < —1.

Tabulka 2.1: Znamé posloupnosti a jejich limity:.

Priklad: Uvazme posloupnost (a,) definovanou predpisem

ar=1 a a,=+an_1+2pron=2,3,4,....

Nejprve si vSimnéme, ze kdyby limita posloupnosti existovala (ozna¢me ji a), pak z
defini¢niho vztahu plyne

a:JLIgoan+1:7}LIgoJan+2:Va+2.

Tento vztah je v Ry splnén bud pro a = 2 nebo a = +oco. Prvni moznost by nastala
v pripadé omezenosti, druhd v pripadé neomezenosti, posloupnosti (ay,).
Pokusme se nejprve ukézat, ze (ay) je monoténni. Ziejmé a, > 0, n > 1, a tedy

Un < Gpy1=Van +2 = a2 <a,+2 <= 0<(2—an)(a,+1)
— a, <2

Posloupnost roste, pravé kdyz a, < 2, n € N. Tuto nerovnost muzeme dokazat
matematickou indukei:

1. Pron=1: a, =1 < 2 plati z definice.
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2. Predpoklddejme, ze pro pevné n € N, n > 1, plati a,, < 2: Potom

LP.
Gn+1 = Van+2 < V242=2.

Ukéazali jsme, ze posloupnost (a,) je rostouci a shora omezena. M4 tedy konecnou
limitu, kterd je nutné rovna ¢islu 2. A

Studiem rekurentnich posloupnosti se podrobnéji zabyva predmét BI-ZDM. Pro
nékteré typy rekurentnich posloupnosti (napr. linedrnich s konstantnimi koeficienty a
specidlni pravou stranou) existuji algoritmy na jejich feseni (tj. explicitni vyjadreni).
My se s rekurentni posloupnosti setkdme pri studiu slozitosti algoritmu quick sort v
kapitole 9.2.

2.10 Ciselné fady

V této casti se budeme zabyvat specidlnim typem ¢iselnych posloupnosti, ¢iselnymi
fadami. Rady vznikaji postupnym sé¢itdnim ¢lentt zadané posloupnosti. Zaénéme nej-
prve definici.

Definice 40: Formalni vyraz tvaru

o0

Zak:ao+a1+a2+--- )

k=0
kde (ax)?2, je zadana ¢iselnd posloupnost, nazyvame ¢iselnou fadou. Pokud je
posloupnost ¢asteénych soucta

n
Sp 1= Zak, n € Ny,
k=0
konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé
mluvime o divergentni ¢iselné radé. Souctem konvergentni fady Y p—, ar nazyvame
hodnotu limity lim s,.
n—oo

Konvergence rady se zachova, zménime-li konecny pocet clent rady. Specialné
konvergence Tady » 2 ax je ekvivalentni konvergenci fady > ;2 ax pro libovolné
zvolené ng € N.

Poznamka: Je dilezité rozliSovat mezi pojmy ,,posloupnost“ a ,fada“. Castou chy-
bou je pleteni a nepochopeni téchto pojmt. Napitklad posloupnost (a,)S ;, a, = n?
je dobré si predstavovat jako sérii po sobé jdoucich ¢isel

1, 4,9, 16, 25, 36, ...
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a fadu > o2 ; a, pro stejnou posloupnost (a,) jako sérii po sobé jdoucich ¢isel
1, 5, 14, 30, 55, 91, ...

Priklad: Pro |¢| < 1 fada
o0
> (2.4)
k=0

konverguje. Skutecné, ¢leny posloupnosti ¢asteénych souctt 1ze piimo secist,

n K 1— qn-‘rl

sn:Zq

_ (2.5)
k=0 l—gq

1
Takze lim s, = T—2 V zavislosti na g proto soucet miizeme vyjadrit nasledovné
n—oo

> 1
qu:i’ gl < 1.
k=0 q

Poznamenejme, Ze z rovnice (2.5) také plyne divergence fady (2.4) pro ¢ > 1 nebo
q < —1. Pokud g = 1, pak lze také snadno ovérit, ze diverguje. A

O nékterych radach mizeme rovnou rozhodnout, ze diverguji, aniz bychom slozité
zkoumali jejich ¢astecné soucty. Mame totiz k dispozici néasledujici vétu.

Véta 41 (Nutnad podminka konvergence): Pokud fada > 72 ar konverguje, potom
pro limitu sé¢itanct plati klim ar = 0.
—00

Dikaz. Ozna¢me S € R soucet nasi konvergentni fady a (s,) posloupnost jejich
casteénych soucti. Pro libovolné kladné celé n plati

0<|an| =|sn—sn—1|=Isn =S+ 5 —sp-1] < |50 =S|+ |5 — sp—1].
Protoze S = lim s, dostavame z véty o seviené posloupnosti lim a, = 0. 0
n—oo n—oo

Priklad: Predchozi vétu pouzivame k vyvraceni konvergence. Véta vlastné iika, ze
pokud posloupnost s¢itanci nekonverguje k nule (nebo vibec nemd limitu), pak
prislusna rada diverguje. Napriklad o radach

Z \/E7 Z(_l)ka 7 o)
k=1 k=1 k=1 k+3
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muzeme ihned tvrdit, ze diverguji, protoze (poporadé)

k+2
lim Vk =400, lim (—1)* neexistuje, hm R A
k—+o00 k——+o0 —+oo ]{7 +3

Podminka v predchozi vété je pouze nutnd. Pokud sc¢itanci konverguji k nule, tak
stale nemuzeme tvrdit, ze fada konverguje. To nam ukazuje nasledujici priklad.

Priklad: Uvazme fadu
i 1
i VE
tedy aj, = ﬁ pro k =1,2,... Vime jiz, ze plati
hm ar = 0.
k—o0

Ale pro ¢éstecné soucty (sy) plati
n n

Proto lim s, = 4+o00. Zkoumana fada diverguje. A
n—oo

= v/n.

3\
3\
g

K odvozeni dalsich kritérii pro testovani konvergence rad budeme opét potrebovat
Bolzanovo-Cauchyovo kritérium.

[o.¢]

Véta 42 (Bolzano-Cauchy): Rada Z ay, konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé
k=0

€ > 0 existuje ng € R tak, ze pro kazdé n > ng a p € N plati

\an—i-an“ +"'+Gn+p‘ < €.

Diikaz. Jedna se pouze o pouziti Bolzanova-Cauchyova kritéria konvergence na po-
sloupnost ¢asteénych souctu prislusné rady a preznaceni nékterych symboli. ]

Vsimnéte si, ze mé-li fada )y po; ar nezaporné cleny, pak je posloupnost jejich
castecnych souc¢tit monoténni. Vime tedy, Ze tato fada bud konverguje, nebo je li-
mita jejich ¢astecnych souctu rovna +o0o. Mame-li fadu ) ;2 ag s Cleny rtznych
znamének, pak je prirozené ptat se, v jakém vztahu je jeji konvergence vzhledem k
radé Y72 |ag|, kterd ma uz nezdporné cleny.

Definice 43: Ciselnou fadu Y hep ar nazyvame absolutné konvergentni, pokud
fada > j—g |ax| konverguje.
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Véta 44: Pokud fada absolutné konverguje, potom konverguje.

Diikaz. Pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéra pro konvergenci rady. Bud >-72 ax
absolutné konvergentni rada. Potom pro € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé
n>ngapé€ENje

lan 4+ ant1 4+ + angp| <lan| + |ant1] + -+ |antp| <e.
Rada 22, ax tedy konverguje. O

Poznamenejme, ze rady které jsou konvergentni, ale nejsou absolutné konver-
gentni, jsou citlivé na zménu potadi s¢itani clent. Jinak feceno, u absolutné konver-
gentni rady nezalezi na poradi, v jakém cleny s¢itame, vysledek bude vzdy stejny.
Tak tomu ale neni u fad které konverguji neabsolutné.

Véta 45 (Leibniz?): Bud (ax)72; monoténni posloupnost s nezdpornymi cleny kon-

vergujici k nule. Potom je rada
o0

(—1)*a
k=1

konvergentni.

Drikaz. Dikaz Leibnizova kritéria vynechéavame. Plyne z Dirichletova kritéria, které
jsme si ani nevyslovili, natoz dokézali. O

Priklad: Piikladem konvergentni fady, kterd ale neni absolutné konvergentni je fada
i (—DF
k=1 k '

Skutecné, tato fada konverguje podle Leibnizova kritéria, protoze posloupnost (1/k)

ma kladné ¢leny a monoténné konverguje k nule. Rada z absolutnich hodnot ¢lent
je >ore % o které jiz vime, ze diverguje. A

Kritéria, kterda dale vyslovime, jsou prakticky pouzitelna k ovérovani absolutni
konvergence tad. Za¢néme nejprve srovnavacim kritériem.
Véta 46 (Srovnavaci kritérium): Necht pro kazdé k € N plati odhad 0 < |ax| < by
a necht rada > 72 by konverguje. Potom rada Y 3 ax absolutné konverguje.

*Gottfried Leibniz, némecky matematik, 1646 — 1716.
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Drikaz. Opét pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéria. Lze postupovat shodné jako v
dtkazu véty 44. Tvrzeni opét plyne z odhadu zalozeném na trojihelnikové nerovnosti,

lan + ani1 + - angpl <lan| + [ang1] + -+ |angpl < b+ bny1 + - bpgp. O
Jiz vime, Ze fada 372, ¢* konverguje pro |q| < 1. Tohoto faktu s vyhodou vyu-
zijeme v dikazu nasledujici véty.

Véta 47 (d’Alembertovo® kritérium): Budte ar > 0, k € N. Pokud pro vechna
k € N od jistého ng € N plati odhad

QK41
ag

<qg<l,

pak rada > 72 ar (absolutné) konverguje.

Ak+1

Drikaz. Necht tedy pro kazdé k > kg plati odhad
ag

ze pro kazdé k > kg plati

< ¢ < 1. Odtud nahlédneme,

k—k
ap < q" " ay,.

Uz ale vime, ze fada > 5 ¢" konverguje pro |q| < 1. Podle srovnavactho kritéria
tedy konverguje i fada Y 7o ak. O

Poznamka: K splnéni podminky d’Alembertova kritéria napriklad staci, kdyz

. Ap41
lim —=*
k—oo Qg

=qg<l1.

Dale poznamenejme, ze pokud vSechna aj jsou kladnd a

il > g>1 (2.6)
a

pro k > ko, potom rada
o
>
k=0

diverguje, protoze neni splnéna nutnd podminka konvergence. Skutecné, podle podi-
lového kritéria pro posloupnosti pak totiz plati klim ar = +o0o. K splnéni podminky
—00
(2.6) staci, aby
a
lim —

n—oo  q,

=q>1.

5Jean d’Alembert, francouzsky matematik, 1717 — 1783.
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Poznamenejme, ze d’Alembertovo kritérium zdaleka neni vSemocné. Napiiklad o
rade > 72 % vime, ze diverguje. Ovsem pro limitu podili plati
1
lim AL = R =
D’Alembertovo kritérium tedy o konvergenci, resp. divergenci, této konkrétni rady
nerozhodne. Existuji dalsi kritéria pro vysetrovani konvergence ¢iselnych rad (Cau-
chyovo, Gaussovo, a dalsi). V dalsi ¢asti prednasky odvodime jesté integralni krité-
rium.

Pristupme nyni k prvni zajimavé aplikaci Ciselnych fad. Pomoci ¢iselné rady
muzeme dat prirozeny vyznam nekoneé¢nému desetinnému ¢iselnému rozvoji.
Priklad (Desetinny rozvoj): Bud (ax);; posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z
mnoziny {0,1,...,8,9}. Potom klademe

o0
O.a1a2ag -+ 1= Z ay - 107F.
k=1

Rada konverguje a jeji soucCet jednoznac¢né definuje jisté redlné cislo. Konvergence
plyne ze srovnavaciho kritéria, zfejmé

1 k
ap-107F < 9. (10)

k
a fada > 7o (%0) konverguje. JAN

2.11 Eulerovo cislo

vvvvvv

budeme Eulerovo ¢islo nejprve definovat jako soucet jisté Ciselné rady a poté se
budeme vénovat dalsim zptisobum jeho vypocétu a vlastnostem.
Uvazme tadu

=111
Lottty gt

Jednd se o fadu nezapornych ¢lenti pro jejichz podily plati
T 1
. k+1)!
lim (kD _ m ——=0<1.
5Leonhard Euler, §vycarsky matematik, 1707 — 1783.
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Podle d’Alembertova kritéria proto rada konverguje.

Poznamka: Konvergenci této fady muzeme ukazat i piimo (z definice). Posloupnost
jejich ¢astecnych souct’

Sn:ZE, n €N,
k=0
je monoténni a omezend. Skutecneé,
1 1 1
sp,=1+1+ - +ﬁ+ 3'4+"+m§
<1+1+1+i+i+---+ = =1+1 2%<3.
- 2 22 23 2n—1 1—3

Timto postupem ziskavame i horni odhad hodnoty jeji limity. Soucet zkoumané rady
tedy lezi mezi ¢isly 1 a 3.

Definice 48 (Eulerovo ¢islo): Rada
i 1
= k!
konverguje, jeji soucet znacime e a nazyviame Eulerovym déislem.

Pri vypoctech limit ¢asto narazime na potfebu vypocist limitu posloupnosti

i (11" o

Vsimnéte si, ze na ni nelze pouzit zddnou z dosud probiranych vét na vypocet limity.
Nejednd se o soucin/podil/odmocninu z zaddnych zndmgych limit.

Lemma 49: Posloupnost (a,) konverguje a jeji limita je e. Tedy
1 n
lim a, = hm <1+ ) =e.
n—oo n
Poznamka (Castd chyba): Pozor, ackoliv v limité
1 n
lim (1 + ) (2.8)
n—00 n

1
vyraz v zavorce konverguje k 1, lim 1+ — = 1, a konstantni posloupnost 1" = 1
S n—00 n

konverguje k 1, neni limita (2.8) rovna 1!

"Do konce této podkapitoly bude symbol s, vyhrazen pro tento soucet.
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Driikaz. Pomoci binomické véty a tipravou kombinac¢nich ¢isel upravime® vyraz pro

Gn,
1\" n n\ 1 n 1k71 ]
e (3) = (- el (-5)

k=0

Odtud ihned plyne odhad a,, < s, < 3. Déle lze vyraz vyse odhadnout nasledovné

n+1 1k—1 ]
an<Zk‘H<1_n+1):an+l

Pri odhadu jsme zvétsili kazdy vyraz v zavorce a pridali jeden kladny ¢len. Posloup-
nost (a,) je tedy monoténni a omezena. Oznac¢me jeji limitu a.
Pro m > n médme odhad

Odtud limitnim pfechodem m — oo dostavame nerovnost

"1
aZE g:sn, n=12...
k=0 """

Uzavirame, ze pro kazdé n plati nerovnost
an < Sp < a.

Podle véty o limité seviené posloupnosti ziskavame kyzenou rovnost a = e. Tim je
dikaz lemmatu dokoncen. O

Uvazme déle posloupnost

Protoze plati rovnost

8Pro m < n se standardné klade
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je limita posloupnosti (b,) také rovna e. UkéZme, ze posloupnost (b,) je klesajici.
Pro kazdé n by tedy mélo platit

1 n+2 n+2 n+2 n+1 n+1 1 n+1
ntl ( +n+1> (n+1> <( n ) ( +n) "

(2.10)

n+1

n+1
- +2) je tato nerovnost ekvivalentni

Po vynasobeni kladnym &fslem (

n+2 (n+1)(n+1)\""!
() <)

n+1 (n+2)n

Upravime pravou stranu této nerovnosti:

(S - (o) -

(n+2)n (n+2
n+1 o s . i
=14 ——— + dalsi ¢leny binomické formule.
(n+2)n
Ukéazeme-li
(n + 2) n+1
<14+ —F
n+1 (n+2)n
budeme hotovi. Protoze (Z—ﬁ) =1+ %H’ dostavame nerovnost
1 n+1

< )
n+1l (n+2)n
coz je ekvivalentni
n(n+2) < (n+ 1)

To vsak zFejmé plati, ¢imz je nerovnost (2.10) dokdzana a (by,) je tedy klesajici.
Z vlastnosti posloupnosti (a,) a (by,) je zFejmé, ze nerovnosti

1\" 1 n+1
an—<1+) <e<(1+> =b,
n n

plati pro kazdé kladné prirozené n. Jinak feCeno e € (an,by,) pro kazdé n € N. Tato
vlastnost ndm umoznuje ziskat pribliznou hodnotu ¢isla e a znat chybu, které se
dopustime nahradime-li e hodnotou nékterého ¢lenu a,, ¢i b, pro konkrétni n. Gra-
fické znazornéni a tabulku hodnot prvnich nékolika ¢lenil naleznete na obrazku ¢. 2.8
a v tabulce ¢. 2.2.
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ap, by

Obrazek 2.8: Posloupnosti (a,) a (by) z rovnic (2.7) a (2.9).

Poznamka (Rychlost konvergence (an) a (b,) k e): Pro délku intervalu (ay, by,)
plati

() )

:(1+1i)wn=(1—nzl>wn>

1

n
e S 2
n+1" n+1

>

Tedy ani po vypocétu ajpgo a bigop nezname cifru na tretim misté za desetinnou
¢arkou v Eulerové cisle e.

Lemma 50 (Odhad chyby pfi vypoctu e pomoci fady): Pro rozdil e od s,, (definice
pomoci fady) plati

1
0<e—sngﬁ, pron > 1.
Dukaz. Pro n > 1 plati odhad
N N 1
e_sn_l\}gnoo Z TSNgnoo _]\}1—>0027n' 1-1 :2n—1‘
k=n+1 k=n 2

O]

Pro k > 2 je totiz # <
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EULEROVO CiSLO

an

bn

2.0000000

4.0000000

2.2500000

3.3750000

2.3703704

3.1604938

2.4414062

3.0517578

2.4883200

2.9859840

2.5216264

2.9418974

2.5464997

2.9102854

2.5657845

2.8865076

ol | N|lo|lualea|lw|lw|~]|S

2.5811748

2.8679720

—_
[an)

2.5937425

2.8531167

Tabulka 2.2: Cleny posloupnosti (a,) a (b,) s piesnosti na osm cifer. Vidime, e
posloupnosti nekonverguji k e prilis rychle (e ~ 2.7182818).
Sn
efr-—-——---- .————1————0———+———o———+———c————t———c————
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

Obrazek 2.9: Grafické zndzornéni posloupnosti (sy,).

Priklad: Vypoctéte lim (
n—oo

1
1 _
+2n
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5n,
2.0000000
2.5000000
2.6666667
2.7083333
2.7166667
2.7180556
2.7182540
2.7182788
2.7182815
2.7182818

ol | N|lao|lualea|lw|lw|~]S

—_
[an)

Tabulka 2.3: Prvnich deset ¢lenti posloupnosti s,. Vypocet je proveden s presnosti
na 8 cifer.

a posloupnost (d,) je vybrané z posloupnosti (a,) kterd konverguje k e, plati
1 n
nh_)rglo (1 + 2n) = nh—>nolo Vd, =+/e. A
1 n
Priklad: Vypoctéte lim (1 — > . Nejprve upravme vyraz
n—00 n
<1 1 )" (n —1 ) n 1 1 1
—_ — = = = po . L .
ool (k)T e

Posloupnost v jmenovateli prvniho zlomku je opét vybrand z (a,) a tudiz

1\"* 1
lim <1—) =.1=¢"l A
n—oo n e
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3 n
Priklad: Vypoctéte limitu le (1 + ) . Vyraz upravime nasledovné,
n—00 n

Posloupnost (d,,) neni vybrana za nasf (a,). Uplné stejné jako o (a,) vSak mizeme
io (d,) ukdzat, ze je rostouci. Tudiz mé limitu. OvSem nyni (a,) je vybrana z (d,),
d3n = ap. Takze limita (d,) je e. Uzavirdme

3 n
lim (1 + ) =e3. AN
n

n—oo

Poznamka: Z predchozich prikladi by mélo byt zirejmé, ze

p n

p P
lim <1 + q) =eq,
n— 00 n

propeZageN, g>1.

2.12 Obecna mocnina a exponencialni funkce

V této kapitolce ukdzeme jak, pomoci limit posloupnosti definovat obecnou mocninu.
Definice ndm primo dava navod, jak hodnotu obecné mocniny pocitat.
Pripomenme, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme

n

a =a-a---a.
—_————
n-Kkrat
Pr1i této definici plati
an am — aner a (an)m — anm

pro kladna n,m € N.
Ukazme si nejprve, jak definici mocniny rozsitit na racionalni exponenty:

1. Klademe a? := 1.

2. ProneZ,n<—1aa#0, definujeme a” := —=.

a*'ﬂ
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1
3. Je-li ¢ € N aa > 0 polozime av := b, kde b? = a, b > 0 (takové b existuje
zfejmé prave jedno).

4. Konec¢né, pro p € Z, kladné ¢ € N a a > 0 klademe
a% = (a%)p.

Stale plati pravidla a"** = a” - a® a (a")® = a"* pro a > 0, r,s € Q. Zbyva ukdzat,
jak definovat a® pro iracionalni x.
Lemma 51: Pro dané iracionédlni = existuji posloupnosti (ay,) a (5,) takové, ze

an, Bn € Q pro kazdé n € N, () je rostouci, (/3,,) je klesajici a obé maji limitu x.

Dukaz. Posloupnosti pozadovanych vlastnosti zfejmeé zkonstruujeme jako kraje smrs-
tujicich se uzavienych intervald obsahujicich x. Vizte diskuzi o axiomu uplnosti. [
Definice 52: Pro iraciondlni x a a > 0 polozime

a® := lim a®* = lim a7,
n—oo n—oo

kde (a,) a (By,) jsou posloupnosti z predchoziho Lemmatu.

Poznamka (Korektnost definice): Vsimnéte si, ze pro raciondlni r a s splnujici r < s
a kladné a > 1 plati
a < a®.

Odtud plyne, ze (a®") je rostouci, (a’*) je klesajici a plati a®» < a» pro kazdé n.
Podle véty o limité monoténni posloupnosti existuji konecné limity

lim a® < lim aPr.

n—oo n—oo

Daéle 1ze ukazat, ze tyto limity jsou shodné a nezdvisi na volbé posloupnosti (o),
(Br). Piipad a < 1 se ovéri podobné.

Poznamka: Pro a > 0 je funkce f, : R = R dana pfedpisem fq(x) :=a” s Dy, =
R

e rostouci pokud a > 1,
e klesajici pokud 0 < a < 1,

e konstantni pokud a = 1.

Vyjma posledniho pifpadu je Hy = (0, +00). Stéle plati a**¥ = a®-a¥ a (a*)” = a®.
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Véta 53: Necht posloupnost (b,) konverguje k b € R a necht a > 0. Potom

bn _ b

lim a a’.

n—-+o0o

Necht posloupnost kladnych ¢isel (a,,) konverguje k a € RT a b € R. Potom

lim afl =a’.
n—-+00
Diikaz. K dikazu stari pouzit definici obecné mocniny. Vzhledem k technické naroc-

nosti tento dikaz vynechavame. O

Priklad: Napriklad plati
1
lim 2%tw =23,

n—-+o0o
nebo
1\™
lim (2+) =27, A
n—-+oo n

Definice 54: Bud 0 < a # 1, pak inverzni funkci k funkci f, nazyvime logaritmem
o zakladu a a znacime log,. Plati

L4 Dloga - (07 +OO), Hloga - Ra
e log,(x-y) =log,(z) + log,(y), z,y > 0,
e log, (z¥) = ylog,(z),z>0ayecR.

Véta 55: Pro a > 0, a # 1 a posloupnost (by,) kladnych ¢isel konvergujici k b € R
plati
lim log, b, = log, b.

n—-+4o0o

Diikaz. Jedna se o dusledek véty ¢. 53, jejiz dikaz jsme vSak vynechali. Podobné
vynechdvame i diikaz tohoto tvrzeni. O

Priklad: Napriklad plati

) n+1 _ n2+1 1
Ll I <2n2+3 = lm or 3=y o

Definice 56: Funkci x — e® nazyvame exponencialni funkci, logaritmus o za-
kladu e nazyvame prirozenym logaritmem a znacime In = log,.
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2. REALNE POSLOUPNOSTI

OBECNA MOCNINA A EXPONENCIALN{ FUNKCE

Poznamka: Exponencidlni funkce a prirozeny logaritmus jsou jedny z nejdulezitéj-
$ich funkci vibec. Vsimnéte si, ze piimo z jejich definice plyne pro a > 0 dilezity

Ina

vztah a = e™® a proto

a® = e* In(a) )

Véta 57: Je-li (a,) posloupnost spliujici lim |a,| = +o00, pak

1\
lim (1 + ) =e.
n—-+oo an,

n
Dusledek 58: Pro redlné x € R plati lim (1 + x) =e".
n

n—-+o0o

Diikaz. Pro x = 0 je tvrzeni zrejmé. Pokud = # 0, pak

" 1
lim (1 + x) = <1 + n) =e’
n—-+o0o n =

protoze lim | 2| = +oo.
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Kapitola ¢. 3

Limita a spojitost funkce

Limita funkce; jednostranna limita funkce; Heineho véta; vypocet limity; limita
slozené funkce; priklady; spojitost funkce v bodé; véty o spojitosti funkce; spo-
jitost funkce na intervalu; metoda puleni intervalu.

3.1 Limita funkce

U posloupnosti (a,) jsme zkoumali, jak se chovaji jeji ¢leny pro velka n. Pokud se
jeji ¢leny ,blizily“ k jistému o € R, pak jsme tuto hodnotu nazyvali limitou této
posloupnosti. Vyznam slova ,blizit“ presné popisovala definice 22, kterd rikala, ze
v kazdém okoli bodu « lezi vSechny ¢leny posloupnosti (a,) az na koneény pocet
vyjimek.

Nyni u funkei se muzeme ptat, jak se zadana funkce f chovd, kdyz se nezdavisle
proménnd x blizi k zadanému bodu a € Dy, piipadné foo. V nésledujici definici
limity funkce si vSimnéte podobnosti s definici limity posloupnosti.

Definice 59: Budte f redlns funkce redlné proménné a a € R. Necht f je definovana,
na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu @ samotného. Rekneme, ze ¢ € R je
limitou funkce f v bodé a, pravé kdyz pro kazdé okoli H. bodu c existuje okoli
H, bodu a takové, Ze z podminky

x € Hy ~{a}

plyne
f(x) € He.

Zapisujeme
%g}rtllf(m) =c, hénf =c.

Poznamka (-0 definice limity): V piipadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka

lim f(x) = c
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ekvivalentni pozadavku:
(Ve >0)(30 >0)(Vz e Dp)(0< |z —a| <6 = |f(z)—c| <e).

Analogické formule 1ze zformulovat pro riizné kombinace p¥ipadii a,c € R.

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu
a mimo bod a. Limita funkce f v bodé a muze byt riznd od funkéni hodnoty f(a).
Piikladem budiz funkce f(z) :=sgna? D ¢ =R, ackoliv pro funkéni hodnotu plati
f(0) =0, pro limitu mame ili% f(z)=1.

Funkce f v bodé a ani nemusi byt definovand, presto limita muze existovat.
Pifkladem je funkce f(x) :=sgn -y, Dy := R\ {0}. Akoliv 0 nepati{ do Dy platf
lim f(z) = 1.

z—0
K snazsimu predstaveni si pozadavki v definici 59 uvadime obrazek 3.1.

Y

4

o

@ " fg, {a} x

o
©

Obrazek 3.1: Limita funkce.

V definici 59 jsme se divali na chovani funkce f na celém okoli bodu a (vyjma
bodu a samotného). Podobné muzeme zkoumat chovani funkce pouze vpravo, ¢i
vlevo, od zadaného bodu a. Ziskdvame tak pojem limity funkce zprava, ¢i zleva.

Definice 60: Budte f realna funkce realné proménné a a € R. Necht f je definovand
na levém, resp. pravém, okoli bodu a. Rekneme, Ze ¢ € R je limitou funkce f v
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bodé a zleva, resp. zprava, pravé kdyz pro kazdé okoli H. bodu c existuje levé
okoli H, , resp. pravé okoli H;, bodu a takové, Ze z podminky

r € H, ~{a}, resp. x € H} ~ {a},

plyne
f(z) € He.
Zapisujeme
lim f(z)=r¢, limf=c,
Tr—a— a—
resp.

A S =e qpf=c

Pro lepsi predstavu odkazujeme ¢tenare na obrazek 3.2. Na zaveér této podkapi-
toly uvedme nékolik prikladd vypoctha limit jednoduchych funkei.

p

CHf ~{a} @

Obrazek 3.2: Jednostranné limita funkce.

Priklad: Limita konstantni funkce je rovna dané konstanté. Je-li ¢ € R zadana
konstanta a f(x) = c pro kazdé x € Dy = R, pak pro libovolny bod a € R plati
lim,_,, f(z) = ¢. Skute¢né, bud H.(¢) libovolné okoli bodu ¢ s polomérem & > 0.
V piipadé nasi konstantni funkce muzeme zvolit libovolné okoli H,(d) bodu a s
polomérem 0§ > 0. Pak totiz pro x € Hy(d) ~\ {a} jisté plati f(z) = c € H.(e). A

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 71 ZS 2013/2014



3. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE VLASTNOSTI LIMIT

Piiklad: Pro libovolné a € R plati

lim x = a.
r—a

Skutecéné, vezmeme-li libovolné okoli H, bodu a pak pro x € H, \ {a} zcela jisté
plati, ze x € H,,. A
Priklad: Plati

lim —5 = Foc.
z—0 T

Skuteéné, bud H4o(c) libovolné okoli bodu 400 a ¢ > 0. Hledame okoli Hy(d) bodu
0 o poloméru § > 0 takové, ze pokud x € Hy(d) {0} pak % € H,(c). Pozadujeme
tedy aby

1 5 1 1
—>c = - = |7<—.
C

x2 Ve
Staci proto zvolit tfeba ¢ := % A
Priklad: Plati )
Im — =400 a lim — = —o0.
z—0+ X z—0— I

Ukazme nejprve prvni z limit. Bud Hy o (c) libovolné okoli bodu +oo dané konstan-
tou ¢ > 0. Zvolime-li § = 1 > 0, pak pro x € (0,6) = Hy (6) ~ {0} plati
1 1

0<z<d = —>=-=c
z 0

Podobné v druhém prikladé pro libovolné okoli H_(c¢) bodu —oco zadané konstantou
¢ < 0 staci polozit 6 = ﬁ > 0. Pak pro libovolné = € Hy () \ {0} = (—0,0) plati

1 1
—0<z2<0 = —<——=—|c]=c
x 0
Vzpomente, ze ¢ < 0. Na tomto misté je dobré si ptipomenout graf hyperboly y =
1 JAN

T

3.2 Vlastnosti limit

Pri vypoctu limit posloupnosti ¢asto nevyuzivame primo definici, ale znalost néko-
lika zékladnich limit, vizte predchozi kapitolu. Znalosti téchto zdkladnich limit lze
Ukazme si tedy, jak s limitami funkei pracovat.

Nejprve si rozmysleme, jaky je vztah mezi jednostrannymi a oboustrannymi li-
mitami.
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Véta 61: Necht a € R. Limita h_r}n f(x) existuje a je rovna ¢ € R, pravé kdy?z existuji
r—a

obé jednostranné limity lim f(x) a lim f(z) a obé jsou rovny c.
T—a4 T—a—
Diikaz. K dikazu si staci rozmyslet obé implikace.

e Necht existuje oboustranna limita li_r>n f(z) = c. Je-li H. libovolné okoli bodu ¢,
r—a
pak existuje H, okoli bodu a takové, ze je-li x € H, \ {a}, pak f(c) € H.. Tudiz
prox € Hf < {a} je f(z) € H,.. Jednostranné limity mlggl f(x) proto obé existuji
+

a obé jsou rovny c.

e Naopak. Necht obé jednostranné limity existuji o obé jsou rovny c. Bud H. libo-
volné okoli bodu c. Pak existuje levé okoli H, (¢1) bodu a a pravé okoli H, (e2)
bodu a tak, ze pokud = € H, (¢1) \ {a} nebo z € H (e2) \ {a}, pak f(z) € H..
Polozime-li ¢ = min{ey,e2}, pak pro z € H,(e) \ {a} plati f(x) € H.. Obou-
strannd limita funkce f v bodé a tedy existuje je rovna c. O

Predeslou vétu ¢asto vyuzivame na vyvraceni existence oboustranné limity. Pres-
néji formulujeme nasledujici tvrzeni.

Disledek 62: Necht f je funkce a bod a € R. Plati-li aspon jedna z podminek

e 0obé jednostranné limity funkce f v bodé a existuji a jsou rtzné,

e aspon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé a neexistuje,

potom limita funkce f v bodé a neexistuje.
Priklad: Limita

lim sgn x
z—0

neexistuje. Skuteéné, pro jednostranné limity plati
lim sgnx =1,
CC—>0+
lim sgnx = —1.

rz—0_

Podle predchoziho dusledku oboustranna limita nemuze existovat (1 # —1). Na
tomto misté je vhodné si pripomenout graf funkce signum! A
Priklad: Limita )

lim —

z—0 x
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neexistuje. Opravdu, na konci predeslé podkapitoly jsme odvodili, ze

1 1
Iim — =400 a lim — = —c0. AN
z—04+ 1 x—0— 1

Dalsi véta nam ukazuje, jak souvisi pojmy ,limita posloupnosti“ a ,limita funkce“.
Diky této vété mizeme nékteré limity posloupnosti pocitat pomoci znalosti limity
funkei. Vyhoda tohoto postupu spociva v tom, ze na limity funkci mizeme pou-
7zit néstroje diferencidlniho poctu (jako naptiklad 1’'Hospitalovo pravidlo), které pro
posloupnosti nemame k dispozici.

Véta 63 (Heine): lign f(x) = ¢, pravé kdyz je f definovdna na okoli bodu a (s
x a

moznou vyjimkou bodu a) a pro kazdou posloupnost (z,) s limitou a a spliujici

{zn | n € N} C Dy \ {a} plati nh_)]ogO flxy) =c.

Diikaz této véty vynechdvame. Implikace v jednom sméru je snadnd (rozmyslete
kterd), druhd je jiz komplikovanéjsi. Po drobné modifikaci plati Heineho véta i pro
jednostranné limity.

Véta 64 (Heine pro jednostranné limity): lim f(z) = ¢, resp. lim f(x) = ¢, pravé
r—a— r—a+
kdyz je f definovana na levém, resp. pravém, okoli bodu a a pro kazdou posloupnost
(z5,) s limitou a a spliujici
{zn|n e N} C DyN(—o00,a), resp. {z,|neN} C DfnN(a,+o0),
plati nll}rgo fxn) =c.
Diky Heineho vété mtizeme odvodit nésledujici veledtlezitou limitu.
Priklad: Plati

8|~

lim(1 +x)= =e.
z—0
Pouzijme Heineho vétu. Funkce
1
flz) = (1 +z)=

je definovana na jistém okoli bodu 0 s vyjimkou bodu 0 samotného, napf. na
Hy(1) ~ {0} = (=1,1) ~ {0}
Bud (z,) libovolnd posloupnost patiici do (—1,1) \ {0} a spliujici h_}m zn = 0.
n—oo

Potom podle véty 57 plati

1

. 1 . 1\
dim (14 @) = lim, (” 1) -

Tn
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Tn

protoze lim
n—oo

Heineho véta nam umoznuje zformulovat jednoduché kritérium pro vyvraceni
existence (jednostranné) limity.

Diisledek 65: Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R a (z,,), (z,) jsou
dvé redlné posloupnosti patiici do Dy, konvergujici k a a splnujici podminky z,, # a
a zp # a pro vsechna n € N. Pokud limity

g, flen) o i flzn)

existuji a jsou ruzné, nebo alespon jedna z nich neexistuje, potom limita lim f(x)

. . r—a
neexistuje.

Priklad: Limita
lim sin —
x—0 x
1
T
1 1
Ty = :

= g =
o2mn’ " 2mn + %

neexistuje. Oznac¢me f(x) :=sin = a polozme

pron € N.

Tyto posloupnosti splnuji
Jim 2, = lim 2, =0 a {xnln € N} U {z,|n € N} € Dy =R~ {0}.
Koneéné

Jim f(zn) = Jim sin(27n) = 0,

. . ) 7T LT
Jim fzn) = Jim_sin (27m + 2) =sin g = 1.
Pro predstavu uvadime obrazek 3.3. Z obrazku je patrné, zZe limita posloupnosti
obrazu zavisi na zpusobu jakym se k bodu 0 blizime. A

Velmi casto se setkdvame se souCtem, soucinem, ¢i podilem funkci. Pro jejich
limity plati analogickd véta jako v pripadé posloupnosti. Porovnejte tuto vétu s
vétou 33.

Véta 66: Necht f a g jsou funkce a a prvek R. Potom
lim(f +g¢) =lim f + limg,
a a a
limf-g=1imf-limg,
a a a

. f limg f
lim = = — ,
a g lim,g
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Obrézek 3.3: Graf funkce sin % Limita této funkce v bodé 0 neexistuje.

plati v pripadé, ze vyrazy na pravé strané jsou definoviny a v poslednim piipadé
za predpokladu, ze 5 je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a
samotného.

Dukaz. Dikaz této véty je potieba provést ve vSech moznych pripadech. Ukazeme
jeden z pripadu.

e lim, f =c€R, lim,g =d € R, soucet: Bud ¢ > 0 zaddno. Potom existuje okoli
H, bodu a takové, ze

veH, = \f(:z:)—c]<%a]g(x)—d|<%.

Je-li tedy =z € H,, pak pomoci trojihelnikové nerovnosti plati

€ _
5=
Tudiz lim,(f + g) = ¢+ d. O

[f(@)+g(@)—c—d| = |(f(z)—c)+(g(x) —d)| < [f(z)—cl+]g(x) —d| < %Jr .

Poznamenejme, ze analogicka véta plati i pro jednostranné limity. Pocitat limitu
polynomi je diky predchéazejici vété velmi jednoduché.

Priklad: Bud P(x) libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

rT—a
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Jiz. jsme ukazali, ze hm x = a. Pouzijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu

a soucinu funkeci (Veta 66) ihned dostaneme tvrzeni uvedené na zacatku naseho
prikladu. Naptiklad tedy plati

lim (22 =3z +1) =22 -3-2+1=—1. A
T—2

O néco slozitéjsi je pocitat limitu raciondlnich lomenych funkci. Zde uz muze
nastat vice moznosti.

Priklad: Vypoctéte limitu funkce
fa) ot +22? -3
T)= 55—
a3 — 322 + 22
v bodecha=-1,b=1,c=2ad=—c.
Nejprve si vSimnéme, Ze jmenovatel 1ze rozlozit na korenové ¢initele

2 =322 + 20 =x(x — 1)(z — 2),

tudiz Dy = R~ {0,1,2}. Pro vypocet limity v bodé a = —1 muzeme proto pouzit
vétu o limité podilu,
limg_,, z* + 222 — 3 0

I - -~ 0.
) f(@) limgyq 23 — 322422  —6

Déle, pred vypoctem limity v bodé d upravme vyraz pro f(x) nasledovné

4 2 3
o) = (1rF-2)  1+2-%
3., 2 °
3 (1 34 %) =2+
Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame
lim —00 - — = —00.
:L‘—)df( ) 1

Pro vypocet limit v bodech b a ¢ je vhodné upravit na soucin korenovych Cinitelt
i Citatel,
2 21 24+ 3)(z—1 1 2+3 1
fo - EAIE D @Y D) @)
z(x —1)(z — 2) x(x —1)(z — 2) x(x —2)
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Tudiz, opét pomoci predeslych vét,

: 8 . -
glvlig; == -8, glclglc f(x) neexistuje.

Neexistence posledni limity plyne z nerovnosti jednostrannych limit,

21 21

Jim () = 2L (4o0) = 00, lim f(@) = 2 - (=oc) = o0
flz) = 2l +22% -3 Dy =R~ {0,1,2}

3 — 322 4 22’
Je dobré porovnat nase vysledky s grafem uvazované funkce, vizte obrazek 3.4. A

y=J(2)

)

Obrazek 3.4: Graf racionalni lomené funkce.

Priklad: Vypoctéte limitu

. 224z —2
lim .
a—213 —x? —x+1

V bodé x = 2 je jmenovatel roven 3, coz je nenulové ¢islo. Podle véty o limité podilu
proto ihned dostavame
2?4 —2 4
lim =-. A
e>2x3 —x2 —x+1 3

Priklad: Vypoctéte limitu

. 2?4+ x—2
lim .
13 —x2 —x+1
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Nyni je limita typu %. Z polynomil v ¢itateli a jmenovateli proto miizeme vytknout
kotenovy ¢initel x — 1,

) 22+ —2 . (z=D(z+2) . ox+2 1
lim = lim = lim : .
am1gd —a?2 —r+1 -l (z—1)(22-1) 251z+1 z-1

Protoze ale pro jednostranné limity plati

2 1 3
im rte, = — - (+o0) = +o0,
z—=lex+1 -1 2
pavodni limita podle dusledku 62 neexistuje. A

Mnoho funkci, na které narazime, jsou slozené funkce. Nésledujici véta nam umoz-
nuje pocitat jejich limity, aniz bychom se museli obracet na definici limity.
Véta 67 (O limité slozené funkce): Necht f a g jsou funkce, a, b, ¢ jsou prvky R a
plati t¥i podminky

L. lim g(x) = b,
2. lim f(z) = ¢,
z—b

3. bud (3H,)(Vx € Dy N Hy \ {a})(g(x) # b) nebo (b € Dy a f(b) = c).
Potom plati aljl_rg flg(x)) =c.
Drikaz. Vynechavame. O

Poznamka: Podminka v bodé tii je dulezitd. Napriklad pokud uvdzime f(x) =
sgn & a g(x) = 0, pak

li = li =1.

limg(z) =0 a lim f(z)
Podminky v bodé jedna a dva jsou tedy splnény, ale ani jedna podminka v bodé tii
neplati. Déle, slozena funkce f o g neexistuje, jeji defini¢ni obor je prazdna mnozina.
Nemad proto ani smysl pocitat jeji limitu.

Hrubé feceno lze fici, Ze pokud se vnitini funkce na okoli bodu a nechové ,,pékné*,

nesplnuje bod tii, pak limita slozené funkce nemusi existovat.

Na zaver této podkapitolky odvodime pomoci véty o limité slozené funkce dveé
veledilezité limity. Tyto limity ndm umozni snadno pocitat nékteré slozitéjsi limity.
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Priklad: Ukazte rovnost
I In(1+ x)
im ——=

z—0 X

Pouzijeme vétu o limité slozené funkce na:

. In(1+ x)

1
=In(l1+2xz) axz—0,
x

e vnéjsi funkei je f(z) =Inz ab=e,
o vnitini funkei je g(z) = (1 + z)% aa=0.
Ovérme predpoklady véty:
. . 1
1. %E}I}lg(a:) = ilg%)(l +z)z =e=0b,

2. lim f(z) = limIn(x) =1 = ¢,

z—b r—e

3. b=e€ Dy =Dy, =(0,+00), f(b) =lne = 1.

Tudiz
lim (1 0 g)(x) = 1.
Priklad: Dokazte
et -1
lim =1.
x—0 €T

Vyuzijeme znalosti limity z predchoziho prikladu,

e —1 e’ —1 et —1

=1.

r  Iner  In(l+er—1)

Ve vété o limité slozené funkce polozme

e vngjsi funkei je f(x) = m, b=0
e vnitini funkei je g(z) =e* -1, a =0.
Ovérme predpoklady véty:

1. hmg(w):ilg%e —1=0=0,

r—ra
2. lim f(z) = li e 1
. l1m = jJiIm ——— = =
z—b * z—0 In(1 + ) &
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3. b¢ Dy, ale g(x) =e” —1# 0 pro kazdé  # 0 = a.

Potom
lim(fog)(x) =1. A
lim (f 0 g) ()
Priklad: Vypoctéte limitu
sin 2x sin x
. e —e
lim -
z—0 sin x
Vyraz nejprve upravime,
esin 2 _ esinx esin 2 1 sin2z 2 6sinw -1
sinz sin 2x 2z sinx sinx

Pouzijeme-li nyni vétu o limité slozené funkce a znamé limity, pak

esin2$ _ esinx
lim ———=1-1-2—-1=1. A
z—0 sinx

3.3 Nerovnosti v limitach

K vypocétium limit posloupnosti jsme casto s vyhodou pouzivali vétu o limité seviené
posloupnosti (véta 39). Analogicka tvrzeni plati i pro limitu funkce. Témito tvrzenimi
se budeme zabyvat v této podkapitolce.

Véta 68: Necht existuji limity lim f(z) a lim g(x). Pak plati dvé tvrzeni:
r—a r—a
1. Pokud lim f(x) < lim g(z), potom existuje okoli H, bodu a takové, ze
T—ra Tr—a
pro vSechna = € H, \ {a} plati f(z) < g(z).
2. Pokud existuje okoli H, bodu a takové, ze
pro vSechna = € H, \ {a} je f(z) < g(x),
potom lim f(z) < lim g(x).

Drikaz. Dokazme postupné obé tvrzeni.

1. Oznatme a = lim, f a § = lim, g. Podle predpokladu o < f lze zvolit dis-
junktni okoli H, bodu a a Hg bodu . Podle piedpokladu existence limit
existuje jisté okoli H, bodu a pro které plati

re Hy,~{a} = f(x) € Hya g(z) € Hs.

Pro stejnéd = proto plati f(z) < g(z).
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2. Plyne ihned z predchoziho bodu. O

Hlavnim vysledkem této podkapitoly je nasledujici véta.
Véta 69 (O limité seviené funkce): Necht pro funkce f, g, h a body a,c € R plati:

1. existuje okoli H, bodu a takové, Ze pro kazdé x € Hy\ {a} plati f(x) < g(z) <
h(z),

2. existujf lim flz) = lim h(z) = c.

Potom existuje i limita lim g(x) a je rovna c.

Drikaz. Uvazme nejprve pripad ¢ € R. Bud € > 0. Existuje okoli U, bodu a takové,
ze pokud = € U, \ {a} pak f(z) € H.(¢) a h(z) € H.(¢). Pro z € U, N H, plati
f(x) < g(x) < h(z). Proto i g(z) € He(e). O

Poznamenejme, ze pokud napf. ¢ = 400, pak staci pouze dolni odhad. Pro libo-
volné K € R mame k dispozici U, okoli bodu a takové, ze pro x € U, je f(z) > K.
Je-li x € U, N H, pak h(xz) > f(x) > K. Podobna poznamka plati i pro ¢ = —c0.

Priklad: Vypoctéte lim,_,qx sin % Ziejmé nelze pouzit vétu o soudinu limit, limita
lim, o sin % totiz neexistuje. OvSem nerovnost

plati pro libovolné x € R\ {0}. Zvolime-li napi. H, = (—1,1) okoli bodu a = 0, pak
1. nerovnost f(z) < g(z) < h(z) plati pro kazdé = € (—1,1) \ {0},

2. existuji ilg%) f(z) = ilg%) h(z) = 0.

=0. A

.1
xsin —

Podle véty o limité seviené funkce pak lim g(z) = lim
z—0 z—0 X

Poznamka: V predchozim vypoctu jsme vyuzili nasledujici ekvivalence
lim f(x) =0 <« lim |f(z)| =0,

r—a r—a

jejiz platnost se ovéri tplné stejné jako u limity posloupnosti.
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Poznamka: Daéle plati nsledujici tvrzeni: je-li f(x) definovana a nezdporna na okoli

bodu a, a existuje liLn f(z) = ¢, pak ligl \/ f(x) = v/c. Toto tvrzeni se dokdze velmi
r—a x a

podobné jako v pripadé posloupnosti. Mtizeme se na néj také divat jako na specialni

pripad véty o limité slozené funkce kde jsme vyuzili toho, Ze odmocnina je spojita.

Ke spojitosti se dostaneme v pristi kapitole.

Priklad: Ovérte spravnost nasledujicich tvrzeni

sin x
=1.

limsinz =0, limcosz=1, lim
z—0 z—0 z—=0 X

V tento okamzik mame k dispozici pouze geometrickou definici goniometrickych
funkei, vizte obrazek 3.5. Pro x € (0, g) plat

x
s S < g
Ssine <5 < gtgw

Skutecné, porovnejte obsahy trojihelniku OAB, vysece OAB a trojthelniku OAC

na obrazku 3.5. Funkce sin je lichd a tudiz

: T
—lz| <sinz < |z|, =z€ (—5,5)

Potom lim sinz = 0. A z rovnosti sin? z+cos? z = 1 pak i lim cosz = 1. (Rozmyslete
z—0 z—0

znaménko!) Funkce sin i tg jsou liché a proto z nerovnosti

L <x<1t E(Oﬂ>
2smx 5 2gm, x '

plyne nerovnost

x

1<

, TE (—;,g) ~ {0}.

Odtud ihned dostéavame posledni hledanou limitu

sin x Ccos T

sin
lim =1.
z—=0 X
Funkce S22 je totiz kladna na jistém okoli nuly. A

T
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o 1 A

Obrazek 3.5: Jednotkova kruznice a vypocet funkci sinus a tangens.

3.4 Definice a kriteria spojitosti

Jak jiz bylo feceno, hodnota limity funkce v bodé a € R nezévisi na funkéni hodnoté
funkce f v tomto bodé (funkce v daném bodé ani nemusi byt definovdna a presto v
ném mize mit limitu). Zavddime proto pojem spojité funkce, ktery spojuje pojem
limity a funkcni hodnoty. Funkce je spojitd v bodé a € Dy pravé tehdy, kdyz jeji
funkéni hodnota v bodé a je rovna jeji limité v bodé a. Presnéji:

Definice 70: Necht f je redlnd funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rek-
neme, ze funkce

* [ je spojita v bodé a, pokud lim f(z) = f(a).
e [ je spojitd v bodé a zprava, pokud l_i>m+ f(z) = f(a).

e [ je spojitd v bodé a zleva, pokud xl_l)l}ll_ f(x) = f(a).

Spojitost funkce je velmi dilezitd pro praktické aplikace. Na tomto misté zatim
jenom poznamenejme, ze je-li funkce f spojitd v bodé a, pak z rovnosti f(a) = b
plyne, ze f(z) je blizko b pokud x je blizko a. Pfesné to totiz korektné ¥ika definice 70.

Jako prvni pozorovani uvedme, ze pokud a ¢ Dy, pak takovito funkce nemize
byt z definice spojita i kdyby %132 f(x) existovala. V definici spojitosti se totiz pred-
poklada, ze funkce je definovana v bodé a. V takovémto bodé bychom mohli danou
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funkci tzv. spojité dodefinovat. Vytvorili bychom tedy novou funkci, kterd by v
bodé a byla spojita.

Protoze a € Dy C R a f(a) € R, dostavame preformulovanim definice limity
nasledujici € — ¢ formulaci spojitosti:
Poznamka (¢ — ¢ formulace spojitosti): Funkce f je spojitd v bodé a € Dy, prave
kdyz pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé x € R spliujici |z —a| < 0
plati | (z) — f(a)| < e.

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostrednim disledkem vlastnosti limity funkce:

Véta 7T1: Funkce f je spojitd v bodé a € Dy, pravé kdyz je spojitd v bodé a zleva
i zprava.

Dukaz. Vizte vétu 61. UJ

Véta 72: Soucet a soucin dvou funkci f a g spojitych v bodé a je funkce spojita v
bodé a. Pokud navic g(a) # 0, pak podil 5 je funkce spojitd v bodé a.

Dukaz. Vizte vétu 66. O

Véta 73: Budte g funkce spojitd v bodé a a f funkce spojitd v bodé g(a). Potom
slozend funkce f o g je spojitda v bodé a.

Drikaz. Vizte vétu 67. Povsimnéte si, ze treti predpoklad véty 67 je pro spojité funkce
automaticky splnén. O

Jako prvni priklad spojité funkce zminme priklad libovolného polynomu.

Priklad: V predchozi podkapitole jsme ukézali, Ze pro libovolné redlna a a libovolny
polynom P(z) plati
lim P(x) = P(a).

Tr—a
Kazdy polynom je proto spojitou funkci v kazdém bodé a € R. A

Vsimnéte si, ze diky znalosti vlastnosti pojmu limity (konkrétné véty o limité
souctu a soucinu) a pouze znalosti spojitosti funkce f(z) = = a konstantni funkce
jsme odvodili spojitost libovolného polynomu. Vibec jsme nepotiebovali explicitné
pouzit definici spojitosti/limity.

Déle se podivejme na komplikovanéjsi priklad, ktery pékné ilustruje vsechny
mozné druhy spojitosti (zleva/zprava).
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Priklad: Zkoumejte spojitost funkce f(x) = — |x]|. Pfirozenym definiénim oborem
funkce f je Dy = R. Funkce f je spojitd v kazdém bodé a € R\ Z. V bodech a € Z
je spojita zprava, ale ne zleva.

lim f(z)= f(a) a lim f(z)= f(a)+ 1.

r—a+ r—a—

Graf této funkce je uveden na obrazku 3.6. A

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nyni
ho rozsifime na cely interval.

Definice 74: Funkce f je
e spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé x € (a,b).

e spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé x € (a,b)
a v bodé a je spojita zprava.

e spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b)
a v bodé b je spojita zleva.

e spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé z € (a,b),
v bodé a je spojitd zprava a v bodé b je spojita zleva.

Spojitost funkce na uzavieném intervalu ma zavazné dusledky pro feSeni rovnic.
Nasledujici véta dava postacujici podminku pro existenci feseni rovnice f(z) =0 a
dokonce i nabizi algoritmus jak toto feseni nalézt. Mimo to ji jesté dale s vyhodou
vyuzijeme.

Povsimnéte si, ze neni zaddnym omezenim mit na pravé strané rovnice cislo 0.
Pokud bychom méli fesit rovnici h(z) = g(z) pro nezndmou z, vzdy mizeme tento
problém preformulovat do tvaru f(z) := g(z) — h(z) = 0.
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Véta 75 (Metoda pileni intervalu): Necht funkce f je spojitd na uzavieném inter-
valu (a,b) a necht f(a)- f(b) < 0. Potom existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.

Diikaz. Polozme ay := a a by := b. Protoze znaménka f(a1) a f(b1) jsou razna,
nastane pravé jedna ze tii moznosti

Lof(e5) =o,
2. znaménka f(a;) a f (%) jsou ruznd,

3. znaménka f (‘”24171) a f(b1) jsou ruzna.

Dale postupujeme podle toho, kterd z téchto moznosti nastala:
1. Hledanym bodem c je ‘”2@ a véta je dokédzana.
2. Polozme ag := aq a by := ‘“7;1’1.

3. PoloZzme a9 := % a by = b;.

Pokud nenastala prvni moznost, provedme stejnou tvahu s as a by misto a; a b;.
Timto zpusobem postupné konstruujeme dalsi a3, b3, atd. Pokud v nékterém z kroku

nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (%) = 0), pak je véta dokdzana.
V opacném pripadé jsme zkonstruovali posloupnosti (ay), (by) spliujici

b—a
an, by € <a7b>7 a < ap < Gpy1 < bn-‘rl <b, <b, bp—an= F:

pro kazdé n € N. Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich
konec¢né limity, a,, — « a b, — 3 pri n — oco. Navic

. . b—a
fa=tim (bn—an) = lim Gomr =0
Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, oznac¢me ji ¢ := a = 8 € (a,b). Ze

spojitosti funkce f v bodé ¢ a Heineho véty nyni plyne

lim f(an) = nlggo f(n) = f(c).

n—o0

Ale protoze vsechny f(a,) maji ruzné znaménko od f(b,) muzou posledni rovnosti
nastat pouze v ptipadé ze f(c¢) = 0. Tim je dikaz véty dokoncen. O
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Dikaz pfedchazejici véty se nazyva konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci cisla
¢, jsme dokézali jeho konstrukei. Algoritmus pouzity v dukazu se nazyva metoda
puleni intervalu a lze ho prakticky pouzit k hleddni feseni rovnice f(z) = 0.
Jeho vyhodou je, zZe mame pod kontrolou chybu vypoctu, hledané feseni ¢ vzdy
lezi v intervalu (a,,by). Pokud délka tohoto intervalu je jiz kratsi nez pozadovana
presnost, muzeme algoritmus zastavit a tfeba o priméru % prohlasit, Ze se jedné
o hledané feseni (v dané presnosti). Nevyhodou metody pileni intervalu je jeji ne
prilis vysoka rychlost (typicky je potfeba udélat vice iteraci nez se dostaneme k
pozadované presnosti).

Obrazek 3.7: Demonstrace k metodé pileni intervalu, vété 75.

Poznamka: Predpoklad spojitosti v predeslé vété 75 je podstatny. Jako priklad
uvazme funkci
1, T € <0,% ,

J@) = -1, e (i1

na intervalu (a,b) = (0,1). Sice f(0) - f(1) = —1 < 0, ale neexistuje bod = € (0,1)
spliujici f(z) = 0.
Oc¢ividnym dtsledkem predchozi véty 75 je nasledujici tvrzeni.

Dausledek 76: Bud f spojitd funkce na intervalu J a necht plati f(x) # 0 pro
vSechna x € J. Potom pro vsechna z € J plati bud f(x) > 0 nebo f(z) < 0.

Dalsi vlastnosti spojitych funkci je, Ze zobrazuji intervaly na intervaly. To pro
nespojité funkce nemusi byt pravda (rozmyslete!).
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-1 o—

Obrézek 3.8: Predpoklad spojitosti pro tvrzeni véty 75 je podstatny.

Véta 77: Bud f funkce spojitd na intervalu J. Potom obraz f(J) intervalu J je bud
interval, nebo jednoprvkovd mnozina.

Dikaz. f(J) je jednoprvkovad mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve
zbytku dikazu predpokladejme, ze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tfeba ukazat, ze pro libovolné dva prvky
a,f € f(J), a# B, lezi vSechna k mezi « a § také v f(J).

Jisté existuji a,b € J, f(a) = o, f(b) = B a BUNO a < b. Polozme g(z) := f(z)—
k. Funkce g je spojitd na (a,b), g(a) = a—k a g(b) = f—k jsou nenulové s rozdilnym
znaménkem. Podle véty existuje ¢ € (a,b) takové, ze g(c) =0, tj. f(c) = k. O

Spojitym obrazem intervalu je tedy interval. Zachovava spojitost i uzavienost,
resp. otevienost, intervalu? Neni tézké si rozmyslet, Ze obrazem otevieného intervalu
nemusi byt opét otevieny intervall. Spojitym obrazem uzavieného intervalu uz ale
vzdy bude uzavreny interval. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 78: Bud f funkce spojitd na uzavieném intervalu J. Potom obraz f(J) inter-
valu J je bud jednoprvkovd mnozina, nebo uzavieny interval.

Dikaz. Podle véty 77 jiz vime, ze f(J) je bud jednoprvkovd mnozina (pokud je
funkce konstantni) a nebo interval (pokud je funkce nekonstantni). Ukazme nyni
uzavienost f(J) pro nekonstantni f.

'Uvazte napiiklad funkei f(z) = sinz a otevieny interval J = (0, 27). Obrazem tohoto otevte-
ného intervalu je uzavieny interval (—1,1).
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Ozna¢me J = (a,b). Postupujme sporem, bez Gjmy na obecnosti tedy pred-
poklddejme, ze obraz je tvaru (c,d) kde ¢ € R nebo ¢ = —oo. Existuje posloup-
nost (y,) konvergujici k ¢ jejiz ¢leny lezi v f(J). Skutecné, v pripadé ¢ € R mu-
zeme volit y, = ¢+ % od dostatecné velkého n a v pripadé ¢ = —oo lze volit
yn = —n opét pro dostateéné velké n. Protoze y, € f(J), existuji x,, € J spliujici
Yn = f(xy). Posloupnost (x,) patii do (a,b) a je proto omezend. Podle Bolzano-
Weierstrassovy véty 29 lze z této posloupnosti vybrat konvergentni podposloupnost
(xr,). Existuje tedy € J = (a,b) splnujici lim,, zx,, = x. Ze spojitosti dostavame
¢ = lim, y,, = lim,, f(xy) = lim, f(xk,) = f(lim, xx,) = f(z). Proto ¢ € f(J), coz
je spor s nasim predpokladem. O

3.5 Spojitost elementarnich funkci

V této kapitole rozeberem spojitost elementarnich funkei.
Priklad: Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R. Pripomenme znamé,

v minulé podkapitole vypoctené, limity

limsinz =0 a limcosxz=1.
x—0 x—0

Podle souctového vzorce pro funkei sin plati

sinz = sin ((z — a) + a)

= sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)

Tudiz podle véty o limité slozené funkce (véta 67) a soucinu/souctu limit (véta 66)
plati

lim sinz = 0-cos(a) + 1-sina = sina.
r—a

Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukdze analogicky. A

Z posledniho prikladu a z véty o spojitosti podilu dvou funkei (véta 66) ihned
plyne, ze funkce tg a cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Priklad: Funkce e” je spojitd v kazdém bodé a € R, navic plati (vyuZijeme pozdéji)

xT a
. et —e
lim =e".
r—a Tr— Q
V minulé pfednasce jsme odvodili vztah
x
et =1
lim =1.
z—0 X
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Podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkci plati

X a r—a
. e —e . e -1
lim =lime* — =¢%-1 =¢€"
r—ra Tr—a r—a Tr—a
Konecné
et — e
lim e — e = lim (z—a)=¢€e*-0=0.
T—a T—=a T —q
Cili lim e* = e%. JAN
Tr—a

Spojitost exponencidlni funkce také alternativné plyne z Heineho véty (véta 63)
a z véty 5H3.

Priklad: Funkce In je spojitd v kazdém bodé a € Ry a navic plati
lim In(z) — In(a) _ l
z—a T —a a

V minulé prednésce jsme odvodili vztah

1
lim M -1
z—0 X
Podobné jako v predchozim prikladu nyni
1 —1 InZ In(1+2%2—1 1
hmw:hm na:hmwz,.lz,_
T—a T —a T—=axr —q T—a a(a—l) a a
A konecné
1 —1 1
lim In(z) — In(a) = limw-(x—a):f-O:O
T—a z—a r—a a
Cili funkce In je spojita v bodé a. A

Spojitost logaritmu lze také alternativné ovérit pomoci Heineho véty (véta 63) a
véty H5.

Priklad: Funkce z je spojita pro kazdé n € N v kazdém bodé a € R, navic plati

o —ad”
lim —— = na
r—=a I —aq

n—1

Spojitost je zfejma (véta o spojitosti soucinu spojitych funkei). Déle

" —a" 1 n—1 n—2 n—2 n—1
— :$_a-(x—a)(:z +a" fa+ - +rxad" T +a" )

:xnfl+xn72a+._'+wan72+anfl‘

n c¢lent
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Tudiz " "
. r —a _
lim =—— = na™ L. AN
r—a Tr— Qa

Poznamka: Na zavér této podkapitoly poznamenejme, ze ze znamych limit po-
sloupnosti a Heineho véty okamzité plyne spojitost odmocnin a absolutni hodnoty,

tedy plati
lim /r = {/a a lim |z| = |a]
T—ra

Tr—a

proa>0ak=23,...
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Kapitola ¢. 4

Derivace

Derivace funkce; geometricky vyznam derivace; tecna ke grafu funkce; derivace
elementarnich funkci; vlastnosti derivace; lokalni maximum a minimum funkce;
nutnd podminka pro existenci extrému; Rolleova véta; Lagrangeova véta, véta
o prirtstku funkce; monotonie funkce; konvexnost a konkavnost; asymptoty
funkce; vysetfovani priubéhu funkce; I’Hospitalovo pravidlo; kubickd interpo-
lace (splines); separace kofenil; Newtonova metoda; vypocet tfeti odmocniny;
diferencidlni rovnice.

4.1 Rychlost a hledani tecny

Zacnéme nejprve s jednoduchym motivaé¢nim ptikladem z klasické mechaniky. Jaky
je vztah mezi polohou a rychlosti télesa? Uvazme pripad télesa pohybujiciho se podle
obréazku 4.1.

vzdélenost |km], d

300 L
000
0] L
| ! d(ty)
0 1. 2 30 1 4

Obrazek 4.1: Graf urazené vzdalenosti v zavislosti na case.

Graf na obrazku 4.1 zachycuje vzdélenost urazenou télesem (napf. vozidlem) v
zéavislosti na Case. Poloha d télesa je tedy funkci Casu t. Prumérnd rychlost télesa
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mezi okamziky t; < t2 je ddna podilem

d(t2) — d(t1)
ty —t;

Cim jsou t; a ts navzijem blize, tim lépe primérné rychlost odpovidad okamzité
rychlosti vozidla. V Case t; se tedy téleso pohybuje okamzitou rychlosti

i Ut2) —d(t)
ta—t1 to — 11

Nad timto problémem se muzeme zamyslet i geometricky. Divame-li se na graf
urazené vzdalenosti, pak ,sklon* tohoto grafu v daném bodé udava okamzitou rych-
lost. Podrobnéji tento pohled rozebereme na obrazku 4.2, hlavni otazkou je, jak urcit
»sklon“ grafu v daném bodé. Zde vstoupi do hry pojem limity funkce. Na obrazku 4.2
uvadime grafickou reprezentaci konstrukce te¢ny limitnim procesem pomoci secen.
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4. DERIVACE DERIVACE FUNKCE

4.2 Derivace funkce

V souladu s tim, co bylo uvedeno na zacatku této kapitoly nyni definujeme:
Definice 79: Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R. Pokud existuje
limita
lim f(z) — fla) (4.1)
r—a Tr—a

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé& a a oznac¢ime f'(a). Pokud je tato
konecna (tj. f'(a) € R) fekneme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé a.

Derivaci funkce f se miiZzeme pokouset pocitat ve vSech bodech Dy. Ziskdvame
tak novou funkci.

Definice 80: Bud f funkce s definiécnim oborem Dj. Necht M oznacuje mnoZinu
vsech & € Dy takovych, Ze existuje konecnd derivace f'(x). Derivaci funkce f
nazyvame funkci s definicnim oborem M, kterd kazdému x € M prifadi f/(x). Tuto
funkci zna¢ime symbolem f’.

Poznamka: Derivace funkce f v bodé a se z riznych historickych divodu znadi i
nasledujicimi ekvivalentnimi zptsoby

df
—(a).

1@

Vsimnéte si, ze limitu v definici derivace (4.1) lze ekvivalentné prepsat do tvaru

i fla+h) —f(a)'
h—0 h

Tento tvar je c¢asto vyhodny pro vypocty.
Nyni vypoc¢téme derivace nékterych funkei ptfimo pomoci jeji definice. Uvazme
nejprve funkci ze vsech funkci nejjednodussi.

Priklad: Derivace konstantni funkce je rovna 0 v kazdém bodé. Je-li f(z) =ce€ R
pro kazdé x € R, pak
f(z) = f(a) c—c

lim = lim =lim0=0
z—a T —a T—=ar — @ r—a

pro kazdé a € R. A

Tento vysledek by nas nemél nijak prekvapovat. Grafem konstantni funkce je
primka rovnobézna s osou x. Tecna tohoto grafu v libovolném bodé je pak opét tato
primka, jez je rovnobézna s osou x a svira proto s osou x thel 0, tg0 = 0.
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Pristupme nyni k odvozeni vztahii pro derivace dalsich elementarnich funkci. V
minulé podkapitole jsme odvodili limity
et — et In(z) — In(a)

1
lim =€ (aeR), lim ——>== (a>0).
T—a r— Q Tr—a €T — Qa a

Tudiz zndme derivace funkci e* a In x:

Piiklad: Derivace funkce e® je opét funkce e*. Tedy (ex)/ = e, A

Priklad: Derivace funkce In x je funkce %, kde z > 0. Tedy pro x > 0 mame rovnost

(In x)l = % A
Pro grafickou predstavu o funkci a jeji derivaci uvadime obrazek 4.3. V zavislosti

na bodu na ose x si vSimnéte vztahu mezi sklonem modré ktivky (logaritmus Inz) a
hodnotou cervené krivky (%)'

Obréazek 4.3: Grafy funkef f(z) = In(z) a g(z) = L pro 2 > 0.

Poznamka: Vsimnéte si, ze funkce In x je definovand na mnoziné (0, +o00) a v kaz-
dém bodé x jejiho definicniho oboru je jeji derivace rovna % Funkce % je ale defino-
vana pro vsechna nenulova x.

Oznac¢ime-li f(z) = In|z|, s defini¢cnim oborem Dy = R ~\ {0}, pak v kazdém
bodé Dy plati f'(z) = % Pro kladné z jsme to jiz ovérili. Pro zdpornd x neni tézké
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nahlédnout, ze stale plati

In|z+ h| —In|z| In(—z—h) — In(—x)

h—0 h h—0 —h
— lim In(—z +t) — In(—x) _ s _ l
t—0 t —x x

Déle jsme v minulé podkapitole odvodili limitu

%il}%%:nanfl, acRaneN.
Odtud ihned plyne:
Piiklad: Pro kladné piirozené n je derivaci funkce 2™ funkce na" 1. A
Priklad: Specidlné pak plati
(xQ)/ =2z, nebo (9322)/ = 22221, A

Priklad: Derivace funkce sinx je funkce cosx a derivace funkce cosx je funkce
— sin x. Pomoci souc¢tového vzorce pro sin dostavame

sin(x) — sin(a) sin(z — a + a) — sin(a)

lim = lim _
T—ra Tr—a T—a I —a
— sin(z — a) cos(a) + cos(x — a)sin(a) — sin(a)
= Iim sutd _
iz - —a)—1
= cos(a) lim M + sin(a) lim M _
rome T — z—a T —a

= cos(a) - 1 +sin(a) - 0 = cos(a).

Vyuzili jsme znalosti jiz spo¢tenych limit a véty o limité slozené funkce. Navic

cosh—1 ~ cos?—1 1
im ——— = lim . =
h—0 h h—0 h cosh+1
)
sin” h h 0
— i : =1 — =0.
hso hZ cosht1 1+1
Podobnym zptisobem miizeme odvodit
lim S8 Zcos@) _ o,
r—a Tr—a
pro kazdé a € R. A
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4.3 Vlastnosti derivace

Jiz jsme zavedli dvé lokélni vlastnosti funkci. Mame-li zaddnu funkci f a bod a v jejim
defini¢nim oboru, mizeme zkoumat spojitost funkce f v bodé a a diferencovatelnost
funkce f v bodé a. Jak spolu tyto pojmy souvisi?

Véta 81: Je-li f funkce diferencovatelnd v bodé a, pak je spojita v bodé a. Tj. plati
F@eR = limf(2) = f(a)

Dukaz. Elementarni tpravou a pouzitim véty o limité soucinu

tim (@) — f(a)) = tim D= g
:%%W‘%E(x—a)Zf'(a)-Ozo.

Tedy lim f () = f(a). Poznamenejme, 7e ,diferencovatelnost® znamend f’(a) € R

a vyraz na konci vypoctu proto ma smysl. O

Obréacené tvrzeni neplati. Presnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji
diferencovatelnost v bodé a. Jako priklad lze uvazit funkei f(x) = |z| a bod a = 0.
Skutecné, protoze

f(0+h) = f(0)

hlg& h - hlgg+ seu(h) = +1,
. fO+R) = fO) _
hlgg_ h N hlg{)l_ sgn(h) = -1

oboustrannd limita (tedy derivace f’(0))

i £0+ 1) = £(0)
h—0 h

neexistuje. Funkce f je vsak v bodé 0 spojitd, jak snadno nahlédneme vypoctenim
jejl limity v bodé 0.

Dokonce, existuji funkce spojité na celém R nemajici derivaci ani v jednom
bodé. Napr.

2) — = {10" -z}
f(x) ;—mn ,
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kde {z} znac¢i vzdalenost redlného ¢isla x od nejblizsiho celého éisla. Protoze 0 <
{z} < 1 konverguje fada absolutné pro kazdé x. Definiénim oborem funkce f je proto

vvvvvv

Pottebovali bychom pouzit vlastnosti pojmu stejnomérné konvergence funkénich rad,
ktery vsak v BI-ZMA studovat nebudeme.

Pokud mé funkce v daném bodé nekonec¢nou derivaci, nemusi v ném byt spojité.
Naptiklad o funkci f(x) = sgn(x) vime, Ze neni spojitd v bodé a = 0, protoze obé
jednostranné limity jsou navzajem ruzné. V bodé a = 0 ale ma tato funkce derivaci
a jeji hodnota je

. f(x)— f(a) . sgnz —sgn0 . 1
lim ———* = lim ———>— =
z—0 r—a z—0 z—0 z—0 |x|

Diky derivaci nyni muzeme zkonstruovat rovnici tecny.
Definice 82: Necht existuje f’(a). Je-li

1. funkece f spojitd v bodé a a f'(a) = +00 nebo f'(a) = —oo, nazyvame piimku
s rovnici x = a

2. f'(a) € R, nazyvame piimku s rovnici y = f(a) + f'(a)(z — a)

tecénou funkce f v bodé a.

Na obrazku 4.4 je modfe znizornén graf funkce f(z) = ¥z — 141, Dy =R. Pro
jeji derivaci v bodé 2 plati

VI+h-1 1+h-1 1

'(2) = li =1 -
£2) = Jim — o0 h- (L+ R+ (1 +h)7A+1) 3

Tecnou grafu funkce f v bodé 2 je primka
1
y=F2)+ )@ -2)=2+3(-2),

na obrazku 4.4 vynesena zelené. Pro derivaci v bodé 1 plati

Vh =0
/ =1 =1 72/3:
A i L

Protoze funkce f je v bodé 1 spojitd, je te¢nou v bodé 1 (Cervend) piimka = = 1.
Pfistupme nyni k problému vypoctu derivace. Opét se jednd o aplikaci vét o
limitach funkci.
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Sr—1+1

Obrazek 4.4: Dva typy tecny grafu funkce.

Véta 83 (Derivace souctu, souc¢inu a podilu): Necht funkce f a g jsou diferencova-
telné v bodé a. Potom plati

* (f+9)(a) = [f(a)+4g'(a),
o (f-9)(a) = fl(a)g(a) + f(a)d (),

£\ fla)gla) - fla)g'(a)
. <g> (a) = (02 , pokud g(a) # 0.

Pravidlo pro derivaci sou¢inu se nékdy téz nazyvé Leibnizovo pravidlo'. Plati
tedy napriklad

(sin(z) cos(x)) = cos(z) cos(z) — sin(z) sin(z) = cos(2z),

(zsin(z)) = 1-sin(z) + 2 - cos(x)

!Gottfried Wilhelm von Leibniz, némecky matematik a filozof, 1646 — 1716
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Drikaz pro soucet a soucin. Ukazme si, jak dokazat pravidla pro derivaci souctu a
sou¢inu funkci. Predpoklddejme, ze funkce f a ¢ jsou diferencovatelné v bodé a.
Potom

o £(@) +9) — f(@) —g(@) _ . f@) = f(a) | g@) - gla)

el !
lim 2 tiy == LI~ f(a) +¢'(a),

L H@)g(@) ~ fagla) _ . F@)g(@) ~ ga) + g(a)((f (@) ~ f(a)) _

= f(a) - ¢'(a) + g(a) - f'(a).

Zde jsme vzdy pouzili vétu 66 o limité souc¢tu a soucinu (vyrazy jsou diky diferenco-
vatelnosti definoviany) a navic jsme pouzili spojitost f a g, kterd, jak vime, plyne z
diferencovatelnosti. O

Dukaz vzorecku pro podil se provede stejnym zpusobem. Ukazme si nyni pouziti
véty 83 na nékolika prikladech.

Priklad: Pro derivace funkci tg a cotg plati

tgl(m):cos;(:c)’ xER\{g—Fkﬂ’keZ},

1
sin?(x)’

cotg'(z) = — z € R~ {kr|k € Z}.

Pomoci pravidla pro derivaci podilu dostavame vztahy

sin)’ cos?(z) + sin?(x) 1
t / — —_— — =
g(x) (cos) (z) cos?(x) cos?(x)’
cos\’ —sin?(z) — cos?(x) 1
t / = _ = = —
cotg () <sin> (z) sin?(z) sin?(z)’
platné na prislusnych defini¢nich oborech. A

Nyni tedy umime derivovat soucty, souciny a podily funkci, jejichz derivace jiz
znadme. Je mozné derivovat i slozené funkce, s kterymi casto pfichdzime do styku?
Odpoved na tuto otazku je kladna.

Véta 84 (Derivace slozené funkce): Necht g je funkce diferencovatelnd v bodé a, f
je diferencovatelnd v bodé g(a). Potom funkce f o g je diferencovatelnd v bodé a a
plati

(fog)(a)=f'(g9(a) -4 (a).
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Drikaz. Vynechavame. O
Priklad: Plati tedy naptiklad:

!/
(exz) = 2z, (sin (cos(x)))’ = cos (cos(z)) - (— sin(z)).
Skute¢né, v prvnim pifkladé je vnéjsi funkel f(x) = €% a vnitin{ funkcel g(x) = 22
Pak totiz

2

(fog)@) = f(g(r)) = e?®) = 7",

A podle véty ,
(fog)(z)=f'(g9(x)) g'(x) =" - 2.

Podobné lze postupovat i v druhém prikladé. A
P¥iklad: Derivace funkce h(z) = 2% = > 0 a a € R, je opét h'(z) = az* L.
Vime, Ze pro kladné z > 0 plati 2* = e*™™?. Ozna¢me f(z) = e® vnéjsi funkci a
g(z) = aln(x) vnitini funkci, tedy z¢ = f(g(z)). Potom podle véty o slozené funkci
mame

(fog)(z) = f(g(x))-g'(x) = eMT. — =

X

Q@ Q
—=ax"" ", x>0. A
x

Priklad: Derivace funkce f(z) = o, x € R, kde a > 0 je f'(x) = a”Ilna. Plati
h(z) = €% Oznaéme vndjsi funkci f(z) = e a vnitin{ funkci g(z) = zIn a. Potom

B (z) = f'(9(x)) - ¢'(x) = *™% . Ina = a®Ina. A

V posledni c¢asti této podkapitole budeme hledat vzorecky pro derivace zbyvaji-
cich elementarnich funkci. K nim patii i jejich inverzni funkce. Nyni proto musime
podrobnéji prozkoumat vlastnosti inverznich funkci a ukazat, jak hledat jejich deri-
vace.

Véta 85 (O inverzni funkci): Bud f monoténni a spojitd funkce na intervalu I.
Potom jeji inverzni funkce f~! je také monoténni a spojit na intervalu J := f(I).

Diikaz. f~1 existuje a je monoténni. J je skutecné interval, jak tvrdi véta 77. Bez
jmy na obecnosti predpokladejme, Ze funkce f je rostouci. Ukazme, Ze f~! je spojitd
zprava v kazdém bodé b € J, ktery neni pravym koncovym bodem. Ozn. a := f~1(b),

tj. f(a) =b.
Bud & > 0. Potom pro ¢ := f(a+¢)—baye€ (bb+0) plati

b<y<b+dé=fla+e)
a=f10)<fy) <a+e.
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Pro lepsi orientaci je dobré nakreslit si obrazek, vizte obrazek 4.5. Tedy f~1(y) €
H,(¢), a = f~(a). Podobné pro spojitost zleva. O

Obrazek 4.5: K ditkazu véty o vlastnostech inverzni funkce.

Priklad: Protoze uz vime, ze funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svych definic-
nich oborech, a vhodné zizené jsou i monoténni, ihned odtud dostdvame spojitost
inverznich funkci

arccotg = (cot ’ ) . A
& & (0,m)
Nyni pristupme k odpovédi na otazku, jak derivovat inverzni funkce k funkcim
se znamymi derivacemi.

Véta 86 (Derivace inverzni funkce): Budte f spojitd a monoténni na intervalu
I = (a,b) a bod ¢ € I. M4-li inverzni funkce f~! kone¢nou nenulovou derivaci v
bodé f(c), potom méa f derivaci v bodé ¢ a plati
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Diikaz. Ozna¢éme d = f(c). Vsimnéme si, ze pro x € I, x # ¢ plati

f@—ﬂ@_( @) - 1@> = (s(r@))

r—c fz) =

kde

Podle ptedpokladu je ale
—1\/
lim g(z) = (f7')'(d)

r—d
koneénd nenulova, }311}1}: f(z) =da f(x) # dpro x # c. Podle véty 67 o limité slozené

funkce pak tedy
(OR[N .
T—C T —cC (ffl) (d)

Priklad: Jiz vime, ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e”.
Ovérme si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.
Chceme derivovat f(x) = In(z) na intervalu I = (0,400). Tato je spojitd, mono-
tonni a jeji inverzni funkei je f~!(x) = e®. Je-li x € I, pak pro derivaci f~! v bodé
f(z) plati
() (f@) =" =z el

Podle nasi véty tedy je

’ ol _ 1 _
In'(z) = f'(z) = (f_l)/(f(x)) =3
coz jsme ocekavali. A
Priklad: Pro derivaci funkce arcsin plati
arcsin’(z) = L x € (—1,1).

V1—22

Funkce f = arcsin je inverzni funkei k funkci sin zizené na interval (-7, 7). Tj.

f~l=sin|,_ s x. Prokazdé z € (—%, %) jiz vime, Ze plati

(F 7Y (x) = cosz # 0.
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Podle véty o derivaci inverzni funkce mame pro kazdé z € (—1,1) rovnost

arcsin’(z) = f'(z) = ! = !

(f=1)(f(x))  cos(arcsin(x))’

Pro z € (—1,1) je ale

cos (arcsin(z)) = \/1 —sin? (arcsin(z)) = V1 — 22 # 0,

a tudiz .
arcsin’(r) = ———, =z € (-1,1). A

V1— 22’

Priklad: Pro derivaci funkce arctg plati

arctg’ () x eR.

T 142

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténni. Jeji inverzni
funkce je f~! = tg |(_1 = Pro kazdé = € I plati
272

(Y (F(@) = te (arcte(z)) = ————— #0,

cos? (arctg(x))
protoze arctg(z) € ( -5, g) Navic je

cos? (arctg z) 1 1

2
t _ — = .
cos™ (arctg x) sin” (arctgz) + cos? (arctgw) 1+ tg? (arctgz) 1+ 2°

Odtud

arctg’ () z eR. A

ST
Velmi podobnym zpisobem bychom odvodili derivace zbyvajicich funkci arccos
a arccotg. Jejich derivace budou uvedeny nize v prehledné tabulce.

4.4 Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady

Shriime si prehledné doposud odvozené vztahy pro derivace. Uvadime tabulku 4.1
zatim zndmych derivaci.
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e @ podminky
" na™ ! reR, neN
™ nz" ! zeR~{0},n=-1,-2,...
¢ ar®! z>0aacR
e’ e’ zeR
a® a®Ina reR,a>0
In(z) 1 x>0
sin(x) cos(z) reR
cos(x) — sin(z) z€eR
tg(x) COS%(m) r# 5 +kn, kel
cotg(x) —m x#kr, kel
f(x) /(@)
arcsin(z) 11—932 x e (—1,1)
arccos(xz) — 11_z2 xz € (—=1,1)
arctg(z) ﬁ reR
arccotg(z) H% reR

Tabulka 4.1: Tabulka doposud znamych derivaci elementarnich funkei.

Priklad: Naleznéte derivaci funkce
1
f(x) = arctg < > +arctgz, x #0.

Piimym vypocétem ziskavime

/
fl(x) = <arctgx> + arctg’(x) = - ‘<—:CQ>+—0

14 =
V oznacenych rovnostech jsme postupné pouzili

1. derivace souctu,
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2. znalost derivace funkei arctg(z), 7! a derivace slozené funkce,
3. algebraické tupravy. A

Priklad: Naleznéte derivaci funkce
flz)=2" x>0.

V tomto pripadé postupujeme néasledovné
! 1
f(x) L (emlnx> 2 golnz, (zlnz)’ 3 grlnz, <1 ‘Inz+x- > 4 z(1+1nx).
x

Postupné jsme pouzili:
1. Uprava vyrazu pred samotnou derivaci,
2. derivace slozené funkce, znalost derivace funkce e®,
3. derivace soucinu a znalost derivace In x, resp. ,
4. algebraické upravy. A

Uprava pouzitd v predchozim piikladg, tedy pfepis na exponencidlu se casto
pouziva praveé u takovychto druhti funkei. Jako dalsi priklad jesté uvedme

((2 + sin :L,)COS.T)/ _ (ecos(z) ln(2+sinz))l _

. 2
= ccos@) n(2tsin). <_ sin(z) In(2 + sinz) + 2+(ﬂ”>> .
S1808

4.5 Dalsi poznamky
Na zavér této kapitoly jesté uvedeme malou poznamku k jednostranné derivaci a k
derivacim vyssich radu.

Lze definovat derivaci funkce f v bodé a zleva i zprava jako limity

fila) = lim J@ = e g = i 0=

T—ay T —a T—a_ T —a
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Priklad: Uvazme funkci f(z) = |z|. Pro z # 0 = a plati
f(z) = fla) _ |z|

=" =sgnu.
r—a x
Tudiz
flo)=1 a f(0)=-1,
ale f’(0) neexistuje. JAN

Derivaci funkce f dostdvame novou funkci f’, jejiz defini¢ni obor ovSem mitZe byt
mensi nez puvodni Dy. Nyni mizeme znovu derivovat f, tj. sestrojit f”. Rekurzivné
tedy definujeme

fO@) = flz), f"@) = (") (@), n>1.
P¥iklad: Napiiklad pro f(z) = 23 — 2z + 4 mame
fl@)=322-2, f'(x)=6z, f"(x)=6, fM(z)=0n>4. A

Poznamka (Mathematica): K vypoctu derivace lze vyuzit prikazu D[f,x], zde f
je derivovand funkce (vyraz) a x proménnd, podle které se derivuje. Derivaci vyssiho
radu lze zapsat naptiklad takto D[f,{x,n}].

4.6 Extrémy funkce

Rada praktickych problémi miize byt formulovina jako optimalizacni (minimali-
za¢ni ¢i maximaliza¢ni) dloha. Ve své nejjednodussi podobé zni nédsledovné: rizné
»pripady“ jsou ocislovany parametrem z a hleddme takové feseni, které minima-
lizuje/maximalizuje jistou funkci f(z) (napf. zisk). Uvedme nékolik jednoduchych
prikladu.

e Pastevec ma k dispozici 500 metria ohradniku. Chce postavit pravoihlou ohradu
pro ovce na brehu teky. Jaké délky stran ma zvolit, aby vybéh pro ovce byl co
nejvétsi (tedy mél nejvétsi plochu)?

e Jsou zadana c¢tyti ¢isla a, b, ¢, d. Naleznéte x, které aproximuje tato cisla tak, ze
soucet kvadratu jeho odchylek od téchto ¢isel je nejmensi.

e Tuhost tramu je pfimo imérna jeho sifce a tfeti mocniné jeho vysky. Jaké rozméry
tramu mame zvolit, abychom z kmene o kruhovém prirezu poloméru r ziskali
nejtuzsi tram?
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Samozrejmé v realité je Casto zapotiebi uvazovat ne jen jednu proménnou z, ale
dvé a nebo vice. ReSenim téchto otdzek se zabyva teorie funkce vice proménnych.
Dtlezitou informaci je, Ze hledani extrému postupuje v zdsadé podle stejného scénare
jako v pripadé nasich funkci jedné proménné.

Nejprve si presné zavedme pojem minima a maxima funkce.

Definice 87: Rekneme, ze funkce f ma v bodé a € Dy
1. lokalni maximum,
2. lokalni minimum,
3. ostré lokalni maximum,
4. ostré lokalni minimum,
pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé jednostranné) H, C Dy bodu a tak, ze
1. pro vSechna x € H, plati f(x) < f(a),
2. pro vsechna x € H, plati f(z) > f(a),
3. pro vsechna = € H, \ {a} plati f(z) < f(a),
4. pro vsechna z € H, \ {a} plati f(z) > f(a).

Lokalni maximum a lokdlni minimum spole¢né nazyvame lokalni extrém. Na-
sledujici véta déava nutnou podminku pro existenci lokdlniho extrému. Pro lepsi pred-
stavu a orientaci mezi témito typy extrému uvadime obrazek 4.6.

Obrézek 4.6: K definici riznych typtu extrému.

Nyni se muzeme snazit odpovédét na otazku, jak extrémy funkci hledat. Prvni
vysledek je negativniho charakteru, rika nam kde zcela jisté extrémy funkce nena-
stavaji.
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Véta 88 (Nutnd podminka existence lokdlniho extrému): Necht funkce f ma v bodé
a lokdlni extrém. Potom f’(a) = 0, nebo derivace v bodé a neexistuje.

Diikaz. Kdyby napt. f’(a) = lim fz) = fla) > 0, potom lze nalézt ¢ > 0 tak, Ze

T—a T —a

pro vSechna z € (a — ¢, a+¢) \ {a} plati
f@) - f@) _,

r—a

Potom ale plati f(z) > f(a) pro z € (a, a+¢) a f(x) < f(a) pro z € (a — ¢€,a).
Funkce f tedy v bodé a nemd lokalni extrém. Podobné lze postupovat v pripadé

f'(a) <0. O
Priklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci): Uvazme funkci f(x) := |z|. Funkce
f ma jisté ostré lokalni minimum v bodé 0, ale jeji derivace v bodé 0 neexistuje. A

Ptiklad (Bod nulové derivace bez extrému): Funkce f(x) := 23 m4 v bodé 0 nulovou

derivaci, f/(0) = 0, avSak nenabyvd v ném lokdlniho extrému. Je dokonce rostouct
na celém R. Jinak Feceno, k tomu aby funkce v bodé a méla extrém nestaci aby
f'(a) = 0. Tento omyl je ¢astym zdrojem chyb. A

Grafy funkci z predchozich dvou piikladt jsou uvedeny na obrazku 4.7.

y = |zl y =3

.S

Obréazek 4.7: Graf absolutni hodnoty (v bodé 0, kde neexistuje derivace, nabyva
minima) a funkce 23 (v bodé 0 sice m4 nulovou derivaci, ale v tomto bodé nenabyva
extrému).

né ani nevime, jestli dana funkce v Xtrém ma. na-li unkci
Obecné ani nevime, jestli dana funkce vibec extré 4. Jedna-li se ale o funkc
spojitou na uzavieném intervalu, pak je existence extrému zarucena nasledujici vétou.

Véta 89 (Extrém spojité funkce na uzavieném intervalu): Funkce f spojitd na uza-
vieném intervalu (a,b) nabyvd maxima a minima (tzv. globalni extrém). Extrém
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miize byt pouze v krajnich? bodech a,b a v bodech kde je derivace rovna 0 nebo
neexistuje.

Diikaz. Jiz vime, Ze je-li f spojitd, pak obrazem uzavieného intervalu J = (a,b) je
opét uzavieny interval f(J). Vzpomente na vétu 78. Krajni body tohoto intervalu
pak predstavuji globalni maximum, resp. minimum, prislusné funkce na prislusném
intervalu. O

Tuto vétu lze s vyhodou pouzit, hleddme-li pouze nejvétsi a nejmensi hodnotu
spojité funkce f na uzavieném intervalu J a nezajimaji nas dalsi detaily o pribéhu
funkce f. Staci pouze porovnat funkéni hodnoty v bodech podezrelych z extrému,
tedy bodech kde je derivace funkce f nulova nebo neexistuje, nebo v krajnich bodech
intervalu.

Priklad: Jako priklad uvazme funkci

f@) = (2 = 1)@ —2)
na intervalu (0, 2). Derivace je nulovd v bodé %, porovnanim funkcénich hodnot

FO =2 fOR)=-7 1@)=0

uzavirdme ze globalni maximum je v bodé 0 s hodnotou 2 a globalni minimum je v
bodé % s hodnotou —i. Graf uvazované funkce je na obrazku 4.8. A

Priklad: Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak,
ze vystiihneme ze vSech Ctyr rohu stejné ¢tverce. Krabicka bude mit vysku rovnou
strané tohoto ¢tverce. Vizte obrazek 4.9. Naleznéte délku strany ¢tverce, pri niz bude
objem krabicky nejveétsi.
Ozna¢me stranu vystfihnutych ¢tvercu symbolem x. Pro objem krabicky O(x)
plati
O(x) = z(8 — 2x)(3 — 2x) = 42> — 222* + 24z,

kde = € (0,3/2). Derivace O(x) je nula pouze v bodech 3 a 2/3, ovSem pouze 2/3 €
(0,3/2). V tomto bodé nastéava i maximum O(2/3) = 200/27cm?, protoze O(0) =
O(3/2) = 0. JAN

2Krajni body také patii do kategorie bodii, kde derivace neexistuje, protoze funkce neni de-
finovana na celém jejich okoli a proto nemuze mit derivaci. Explicitné je ale uvddime, aby na né
pfipadny ¢tenaf nezapomnél.
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y=(z—-1)(z-2)

- Dol

Py

2 x

(

Obrézek 4.8: Ukéazka globalnich extrému spojité funkce na uzavieném intervalu.

L L ]le

Obrazek 4.9: Konstrukce krabicky z papiru tvaru obdélnika.

Na zavér této podkapitoly jesté poznamenejme, ze uzavrenost intervalu v pred-
chozi vété 89 je podstatna. Jako priklad uvazme funkci

fla) =+ —

r x—4

spojitou na otevieném intervalu J = (0,4). Tato funkce nemd na J ani maximum
ani minimum. Skutecné, plati totiz

1
lim f(z) = +o00— — = +o0,

z—04 4
. 1
mligll, f(z) = it (—o0) = —00.

Graf této funkce je uveden na obrazku 4.10.
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Obrazek 4.10: Funkce spojitd na otevieném intervalu nemusi mit minimum ani
maximum.

4.7 Veéta o prirastku funkce

Intuitivné (z geometrické interpretace derivace jako teény) tusime, ze pokud je de-
rivace funkce kladnd na intervalu I, pak je funkce rostouci na intervalu I. Pomoci
Lagrangeovy véty, kterou zanedlouho zformulujeme, bude snadné spravnost této in-
tuice ovérit.

Obrazek 4.11: Demonstrace k Rolleové vété.

Pozorovani: Pro ,péknou“ funkci, majici v krajnich bodech jistého intervalu
stejné funkéni hodnoty, existuje uvnitf tohoto intervalu bod, kde mé jeji graf tecnu
rovnobéznou s osou .

Véta 90 (Rolleova): Necht funkce f spliuje podminky
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1. f je spojita na intervalu (a,b),
2. f mé derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b),

3. f(a) = £(b).
Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) =0.

Dikaz. Pokud je funkce f konstantni, 1ze za ¢ volit libovolné éislo z intervalu (a, b).
V piipadé, ze f neni konstantni, je f({(a,b)) = (A, B) uzavfeny interval (to jak
vime, plyne ze spojitosti f). Existuji tedy «, 8 € (a,b) tak, ze A = f(a) < f(B) = B.
Protoze f(a) = f(b) lezi alespon jeden z bodu «, § uvnitr (a,b). Oznac¢me tento
bod c¢. Funkce f mé v bodé ¢ lokdlni extrém, a proto f’(c) = 0. Skuteéné, funkce f
mé totiz derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b). O

b

ol --

a
Obrazek 4.12: Demonstrace k Lagrangeove véte.

Prirustek funkce f na intervalu (a,b) je f(b) — f(a). Lze ho odhadnout?
Véta 91 (Lagrangeova, O prirustku funkce): Necht funkce f spliiuje podminky

1. f je spojitd na intervalu (a, b),

2. f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

Fb) ~ f(a)

Potom existuje bod ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = —
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Diikaz. Polozme g(x) := f(x) — f(b[)):f(&)

mé derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b) a navic g(a) = g(b) = f(a). Proto podle
Rolleovy véty existuje ¢ € (a,b) tak, ze

(x — a). Tato funkce je spojitd na (a, b),

4.8 Dusledky pro vysetrovani prubéhu funkce

Pomoci véty o priristku funkce 91 mizeme presné zformulovat vztah mezi monotonii
a prvni derivaci funkce. Nejprve si zavedme vhodné znaceni.

Definice 92: Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitifkem intervalu
J nazveme otevieny interval (a,b). Znacime ho J° = (a,b).

Véta 93: Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé x € J° existuje f'(z).
Potom plati nasledujicich pét tvrzeni,

1. (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je neklesajici na J,
2. (Vz € J°)(f'(z) <0) = f je nerostouci na J,
3. (Vz € J°)(f'(z) > 0) = f je rostouci na J,
4. (Vx € J°)(f'(x) <0) = f je klesajici na J,
5. (Vo € J°)(f'(x) =0) = f je konstantn{ na J.

Drikaz 1. tvrzend, ostatni naprosto analogicky. Budte x1,xo € J takova, ze 1 < xo.
Podle Lagrangeovy véty o prirustku funkce aplikované na interval (z1,z2) existuje

c € (x1,x2) tak, ze
flaz) — fla1)

fie) = p—
Protoze ¢ € J°, je f'(¢) > 0. Tudiz
Mo 208) 50 o jn) - @) 20 = f@)<f@). O

T2 — T

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak o
tom zda roste ¢i klesa rozhoduje znaménko jeji derivace. Pro lepsi predstavu uvazme
funkei

f(x) =223 — 922 + 122 — g
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pro jejiz derivaci plati

f'(x) = 62% — 18z + 12
=6(z—1)(x —2).

Porovnejte funkci a jeji derivaci na obrazku 4.13.

Obrazek 4.13: Funkce a jeji derivace. Znaménko derivace rozhoduje o monotonii
funkce.

Zjistili jsme, ze prvni derivace funkce f souvisi s monotonii funkce f. Nyni uka-
zeme, ze druhd derivace funkce f dale souvisi s tvarem grafu funkce f. Nejprve
zavedme potfebné pojmy.

Definice 94: Necht funkce f ma konecnou derivaci v bodé a € Dy. Pokud existuje
okoli H, bodu a takové, ze pro vSechna = € H, \ {a} lezi vSechny body (z, f(z))
nad (resp. pod) te¢nou funkce f v bodé a,

y = fa) + f'(a)(z - a),
pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.

K osvétleni terminologie uvedme etymologicky vyznam obou pojmi. Convexum
mé v latiné vyznam tdoli a concavum vyznam vyduté. Ukazka konvexni a konkavni
funkce je dédle uvedena na obrazku 4.14.

Véta 95: Necht funkce f je spojitd na intervalu J a diferencovatelna na intervalu
Je.

e Pokud je f” kladnd na J°, pak je funkce f konvexni v kazdém bodé J°.
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Obréazek 4.14: Konvexni a konkavni funkce.

e Pokud je f” zapornd na J°, pak je funkce f konkavni v kazdém bodé J°.

Diikaz konvezniho pripadu. Podle predchozi véty 93 vime, ze f’ je rostouci na J. Bud
a € J° libovolny. Pokud = € J, x > a, potom podle Lagrangeovy véty 91 existuje
c € (a,x) takové, ze

fl@) = fa) + f'(0)(x = a) > f(a) + f'(a)(z — a).

Pokud z € J, x < a, potom existuje ¢ € (x,a) takové, ze

f(@) = fa) + f'(e)(@ — a) > f(a) + f'(a)(z — a),
protoZze nyni x —a < 0 a f'(c) < f'(a). O

Definice 96: Necht f je spojita v bodé c. Bod ¢ nazyviame inflexnim bodem
funkce f, pravé kdyz existuje 6 > 0 takové, ze f je konvexni na intervalu (¢ —d,c) a
konkdvni na intervalu (¢, ¢ + d), nebo naopak.

P¥iklad: Naleznéte inflexni body funkce f(z) = e~*".
Je potreba vypocist druhou derivaci zadané funkce,

f/(.Z') = _2336_3627
f(z) = —2e" 4 4g2e " = 2222 — 1)€_I2.

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 118 ZS 2013/2014



4. DERIVACE DUSLEDKY PRO VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

Vidime, ze znaménko druhé derivace je kladné pro |z| > % a zaporné pro |z| <

%. Funkce f je proto konvexni na ( — oo, —1/v2) a (1/v2,+00) a konkdvni na ( —

1/v/2,1/v2). Inflexnimi body tedy jsou body 1/v2 a —1/v2. Funkce je zndzornéna na
obrazku 4.15. JAN

I
I
I
I
I
I
)
I
I
I
I
I
L
1

V2 V2

Obrazek 4.15: Inflexni body

Definice 97: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a asymptotu z = a, pravé kdyz

lim f(z) nebo lim f(z) existuje a je rovna +o0o nebo —oo. Rekneme, Ze piimka
r—a+ r—a—

y = kx + q je asymptotou funkce f v +oo, resp. v —oo, kdyz

lim (f(z) —kx —q) =0resp. lim (f(z)—kx—q)=0.

T—r00 T—r—00
Poznamka: M4-li byt pfimka y = kx 4+ g asymptotou funkce f v 400, pak nutné
—(k
f) = (ke +q) _ . [()

1. 0= lim = — k a proto
T—00 € T—+00 T
k= lim 1@ (4.2)
Tz—+o0 I
2. Podobné
¢= lim f(z)-kz, (4.3)

kde k jsem spocetli v pfedchozim bodu.

2+ 2
|z —1]
body, kde se mize mit zadana funkce asymptotu.

Priklad: Naleznéte asymptoty funkce f(z) = +1. Proberme postupné mozné
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e Bod z = 1 nepatii do Dy a hr{l f(z) = +o0. Tudiz pfimka z = 1 je asymptotou
r—14
f v bodé 1.

e Hledejme asymptotu v 400,

2
2 1
k= tim 2% = i x2+ o1,
r—+o00 X r—+o0 4 — I x
242 2
g= lim f(z)—kzr= lim v +1—-1-2= lim +x—|—1:2.
z—+00 z—+oo 1 — 1 z—+oo x — 1
e Podobné, pro asymptotu v —oco mame
2
2 1
e dim T gy 2L
r——00 I T——00 —4 — T
2
. . x° 42
q_mgr—noof(x)_kx_:cgr—noo—xﬁ—l —(—1)-%—0
Nalezené asymptoty jsou uvedeny na obrazku 4.16. A
y = f(z)

Obrazek 4.16: Asymptoty funkce.

Shriime si vztah mezi funkci a jeji prvni a druhou derivaci na nékolika nédzornych
ukézkach, vizte obrazek 4.17.

Poznamka: Na zavér této kapitoly poznamenejme co mame na mysli pod vyset-
fovanim pribéhu funkce. Pri vysettovani prubéhu funkce f zkoumame:
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1. definiéni obor funkce f, pruseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

2. spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich bodech, resp.
nekonecnech,

3. existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globdlni extrémy,
4. existenci druhé derivace f”, konvexnost a konk4vnost,

5. na zakladé téchto vysledkt nacrtneme graf funkce f.

4.9 [I’Hospitalovo pravidlo

K vypoctu limit neurcitych vyrazt se casto hodi I’Hospitalovo pravidlo.

Véta 98 (I’'Hospitalovo pravidlo): Necht pro funkce f a g a bod a € R plati
1. lim f = lim g = 0 nebo lim |g| = +o0
a a a

2. existuje okoli H, bodu a splitujici H, \ {a} C Dy/y N Dgrjgr,

/
3. existuje lim =
@ g

!/
Potom existuje lim i a plati lim i = lim =.
@ g ¢ g @ g
Drikaz. Dukaz vynechavame. O
Priklad: Vypoctéte limitu
arcsin(x)

lim

x—0 sin(x)
Pomoci I’'Hospitalova pravidla

1

T LI CORD AT Y
a—0 sin(z) 2—0 cos(z)

Pouziti ’'Hospitalovala pravidla je korektni. Jednalo se o limitu typu %, limita podila
derivaci existuje, oba podily jsou definovany na okoli bodu 0 vyjma bod 0 samotny
(podil derivaci dokonce definovany i v 0). A
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Priklad: Vypoctéte limitu lim zIn(x). Nejprve musime vyraz upravit do tvaru kdy

CE—)O+
1ze aplikovat I’Hospitalovo pravidlo.
In(x) v 1
lim zln(z) = lim g )1: lim —*- = lim (-z) =0
a:—>0+ .Z’—>0+ P ac—>0+ _P J,‘—>0+

Opét poznamenejme, ze I’Hospitalovo pravidlo je pouzito korektné. Po vhodné tprave
se jednd o limitu typu 3¢, limita podilu derivaci existuje a oba podily jsou definovany
na pravém okoli bodu 0 vyjma bod 0 samotny (napi. (0,1)).

K tomuto prikladu jesté poznamenejme, ze pokud bychom vyraz upravili takto,

x
rlnz = ——,

Inz
tak bychom sice ziskali limitu typu %, ale limitu podilu derivaci bychom vypocitat
nedokéazali. Dostali bychom se tedy do slepé ulicky. A
Priklad: Vypoctéte limitu

x
r—4oco
Nyni je treba ’'Hospitalovo pravidlo pouzit dvakrat,

x T x

. €” I'H. ;. €” I'H. .. €
lim — =" lim — = lim — =+o0.
z—+00 I z—+o0o 20 r——+00
L Hospitalovo pravidlo je pouZito korektné. Jedna se vzdy o limitu typu 32, podily

jsou definovany na okoli bodu +oo a posledni z limit existuje, tudiz existuji i vSechny
predchozi. A

Poznamka: Upozornéme na casty omyl vyskytujici se u priklad@ podobnych pred-
chozimu. Casto se objevuje argument ,limita je rovna +oo protoze exponenciila
roste rychleji nez polynom®. To je sice dobré intuice, ale neni dostatec¢né presna. Jak
rychleji musi rist ¢itatel vici jmenovateli, aby limita byla +00? Na to intuice vibec

nestaci. Napriklad v limité
z+1

im ——
x—+oo 20 + \/5
také Citatel roste rychleji nez jmenovatel, ale hodnota této limity je %
Na predchozi priklad je nutné se divat pravé naopak. Pomoci I’Hospitalova pra-
vidla jsme vypocetlu limitu

Protoze tato limita vysla +oo, mtzeme tvrdit, ze exponencidla e* roste rychleji
nez z2. Viimnéte si, Ze ptivodni intuitivni Gvaha jde pfesné opa¢nym smérem.
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Priklad (Dulezitost predpokladi): Pfi pouziti I'Hospitalova pravidla je nutné zkon-
trolovat predpoklady. Slepym pouzitim formule mtzeme dostat Spatny vysledek:
2¢ +sin(z) 1 ..  2-+cos(z) 2 lim = sin(x)

im - = lim —— = lim ——~ = 1.
=00 4+ sin(x) @0 1+ cos(z) @00 —sin(z)

Chyba v tomto vypoctu je dvojnasobna:
1. Neni splnén 2. ani 3. predpoklad 1’'Hospitalova pravidla.

2. Limita nalevo od = viibec neexistuje. Nema tedy smysl pokracovat ve vypoctu.

Limitu lze snadno spocist bez I’Hospitalova pravidla,

. 2 sin(x)
22 EsinG@) 2 S A
z=oo g +sin(z)  w—ooq 4 sin(@)
T

Priklad (Bludny kruh): V nasledujicim pripadé sice vSechny predpoklady plati, ale
ani opakované pouziti I’'Hospitalova pravidla nevede k cili

e +e g . e—e g . efte”
lim — = - - = - -
rz—o00 ¥ — =% T—00 eT 4 =7 r—o0 e — =%

Po druhém pouziti dostaneme stejny vyraz s kterym jsme zacinali. Tuto limitu mi-
zeme snadno spocitat bez pouziti I’Hospitalova pravidla,

T —x 1 —2z
limi:hmizl. A

r—o0 e — e~ 7 00 ] — e~ 2%
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L’HOSPITALOVO PRAVIDLO

roste
x
4z
_pt
_|_
_ x
x

Obrazek 4.17: Vztah prvni derivace a monotonie funkce, druhé derivace a konvex-

nosti resp. konkavnosti.
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4.10 Priklady

Nejprve si ukdzeme vysetrovani prubéhu na velmi jednoduchych prikladech.
Piiklad: VysSetiete priubéh funkce f(z) = e*. Protoze f'(z) = f"(x) > 0 pro kazdé
x € R je funkce f(z) rostouci a konvexni na celém R. Asymptota funkce existuje

pouze v —oo a jeji piimkou je y = 0. Graf této znamé funkce uvadime na obrazku 4.18.
JAN

lim €$:0 1

Obrazek 4.18: Graf funkce e®.

Priklad: Vysetiete pribéh funkce f(z) = Inz. Nyni Dy = (0,+00) a f'(z) =1 >0
a f'(z) = —w% < 0 pro kazdé x > 0. Tudiz f je rostouci a konkavni, jedinou

asymptotou je primka z = 0. Graf této znamé funkce uvadime na obrazku 4.19. A
Priklad: Vysetfete pribéh funkce
f(x) = V322 — 23

Odmocnina je licha, tedy Dy = R. Priisecik s osou y je f(0) = 0. Priseciky s osou
jsou fesenim rovnice

fz)=0 & 2)B3-2)=0 < x;=0axy=23.
Odtud ihned plyne, ze funkce nemuze byt sudd, lichd ani periodické (ve vSech téchto

pripadech by muselo byt prisecikem i x = —3).
Funkce je spojita na celém R. Zkoumejme existenci asymptot v oo,

k= lim f=) _ lim 35—1:—1,

r—+oo x—+00 xT
- T _ — i 3/2,.2 _ .3 —
g= lim (f(x) kx)—xgrfoo V3x2 —az3 4+ =1
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y=Inx

lim Inxz = +o00
T——+00

lim Inz = —o0
(E—)O+

Obrazek 4.19: Grafu funkce In z.

Primka y = —x + 1 je tedy asymptotou v +o0 i —oo.
Pro derivaci funkce f plati

2

(33:2231%7 x 7& 0737
f/(x) = _007 T = 37

neexistuje, x =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0 (de-
rivace neexistuje) a 2 (derivace je 0). Z prvni derivace podle znaménka urc¢ime typ
monotonie.

interval (—0,0) (0,2) (2,3) (3,+00)

znaménko f’ - + - -

monotonie f klesa roste klesd  klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokdlni minimum v bodé 0 (f(0) = 0) a
maximum v bodé 2 (f(2) = V/4). Navic ze spojitosti na R a z limit Erin f(z) = Foo
x (o.9]

plyne Hy = R.
Pro druhou derivaci v bodech = # 0,3 dostavame

256_4/3

f”(CU) = m
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Znaménko zavisi pouze na znaménku jmenovatele (Citatel je kladny),

interval (—00,0) (0,3) (3,400)

znaménko f” - - +

konkédvni konkavni konvexni

Nyni muzeme nacrtnout graf funkce f, vizte obrazek 4.20. A

e Jok. maximum
lok. minimum
e inflexni bod

Obrazek 4.20: Pritbéh funkee f(z) = v/322 — a3.

Priklad: Tuhost T tramu s obdélnikovym prurezem je ttimérnd soucinu jeho Sirky
(horizontélni rozmér) w a treti mocniné tloustky (vertikalni rozmér) t. Pfi jakych
rozmeérech lze dosdhnout nejvétsi tuhosti tramu, mame-li k dispozici strom o kruho-
vém prurezu s polomérem R?

Parametrizujme tram pomoci parametru x podle obrazku 4.21. Tedy w = 2z a
t =2V R? — 22. Uvazujeme 2z = w € (0, 2R), resp. z € (0, R).

Tudiz,

T(z)=c-w-t3 :24'C'£C(R27£C2)3/2.
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~

Obrazek 4.21: Parametrizace problému s tramem.

Hledame extrém této funkce, derivaci je
T'(z)=2"c- ((R2 — 2" — 322 VR = mZ) =2 e VR? = 2% (R? - 12?).

Nulovym bode derivace je bod z, = % Funkci T vysetfujeme pouze na intervalu
J. Vidime, Ze na intervalu (0, &) funkce T roste na intervalu (£, R) klesd. V bodé
T4 tudiz nastava lokdlni maximum. Pro extremdalni rozméry tramu plati

wy =2x, =R a t,=2/R2—1x2=+3R. A

Priklad (Elementarni metoda nejmensich ¢tvercti): Necht je zaddno n ¢isel
a1,a2,...,0a, € R.

Naleznéte x € R tak, aby soucet kvadrata odchylek x od kazdého a;, 1 =1,2,...,n,
byl minimalni.
Oznacme

Pro derivaci plati (derivujeme soucet)
/
n n / n
fl(z) = <Z(x - ai)2> => ((z=a)?) =Y 2z - a)i
i=1 i=1 i=1

Resenfm rovnice f/(z) =0 je z. = 1 3% | a;. Protoze f”(z) = 2n > 0 nastdvd bodé

z, minimum funkce f. YA
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4.11 Interpolace: Splines

Jak v téchto prezentacich a handoutech vlastné vykreslujeme grafy funkci? Nejjed-
nodussim zpusobem, a to tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresleni napiiklad funkce f(x) := 1—2? na intervalu

<_1> 1>

1. zvolme n + 1 vzorkovacich bodu z; = —1 + % -4,1=20,1,...,n, pro vhodné
zvolené n,

2. vypoctéme vzorky f(z;),i=0,1,...,n,
3. spojme sousedni body (z;, f(x;)) a (zit1, f(zit1)),7=0,1,...,n—1, pfimkou.

Pro oku lahodici vysledek je vsak nutné volit vzorkovaci mrizku dostate¢né hus-
tou. Porovnejte ruzné vysledky na obrazku 4.22.

o X
n=3>5 n =10
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
o X1 X2 | X3 T4 X5Y TOL1L2T3T4Y5L6LTLILIT10Y
T x
n = 20 n =30
Yy Y

Obrazek 4.22: Linearni interpolace.

Spojit dva body v roviné piimkou je jednoduché. Piimka je totiz jednoznacné
zaddna dvéma body. Misto pfimky (linedrni funkce y = ax + b) se Casto vyuziva
polynomii tfetiho stupné, y = az® + bx? + cx + d. Polynom 3. stupné je, na rozdil
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od linearni funkce, jednozna¢né zadan ¢tyimi parametry. Jak je volit? Jako demon-
strativni priklad si ukdzeme zptlisob jak interpolovat kfivku mezi ¢tyrmi predem
zadanymi body (které jsme mohli ziskat napf. vzorkovanim predem dané funkce).

Y
Y1
Y3
Y2

Yo

Obrazek 4.23: Interpolace.

Necht jsou zadany body (xo,v0), (z1,y1), (2,92), (z3,y3). Body spojime tfemi
kubickymi polynomy y = fo(z) = apz® + box? + cox + dg a podobné pro y = fi(z),
y = fa(x). Tj. je tfeba urcit 12 nezndmych. Chceme, aby kiivka byla ,co nejhladsi“.
Zirejmym pozadavkem tedy je

fo(xo) =yo, folz1) = filz1) =, fi(z2) = fa(z2) = y2 a fa(xs) = ys.

Dale pozadujeme, aby na sebe kiivky navazovaly se stejnym sklonem, t;.

fole1) = fi(@1) a fi(z2) = fo(w2),

a konvexitou/konkavitou]

0 (1) = fi'(21) a fi'(z2) = f5 (2).

Tato situace je znazornéna na obrazku 4.23. Celkem jsme sestavili 10 rovnic pro 12
neznamych. Pokud dovolime uzivateli predepsat sklon kiivky na krajich, tak ziskdme
dalsi dvé rovnice, fj(zo) = a a fi(x3) = B, a celkem tak mdme 12 rovnic pro 12
neznadmych.
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Takto ziskand soustava je linedrni a k jejimu feSseni muzeme (budeme moci)
vyuzit metod Linearni algebry. Na EDUXu BI-ZMA si mize zaujaty ¢tenar stadhnout
interaktivni demonstraci v Mathematica a detailnéji prozkoumat zde popsany postup.

4.12 Separace korenu

Pokud méame pro funkci f spojitou na intervalu J fesit rovnici

pak mame k dispozici metodu puleni intervalu. Abychom ji ale mohli pouzit, musime
nalézt intervaly (a,b) C J tak, ze f(a)- f(b) < 0. Metoda puleni intervalu pak vzdy
d4 aspon jeden kofen, v intervalu (a,b) jich vSak muze byt vice. Je proto vhodné
kotreny separovat, ¢ili vzdy nalézt pro interval (a,b) tak, Ze v ném lezi pravé jeden
koren.

P¥iklad: Urcete pocet realnych kofenti polynomu f(x) = 2% — 5x + 2 a separujte je.
Resime tedy rovnici
flx) =2 —52+2=0.

Defini¢nim oborem funkce f je celé R, funkce f je spojitd na R. Limity v krajnich
bodech jsou

2
lim f(z) = lim a:5<1—j4+>:

T —00 =00 o
5 2
= lim #°- lim (1-=4>)=-00-1=-00
T——00 T—>—00 4 0

lim f(z)= (analogicky) = +oc.

T—r+00

Prvni derivaci funkce f je
fl(z) =52 =5 =5(z* —1) =5(z? + 1)(2? — 1) = 5(z* + 1)(z — 1) (z + 1).
Shrnujeme, ze
e pro z € (—oo,—1) je f'(xz) > 0, tudiZ na tomto intervalu f roste,
e pro z € (—1,1) je f'(z) < 0, tudiz na tomto intervalu f klesa,
e pro z € (1,+0) je f'(x) > 0, tudiz f na tomto intervalu roste

Proto
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e v bodé —1 je lokdlni maximum s hodnotou f(—1) = 6,

e v bodé 1 je lokalni minimum s hodnotou f(1) = —2.

Jelikoz lirin f(z) = £oo uzavirame, ze v kazdém z intervalu
T—r 00

(—o0,—1), (=1,1), (1,400)

lezi pravé jeden koren. Rovnice méa pravé 3 koreny. Protoze navic f(—2) < 0 a
f(2) > 0, lze pro metodu piileni intervalu pouzit intervaly

(—2,-1), (-1,1), (1,2). A

4.13 Newtonova metoda: Priklad

K numerickému feseni rovnic typu f(z) = 0 existuje mnoho metod. My zatim zname
jen metodu piileni intervalu. V této kapitole si ukazeme Newtonovu® metodu. New-
tontv pristup podrobné prozkouméame na nasledujicim prikladu.

Vypoctéte tfeti odmocninu z kladného realného dcisla c.

Zamyslete se, jak tento problém vyresit mame-li k dispozici kalkuldtor umoznujici
pouze scitat, odéitat, nasobit a délit ¢isla? Tedy operace, které miize provadeét i clovek
s pomoci papiru. Tato otdzka muze vyvstat v praxi: mame-li zjistit jak velky mé byt
polomér kulového tankeru o daném objemu V', dostavamer = {/ %V. Pro krychli

dostaneme délku hrany rovnou a = V/V.

Bud ¢ > 0. Ozna¢me hledanou tfet{ odmocninu symbolem z, tj. © = /c. Ekviva-
lentné to znamend fesit rovnici 2® = ¢. Oznacime-li f(z) := 2° — ¢, je ndmi hledané
¢islo x FeSenim rovnice

f(z)=0.

Tuto bychom se mohli pokusit Fesit ndm jiz zndmou metodou puleni intervalu (jaké
dva pocatecni body by jste zvolili?). Nyni si vSak ukézeme dalsi zptsob, tzv. New-
tonovu metodu.

Myslenka Newtonovy metody spoc¢iva v konstrukei posloupnosti (z,,) aproximu-
jici TeSeni rovnice f(z) = 0. Konstrukce posloupnosti je néasledujici:

1. Je dano z,.

3Sir Isaac Newton, anglicky fyzik a matematik, 1642 — 1727.
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2. Sestroj te¢nu funkce f v bodé x,,

y = f(xn) + f'(2n) - (= 2n).

3. Prusecik tecny s osou x necht je dalsi ¢len posloupnosti,

Tp+l = Tpn — f%x )-
n

4. Opakuj s x,+1 misto x,.

Graficky je tento proces zndzornén na obrazku 4.24.

y = f()

Tn41

Obrazek 4.24: Dvé iterace Newtonovy metody.

7 ptredchoziho obrazku se miize zdat, ze vse je jasné. Ihned se vsak nabizi nésle-
dujici otazku:

e Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?
e M4 rovnice f(z) = 0 vibec FeSeni?

e Konverguje takto zkonstruované posloupnost (zy,)?

e Co kdyz f'(z,,) = 0 pro néjaké n € N?

Odpovédi na tyto otazky se v obecném pripadé nebudeme zabyvat. Vratme se k
nasemu konkrétnimu pripadu s tfeti odmocninou, kde uvidime jak na nékteré z nich
odpovédét.
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3

Shriime si dosavadni vysledky. Je ddno ¢ > 0 a funkce f(z) = 2° — c¢. Newtonova

metoda tudiz dava rekurentni vztah
flxn) > —c 2 c

Tnl = g T Ty Tyt g

V nasem ptipadé si lze snadno vSimnout, ze:

e Funkce f je prostd, f((0,400)) = (—¢,+o0) a tudiz existuje pravé jedno
kladné Feseni rovnice f(x) = 0. (Tj. vysetrili jsme prubéh funkce f a zjistili jsme,
ze rovnice mé pravé jedno Treseni.)

e Konverguje-li posloupnost (z,,) ke kone¢né kladné limité a, potom
_ _ 2 c\ _ 2 c
O= T = I \3T T e ) T30 T g
Tudiz a je hledané Teseni,

a®>=¢, mneboli f(a)=0.

Nyni je tedy otdzkou, jestli nase posloupnost (z,) skutecné konverguje.

Véta 99 (Vlastnosti (x,,)): Bud ¢ > 0 a (z,,) posloupnost kladnych redlnych cisel
spliujici rekurentni vztah

C v
Tntl = gxn + 3.2 pro vSechna n € N.
n

Potom tato posloupnost konverguje ke konecné kladné limiteé.

Diikaz. Poloime g(z) := 2z+ 322 pro x > 0. VySetfenim pribéhu zjistime, ze g(z) >

/e, kde rovnost nastava pravé tehdy, kdyz z = /c. Tudiz:
e Pokud z1 = /¢, potom x,, = /¢ pro vSechna n € N.
e Pokud z; > /¢, potom z,, > /c pro libovolné n € N. Navic posloupnost (x,) je
klesajici:
c—x3
Tnt1 — Tn = 32* <0,
a zdola omezend ¢islem +/c. Tudiz je konvergentni s kone¢nou limitou.

e Pokud 0 < x1 < /e, pak z9 > /c a miZeme pouzit pfedchozi bod. O

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 134 ZS 2013/2014



4. DERIVACE NEWTONOVA METODA: PRIKLAD

Nyni vime, Ze posloupnost konverguje nezavisle na volbé prvni aproximace. To je
dobré, ale k praktickému pouziti nestatecné. Kdy mame iteraci zastavit? Je potieba
odhadnout chybu mezi ¢leny posloupnosti a skute¢nou (nezndmou) hodnotou hledané
treti odmocniny.

Dausledek 100 (Odhad chyby): Bud (z,) posloupnost popsand v predeslé véte.
Potom plati
0<pi1— Ve<2(xp—xp41), pron=2,3....

Dikaz. 7 predeslé véty vime, Zze pro n = 2,3, ... jisté plati /c < xp41 < ,. Potom
pro tato n plati i

. Cc .
0< .’En+1*% = *2$n+1+3l‘n+1*% == —2xn+1+2xn+7 - \3/5 < 2($n*13n+1). O
NI

<0
Poznamka: Toto je pro praktické ucely velmi dilezity vysledek. Pomoci dvou na-
posledy vypoctenych ¢lent posloupnosti muzeme odhadnout chybu mezi poslednim
¢lenem a skute¢nou hodnotou /c (tu nezndme!) a tim dodrzet pozadovanou pres-
nost.

Shrime si vlastnosti Newtonovy metody aplikované na problém hledani treti
odmocniny.

1. Posloupnost (x,,) zadana rekurentné vztahem

C
Tn+l = 5Tn + n €N,

3 322’

n

konverguje pro libovolné zvolené x; k ¢islu /c.

2. Chybu mezi z,, a skutenou hodnotou /¢ lze odhadnout pomoci poslednich
dvou napoctenych c¢lenu:

0<pi1— Ve<2(xn—xpe1), n=23,....

Tato informace nam umoznuje vypocet zastavit po dosazeni pozadované pres-
nosti.

Jako ukézku pouziti metody uvadime tabulku 4.2 s vypoctem treti odmocniny z
¢isla 7. Jako prvni iteraci volime c¢islo 7 samotné. To neni optimalni volba.

Na vypocétu v tabulce 4.2 lze pozorovat, ze od 6. iterace se pocet spravnych
cifer priblizné zdvojnasobuje. Tento efekt nazyvame kvadratickou konvergenci a
presné ho pro nasi posloupnost formulujeme nize. Ditkaz nyni jiz vynechame.
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Clen posloupnosti Hodnota

T 7.0

) 4.71428571428571428571428571428571429
x3 3.24784642966461148279330097511915694
T4 2.38643130490037593935668895758001112
x5 2.00066641679591817635777458039226767
T 1.91672239561208699369932626267864600
X7 1.91293867672049370288664833049651171
xs 1.91293118280174664702280424145842154
X9 1.91293118277238910119956738659641893
Z10 1.91293118277238910119911683954876030
VT 1.91293118277238910119911683954876028

Tabulka 4.2: Vypocet tireti odmocniny ze sedmi pomoci Newtonovy metody. Posledni
radek obsahuje presnou hodnotu zaokrouhlenou na 36 desetinnych mist.

Véta 101: Je-li ¢ > 1 a x7 > /e, pak pro kazdé n € N plati

Tn+l — \3/5 < (ﬂjn - \3/5)2

Je-li tedy chyba n-tého élenu napiiklad 10~°, pak chyba dalsiho ¢lenu je jiz pouze
10101

Newtonova metoda: zaludnosti

Rekurentni posloupnost pochazejici z Newtonovy metody se pro ,Spatné“ zvolenou
pocateéni podminku muze chovat neocekdvané. Napriklad muze oscilovat (tj. po-
sloupnost vitbec nebude mit limitu), nebo muze divergovat do nekone¢na.
P¥iklad: Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(r) = 2° —2* —2+2
s poc¢ateénim bodem x1 = 2.

Rekurentni vzorec Newtonovy metody v tomto pripadé zni

w0 —at 42
Tnt+l1l = Tp — 1 3
Sxy, — 4wy — 1
Na obrazku uvadime prvnich nékolik ¢lent této rekurentni posloupnosti A
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n  Tp
2.

1.6595744680851063
1.3729685700681316 ydin——ii
1.0686067391904803 [ s Tazgra
—0.5293373794223353
169.52057927559713
135.65665311569666

N | S| OB WN-

Obrazek 4.25: Patologické chovani posloupnosti aproximaci generovanych Newtono-
vou metodou. Problém zifejmé spociva ve Spatné volbé pocatecni aproximace.

4.14 Diferencialni rovnice

V této podkapitole Ctenadri nastinime problematiku diferencidlnich rovnic a jejich
numerického reseni. Teorie diferencialnich rovnic je rozséhla a my se ji muzeme pouze
letmo dotknout.

Doposud jsme se setkali s rovnicemi typu

f(z) =0, (4.4)

kde f : R — R je zadana funkce a x je nezndmé realné cislo, které je tfeba urcit.
Ctenar je také jisté sezndmen se soustavami rovnic tohoto typu s vice neznamymi.
Diferencialni rovnice je rovnice typu

F(y(n)7 y(n—1)7 s 7y,a Y, t) = 07 (45)

kde F : R""! — R je zadani funkce a y : R — R je nezndmé hledana funkce. Tato
funkce y je fesenim rovnice (4.5), pravé kdyz

F(y™ (), y" V)., (t),y(t),t) = 0, pro kazdé ¢ € D,
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Pomoci diferencidlnich rovnic mtizeme popisovat dynamické problémy, muzeme
predpovidat vyvoj riuznych systému (popula¢ni modely, mechanické systémy, elek-
trické obvody,. .. ). Diferencidlni rovnice tedy odpovidd ,zakonu“, podle kterého se
sytém vyviji. Samoziejmé ¢astéji narazime na soustavy diferencidlnich rovnic s vice
nezndmymi funkcemi (napf. populace ruznych druht, poloha a rychlost, napéti a
proud, ...). Pokud ,¢iselna“ rovnice (4.4) neni specidlniho tvaru, tak jeji feseni (po-
kud existuje) nemusi byt mozné analyticky vyjadrit, ale je mozné ho nalézt priblizné
numericky. Vzpomente na metodu pileni intervalu a Newtonovu metodu. Podobné
feSeni diferencidlni rovnice (4.5) muzeme v analytickém tvaru nalézt pouze pro né-
kolik specidlnich typi rovnic, na zbylé je potfeba pouzit numerickych metod (napf.
NDSolve v Mathematica).

V této kapitole si ukazeme nékolik piikladii nejjednodussich diferencialnich rovnic
a metod jejich numerického reseni.

Priklad: Pokud okamzitd zména veli¢iny y pfimo imérné zavisi na aktualni hodnoté
veliciny y, pak jeji vyvoj je popsan rovnici

y'(t) =y(t), y(0) = o, (4.6)

kde ~ je konstanta imérnosti a yg pocateéni hodnota. A

Lemma 102: Jedinym fesenim tlohy z piedchoziho pifkladu je y/(t) = yoe.

Drikaz. Vsimnéte si, ze

/
t
??J/((t)) =5 = (lny(t))/ =~ = Ilnyt)=~t+k.
Tudiz y(t) = *F = K - e, kde konstantu K je tieba dopocitat z pocatecni
podminky. O

Poznamenejme, ze kdybychom nepredepsali poc¢ateéni podminku (y(0) = yo), pak
by rovnice 3’ = vy méla nekoneéné mnoho feseni. Kazda funkce tvaru y(t) = ce
s libovolnou konstantou ¢ € R byla fesenim této rovnice. Diky pocatecni podmince
ma proto uloha jednoznacné reseni. To je fyzikalné pochopitelné, pokud chceme
modelovat jisty systém, pak musime zadat v jakém stavu se nachézi v pocateénim
okamziku.

V zévislosti na hodnoté redlného parametru v mohou nastat t¥i kvalitativné roz-
dilné pripady:
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Obrazek 4.26: Reseni rovnice (4.6) pro rtizné hodnoty parametrii.

Priklad: Poloha télesa o hmotnosti m > 0, které je pfipevnéno k pruziné o tuhosti
k > 0, v case je popsdna funkci x : R — R jez splnuje

ma”(t) = —kz(t), z(0) ==z9, 2'(0)= . (4.7)
(tzv. Newtonuv pohybovy zikon). A
Lemma 103: Reseni tlohy (4.7), tedy

ma”(t) = —kz(t), z(0) ==z9, 2'(0)= o,
je praveé jedno,

x(t) = xg cos(wt) + % sin(wt), teR,
w

kde w = /¥/m.
Dukaz. Zkoumanou rovnici lze prepsat do tvaru

2" (t) + wx(t) = 0.

Dosazenim a vyuzitim znalosti derivaci funkei sin a cos snadno ovérime, ze udané
x(t) skutecné tuto rovnici fesi. Lze ovérit, ze toto TeSeni je pro dané zp a vy jediné
mozné. O
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Obrazek 4.27: Téleso na pruziné v homogennim tihovém poli.

Povimnéme si, ze pokud funkce f splituje f”(t) + w?f(t) = 0, t € R, pak je
funkce

1 w?
B) = 5/ (0 + 2 /(1)

konstantni. Skutec¢né,

1" (==wf(t

E'(t) = f'(O)f"(t) + * £ () (1) DGR+ w i) () =0.

Tudiz E(t) = E(0) plati pro kazdé t € R. Pravé jsme odvodili zdkon zachovani energie
na zékladé znalosti Newtonova pohybového zdkona v konkrétnim piikladé (4.7).
Pristupme nyni k problému numerického Teseni diferencidlnich rovnic. Prvnim
aproximacnim krokem je diskretizace nezavisle proménné. Pro A > 0 polozme t :=
A-k, k=0,1,2,.... Podobné ozna¢me funkéni hodnoty fr = f(tx).
Priblizné vyjadreni derivace funkce f v bodé t; pak ziskame tak, ze te¢nu v bodé
tr nahradime sec¢nou prochdazejici body tx11 a ti.

f/(t ) ~ fk‘+1 - fk?

~N .,

A

K dispozici mame i dalsi moznosti. Oc¢ekavame, ze pokud bude A malé, pak i chyba
vzniknuvsi touto zdménou bude mala.
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f(t)
//———\
N
T T hatkten t

Obrazek 4.28: Diskretizace nezivisle proménné.

Pokusme se najit zpisob, jak numericky Tesit diferencidlni rovnici

Y (t) = f(y(t)),y(0) = yo.
Zvolme parametr A > 0. Ukdzeme si dvé metody:
1. (Eulerova) Pribliznym vyjadfenim derivace a pouzitim f(yg) misto f(y(t)) na

pravé strané diferencidlni rovnice dostaneme

w:f(yk), tedy  yk+1 =yr + A f (k).

Nebot je yo = y(0) ddno, muzeme nyni rekurentné vypocitat vSechna nasledu-
jici yr. Pro mald A lze o¢ekavat, ze aspon prvni ¢leny budou blizko skute¢ného
Feseni.

2. (Centréalni Eulerova) Od Eulerovy metody se li$i pouze pravou pravé strany
rovnice:

A 2

Pozor! Tato rovnice ,implicitné zadava“ yp,1 pomoci yg. V obecném piipadé
nemusi jit explicitné vytesit, ale mtze vyzadovat dalsi numerické feSeni, ovsem
uz ¢iselné rovnice. I to ¢asto stoji za namahu (vizte priklady nize v této kapi-
tole).

Yet1 — Yk _ ! (yk +yk+1>

Numerickych metod je velmi mnoho. Kazdd mutze na daném problému davat
ruzné presné vysledky. Sofistikovanéjsi metody napt. i méni velikost A v kazdém
kroku*“.
b
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Priklad: Porovnejte numerické feseni (pomoci Eulerovy metody) tlohy

y'(t)=2-y(t), y0)=1,

se skuteénym fegenim y(t) = e?. A

Odvozeni rekurentniho vztahu je v tomto piipadé snadné,

Pl =% 9y, k=0,1,2,..., yo=1,
A

¢ili
yk+1:yk+2Ayk’ ]{?:0,1,2,..., y():l.

Vysledek tohoto numerického experimentu je na obrazku

y=-e
50 1

40 1 A=0.1 )
30 1 A =02 )
20 1
10 1 .:°3.

! 1 9 1

Obrazek 4.29: Presné reSeni a numerické feSeni ziskané pomoci Eulerovy metody
pro rovnici ¢y’ = 2y, y(0) = 1 a ruzné hodnoty diskretiza¢niho parametru A.

Priklad: Porovnejte numerické feseni ilohy

y'(t)+yt) =0, y(0)=1, y'(0)=1, (4.8)

se skuteénym Fesenim y(t) = cos(t) + sin(t). A
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Nejprve musime tlohu upravit do tvaru kdy lze aplikovat nase dvé metody. Za-
vedme z(t) tak, ze x(t) = y/(t). Potom tloha zni

y'(t) = x(t), y(0) =1,

2 (1) = (), 2(0) = 1.

Jedna se tedy o soustavu dvou diferencidlnich rovnic pro dvé nezndmé funkce. Pro
A > 0 je nyni potfeba konstruovat soubézné dvé posloupnosti (z,,) a (yy).
Eulerova metoda nam dava rekurentni vztah:
Tpi1 = Tk — A - yg, T =1,
Yk+1 = Yk + A - T, Yo = 1.

Po chvili pocitani z centralni Eulerovy metody ziskdme explicitni rekurenci

1 A?
x = — 1—— |z — A , To =1
k+1 1+A4 (( 4> k yk) 0

1 A?
?Jk—i-l:@ Axy + 1_T Yk | » yo = 1.

Na obréazcich 4.30 a 4.31 uvaddime vysledky numerickych pfibliznych feSeni rov-
nice(4.8) pomoci Eulerovy a centrélni Eulerovy metody. Vidite, Ze i kdyZ centrdlni
Eulerova metoda v tomto ptripadé dava dramaticky lepsi vysledky nez metoda Eule-
rova.

M)
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y = sin(t) + cos(t)

41+ A=0.2 .
A=0.1 S
27 o~ .
7 I\ I\
N 10 15 20
"V' NS
271 s ¢
~
Eulerova metoda ., : . .'-.v.-'
41

Obrazek 4.30: Eulerova metoda metoda aplikovana na diferencialni rovnici (4.8) pro
ruzné volby diskretiza¢niho parametru A.

y =sin(t) + cos(t) A =0.1

2 4
1 .'/\'. -'A'. :‘A-_ _.',\
¥ L 10/ 15 20 t
94

Obrazek 4.31: Centralni Eulerova metoda aplikovana na diferencidlni rovnici (4.8).
Porovnejte presnost vypoctu s obycejnou Eulerovou metodou 4.30.
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Kapitola ¢. 5

Taylorovy polynomy
Polynom; Taylortv polynom; Taylorav vzorec; zbytek v Taylorové vzorci; Pe-

anuv tvar zbytku; Lagrangetuv tvar zbytku; priblizné vypocty; mocninnd rada;
polomér konvergence.

5.1 Aproximace funkci pomoci polynomu

Tecna funkce f v bodé a predstavuje tzv. linearni aproximaci funkce f v bodé a. V
blizkosti bodu a dobie vystihuje chovani funkce f. Graf funkce a jeji te¢ny je uveden
na obrazku 5.1.

chyba:
Ize ji kontrolovat?

Obrazek 5.1: Tec¢na jakozto linearni aproximace funkce. Lze oc¢ekavat, ze souhlas je
dobry na malém okoli bodu, kde uvazujeme tec¢nu. Jak odhadnout chybu mezi funkci
a aproximaci?
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5. TAYLOROVY POLYNOMY APROXIMACE FUNKCI POMOCI POLYNOMU

Pokud chceme funkce aproximovat i na vétsich intervalech, zrejmé nevystacime
pouze s primkami, vizte obrazek 5.2. Nabizi se uvazovat misto polynomt prvniho
stupné (pfimky) polynomy vyssich stupni. V této kapitole se budeme zabyvat pro-
blémem, jak tyto aproximacni polynomy zkonstruovat. S pomoci derivaci vyssich
stupni se nauc¢ime sestrojit tzv. Taylorovy polynomy, které predstavuji v jistém
smyslu nejlepsi moznou aproximaci k dané funkci.

tolerance chyby

/

Obrézek 5.2: Aproximace zadané funkce (¢ernd kiivka) pomoci polynomu na zada-
ném intervalu se zadanou presnosti.

Typickym vyuzitim Taylorovych polynomt je tloha vypocist hodnotu dané funkce
s predem zadanou pfesnosti pouze pomoci algebraickych operaci sc¢itdni a nasobeni
(déleni). Tedy napriklad: Jak urcit hodnotu sin(37°)7

Podle zname geometrické definice funkce sin k odpovédi na tuto otdzku potrebu-
jeme pouzit pravitko, kruzitko a ithlomér. Presnost ,,vypoctu“ je pak dana presnosti
nasich néastroju. Vizte obrazek 5.3.

5.2 Aproximace funkci pomoci polynomu

Nejprve si pripomenme pojem polynomu, ktery bude v celé této kapitole hrat cent-
ralni roli.
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sin(37°)

\ !

Nevhodné pro kalkulator/pocitac!

| S

Obréazek 5.3: Geometrickd definice funkce sin pomoci jednotkové kruznice je ne-
vhodnd pro vypocetni aplikace.

Definice 104 (Polynom): Redlnou funkci redlné proménné p : R — R nazveme po-
lynomem, pravé kdyz existuji nezdporné celé ¢islo n € N a redlna ¢isla ag, ..., a, €
R takova, ze rovnost

n
p(x) = apa"
k=0

plati pro vsechna redlna x € R.

Je-li a, # 0, nazyvame ¢islo n stupném polynomu p. Jsou-li vSechny koefi-
cienty ax, k = 0,...,n nulové, nazyvime p nulovym polynomem a jeho stupen
nedefinujeme.

Podstatnou vyhodou polynomu je fakt, ze k vyhodnoceni funkéni hodnoty poly-
nomu sta¢i operace s¢itdni (od¢itani) a nasobeni. Navic polynom stupné n je zadén
n + 1 konstantami.

Notoricky znamymi priklady polynomu jsou:

1. Linearni funkce f(x) = ax + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse
prvniho stupné!.

2. Kvadraticka funkce f(z) = ax? + bx + ¢ (a,b,c € R, a # 0 parametry) je
polynomem druhého stupné.

1Slovigko ,linedrni“ vyse pouzivime ke zdiraznéni, Ze grafem dané funkce je piimka, linedrni
objekt. Nejedna se o linearni zobrazeni ve smyslu Linearni algebry.

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 147 ZS 2013/2014



5. TAYLOROVY POLYNOMY APROXIMACE FUNKCI POMOCI POLYNOMU

Pokusme se nyni podivat na te¢nu z jiného thlu. Je-li funkce f diferencovatelna
v bodé a € R, pak rovnice jeji teCny v bodé a ma tvar

y = f(a)+ f'(a)(z — a).

Je to primka nejvice pripominajici funkci f v okoli bodu a. Te¢nu také mizeme
chapat jako graf linedrni funkce

g(x) = f(a) + f'(a)(x — a).

Pro funkce f a g plati
9(a) = f(a), g¢'(a) = f'(a).

Tj. funkce f a jeji teCna v bodé a maji stejnou 0. a 1. derivaci v bodé a.
Prirozené se nabizi otdzka proc¢ neuvazovat polynom vyssiho stupné s podobnou
vlastnosti? Necht funkce f méa derivace v bodé a az do fadu n € N véetné. Lze nalézt
polynom p takovy, ze p*)(a) = f*)(a) pro viechna k =0,1,...,n?
Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru

px) = ap(z —a)*.
k=0

Je potfeba urcit konstanty ar, £ = 0,1,...,n tak, aby derivace polynomu a funkce
v bodé a az do fadu n véetné byly shodné. Pro funkéni hodnoty derivaci polynomu
p v bodé a plati

f(a) = p(a) = ap = f(a)
f(a) =p'(a) = a1 = a1 = f'(a)
f"(a) = p"(a) = 2as - as = %f”( )
f(k)(a) - p(k)(a) = klag o ag 1 (k)(a), k=0,1,...,n

T K

Uzavirame, ze hledany polynom p pozadovanych vlastnosti je tvaru

) (g
P =3 T e~

Shriime si toto pozorovani do nasledujici véty.
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Véta 105: Necht redlna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R kone¢nou n-tou
derivaci. Potom existuje pravé jeden polynom 75, , stupné nejvyse n takovy, ze

TR (a) = f*)(a) pro kazdé k = 0,1,...,n.

n,a

Tento polynom ma tvar

a nazyvame ho n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.
Dukaz. Existenci i jednoznacnost jsme dokazali v predchozich odstavcich. O

Priklad: Naleznéme Tayloruv polynom funkce f(x) = e stupné n € Ny v bodeé 0.
Pro libovolné k € Ny plati f*)(z) = e* a proto f)(0) = 1. Dostédvame

LA
Too(z) = —a. A

Poznamka (Znaceni): Pokud a = 0, budeme pro jednoduchost misto T}, o psét
pouze T,.

Priklad: Naleznéme Tayloruv polynom funkce f(z) = sin(x) stupné n € Ny v bodé
0.
Derivace funkce f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny plati

F(2) = (~1)Fsin(a) & FEH(2) = (<1)F cos().

Proto
fE0)=0 a fEFD0) = (—1)k

Taylortv polynom stupné n = 2/ je stejny jako Tayloruv polynom stupné n = 2¢—1
a plati

I L () I = S S L
Tn(.%') —jz:;] j' ) = I;)mx .

Specialné tedy plati 1o, = To,_1, n € N a jesté specialnéji treba Tyy = T3g.
Ukéazka nékolika Taylorovych polynomu funkce sinus v bodé 0 je uvedena na ob-
razku 5.4. A
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3
@=27% |
A.l'

6 120

sin(x)

8

Obrazek 5.4: Piiklady Taylorovych polynomi funkce sinus v bodé 0 malych stupnt.

5.3 Chyba aproximace

V této podkapitole se budeme zabyvat chybou mezi ptivodni funkci a Taylorovym po-
lynomem. Kdybychom tuto chybu nebyli schopni alespon odhadnout, pak by aproxi-
mace byla nepouzitelna. Definujme si nejprve jasné chybu (zbytek), ktery zkouméme.

Definice 106: Necht funkce f méa v bodé a konecnou n-tou derivaci. Pro vSechna
piipustnd = polozme R, o(x) := f(z) — T},q(x). Potom vztah

f(z) = Tn,a($> + Rn,a(x)

nazyvame Taylorovym vzorcem a R, , nazyvime n-tym zbytkem v Taylorové
VZOorci.

Poznamka (Znaceni): V pripadé, ze mluvime o Taylorové polynomu v bodé a = 0
piSeme pro jednoduchost T}, misto 7, 0. Podobné v piipadé zbytku R, = R, a
Peanova zbytku (zaveden déle) w, = wy 0. Taylorav polynom pro a = 0 se také
nékdy nazyvd Maclaurinav polynom.

Prvni informaci o zbytku v Taylorové vzorci ndm dava nasledujici véta. Hrubé
feceno, kdyz x — a, pak zbytek v Taylorové vzorci jde k nule rychleji, nez posledni
¢len n-tého Taylorova polynomu.

Véta 107: Necht funkce f ma v jistém okoli H, bodu a spojitou n-tou derivaci.
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)
T,(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 3 cos(a)(z — a)?
]

s

f(zx) = cos(z)

Obrézek 5.5: Grafické zndzornéni Taylorova vzorce, tedy vztahem mezi funkéni hod-
notou funkce f, Taylorova polynomu 75, , a zbytku R, 4.

Pak pro zbytek v Taylorové vzorci plati

lim 7Rn’a($) =
r—a (.’IJ —_ a)n

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze a = 0. Z definice zbytku a vlast-
nosti Taylorova polynomu plyne

Ra(0) = B, (0) = -+ = R'™D(0) = R{(0) = 0.

Pro vypocet limity lze pouzit 'Hospitalovo pravidlo (zduvodnéte pro¢!). Potom

/ (n—1) (n)
lim R"(‘T) = lim R"(x) = ...= lim u = lim M =0. ]
0 z—0 nrn—1 =0 nl-x =0 n!

Ddsledek 108: Za stejnych predpokladi jako v predchozi vété. Taylortv vzorec lze
vyjadrit ve tvaru
f(@) = Thal2) + wnalz) - (z —a)",

kde lin%) wp(x) = 0. Vyraz wyq(x) - (z — a)” se nazyvd Peanav tvar zbytku.
r—r
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5. TAYLOROVY POLYNOMY CHYBA APROXIMACE

Diikaz. Staci polozit wy, q(z) = Z”fa()xn) a pouzit predchozi véty. O
Priklad: Vypoctéte limitu
. sinx
lim
z—=0 x

Protoze sinz = = 4+ wy o(z) - x, kde hH{l] wi0(z) = 0 dostavame
T—

sinx

lim = lir% (1+wio(z) =1+0=1. JAN

z—0 X r—

n-ty Tayloriv polynom je nejlepsi aproximace mezi vSemi polynomy stupné n.
Presny smysl tohoto vyroku je obsazen v nésledujici vété.

Véta 109 (O nejlepsi aproximaci): Necht funkce f mé v jistém okoli bodu 0 ko-
necnou n-tou derivaci a necht @) je polynom stupné nejvyse n, rizny od Taylorova
polynomu 7, funkce f v bodé 0. Potom existuje okoli Hy bodu 0 takové, ze

|f(x) = Th(x)| < |f(z) — Q(x)] pro kazdé x € Hy ~ {0}.
Drikaz. Vynechavame. O

Vyraz |f(x) — Q(z)| predstavuje absolutni velikost chyby pri aproximaci funkce
f pomoci polynomu @} v bodé z. Pokud T,,_1 # T,, pak pro jisté okoli Hy podle
predchozi véty plati

[f (@) = Tn(2)| < |f(x) — To-1(x)| pro kazdé = € Ho \ {0}

Tedy, kazdy dalsi Taylortuv polynom aproximuje funkeci f 1épe nez predchozi (pokud
neni shodny s predchozim).

Jak ukazuje nasledujici priklad, mohou existovat i patologické priklady, kdy apro-
ximace pomoci Taylorovych polynomt nedava dobfe pouzitelné vysledky.

Priklad: Zkoumejte Taylorovy polynomy funkce

6_1/“”2, x #0,
S P

v bodé a = 0. Pomoci indukce 1ze dokézat, ze pro kazdé k € Ny plati
F® ) =o0.
Pro libovolny n-ty Taylortav polynom funkce f v bodé 0 proto plati

T(z) = 0.
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5. TAYLOROVY POLYNOMY CHYBA APROXIMACE

Kazdy je tedy nulovym polynomem! Pfi zvySovani stupné se pfesnost aproximace
nijak nezlepsuje. A
Véta 110 (Taylorova): Necht existuje okoli Hy bodu 0 takové, ze funkce f v ném
mé konecnou (n+1)-ni derivaci. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(x) = T),(z) + Ry ()
lze pro kazdé x € Hy zapsat ve tvaru

FOE) iy
(n+1)! ’

kde ¢islo ¢ zavisi na x a n a lezi uvnitf intervalu s krajnimi body « a 0. Tento tvar
zbytku nazyvame Lagrangeav.

R, (z) =

Diikaz. Vynechavame. O

Poznamka: Pro ¢islo € z predchozi véty tedy plati 0 < [£] < |z].
Tato véta ndm dava velmi dtlezitou informaci o zbytku v Taylorové vzorci. Umoz-

nuje odhadovat chybu mezi pavodni funkci a jejim Taylorovym polynomem.

Priklad: Urcete, jaké chyby se dopustime, kdyZ pro vypocet ¢isla /e = es pouzi-
jeme hodnotu Taylorova polynomu funkce e® tretiho stupné v bodé 0 vyhodnoceného
v bodé x = %,

1 1
Ts(z)=1+x+ 5:1:2 + 6$3.

Dosazenim dostaneme funkéni hodnotu Taylorova polynomu v & = %:

1 11 /1N\%2 1/1\* 79 -
T3(=)=14+=+=1(= ~—| =] =-—= =1.64583.
3(2> +2+2<2> +6<2> g3~ 104583
Toto ¢islo nam samo o sobé nic nefikd. Je nutné odhadnout chybu.
Podle Taylorovy vety 110 plati (f(x) = e*) rovnost

r=n(3)en(3).

m(3) =5 ()

O éisle € pouze vime, ze lez{ v intervalu (0, %) Navic umime odhadnout velikost ¢isla
e, plati nerovnost e < 4 (zdtvodnéte!). Celkem tedy

1 412 r1\4 1 _
L (Z) = — = 0.0052083.
0<R3<2>< I (2) TR 0.0052083

kde zbytek je tvaru
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5. TAYLOROVY POLYNOMY FUNKCE JAKO LIMITA TAYLOROVYCH POLYNOMU

Cislo /e lezi v intervalu (1.64583, 1.6510416). Vizte ilustra¢ni obrdzek 5.6. JAN

Y

Obrazek 5.6: Graf exponencialy a13. Taylorova polynomu exponencialy v bodé 0
pouzitého k pribliznému vypoctu e2.

5.4 Funkce jako limita Taylorovych polynomu

Jiz jsme spocetli, ze pro kazdé redlné x a prirozené n plati

nxk

et = %E + Ry (z).

Daéle zname tvar zbytku, lze ho vyjadrit jako

eEn,z xn—l—l

Ro(z) = —
n(®) (n+1)! ’
kde &, » lezi mezi 0 a x, tudiz &, ; < |z|. Z monotonie e pak plyne odhad

0 < efme < elol,

Horni odhad tedy nezavisi na n (v tomto piipadé)!
Pro dané pevné = € R tedy plati

x

0 <|Rn(z)| < CES] x

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 154 ZS 2013/2014



5. TAYLOROVY POLYNOMY FUNKCE JAKO LIMITA TAYLOROVYCH POLYNOMU

Véta o limité seviené posloupnosti 39 zarucuje
lim R,(z)=0.

Pro libovolné realné x tedy plati

nxk ooajk
,}5{;(2 K nffﬁ):,}ggo Wl

k= ’ k=0

Podarilo se ndam vyjadrit funkéniho hodnoty exponencialy jakozto soucty jisté c¢iselné
fady zavislé na redlném parametru z. Jak za chvili uvidime, tuto vlastnost maji i
dalsi elementarni funkce.

Definice 111: Necht je ddna posloupnost (ax)g2, a ¢islo ¢ € R. Ciselnou fadu

oo
Z ap(z — ¢,
k=0

zavisejici na redlném parametru x, nazyvame mocninnou radou se stredem v

bodé c.
Poznamka: Uvazme pro jednoduchost ¢ = 0.
oo
e Je-li napriklad x = 2, pak mame ¢iselnou radu Z ai2",
k=0

e je-lix = % pak mame ¢iselnou radu Z

3k

Timto zptsobem je definovana jista funkce, ktera kazdému redlnému x priradi soucet
zadané ¢iselné rady, pokud existuje. Jaky je defini¢ni obor této funkce?

Véta 112: Pokud existuje limita

L= lim |2&£1)
k—oo | Qg
potom klademe
1
I L eR,
R:=<{+o00, L=0,
0, L=+

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 155 ZS 2013/2014



5. TAYLOROVY POLYNOMY FUNKCE JAKO LIMITA TAYLOROVYCH POLYNOMU

a tvrdime, Zze mocninna rada
(0]

Z ap(x — c)F

k=0
konverguje absolutné pro x € (¢ — R,c+ R) a diverguje pro |c — z| > R.
Drikaz. Bez Gijmy na obecnosti predpokladejme ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostavame
gyt
akxk

lim

k—o0

= |z|- L.

= lim |z|-
k—o0

’@kﬂ

Shrnujeme, ze pokud

o |z| - L < 1, tedy |z| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana fada
konverguje absolutné,

e |x|-L > 1, tedy |z| > R, pak pod podilového kritéria je khﬁrgo lagz®| = +o0. Tudiz

nemuze byt splnéna nutnd podminka konvergence zkoumané rady (tj. neplati
ILm arz® =0). O
n—oo

Uvedme déle nékolik zédkladnich vlastnosti tykajicich se mocninné fady

Qk+1
—, R=-—. 5.1
- (5.1)

L

k—o0

o0
Zakack, JdL = lim
k=0

Cislo R nazyvime polomérem konvergence mocninné fady (5.1). Pfedchozi véta
iiké, Ze tato mocninnd fada (5.1) konverguje pro |x| < R a diverguje pro |z| > R.
Nerika nic o konvergenci pro x = R a z = —R. Kazdd mocninna fada se chova
timto zptisobem. Plati totiz nasledujici

Véta 113 (Cauchy-Hadamard): Ke kazdé mocninné fadé tvaru (5.1) existuje R €
(0,400) takové, ze Fada absolutné konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.

Dukaz. Vynechavame. O

Polomér konvergence ale vzdy nemusi jit spocitat pomoci limity podili uvede-
nych ve vété 112. Tato limita nemusi existovat.

Priklad: Uvazte mocninnou radu
o0
> " sin(k) .
k=0
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5. TAYLOROVY POLYNOMY FUNKCE JAKO LIMITA TAYLOROVYCH POLYNOMU

Limita
lim

k—+o0

sin(k + 1) ’
sin(k)
neexistuje, ale podle srovnavaciho kritéria mocninné fada jisté konverguje pro x €
(—1,1). Skutecne,
[sin(k) 2] < [}

a Y02, |z|¥ konverguje pro |z| < 1. A

Definice 114: Jestlize f je funkce majici v bodé ¢ derivace vsech radf, potom

mocninnou radu ")
— [ (c)
Z A (l’ - C)ka
k=0

nazyvame Taylorovou rfadou funkce f v bodé c.

Priklad: Rozeberme vSechny tyto poznatky na piikladu funkce f(z) = — a jeji
Taylorovy fady v bodé 0,

oo
Sk,
k=0

Plati f*)(z) = # z # 0, k € N. Proto f*)(0) = k!. Zadani je tedy v
poradku, tato fada je skutecné Taylorovou radou prislusné funkce v bodé 0. Pro
polomér konvergence mame

Iim || =1= —.

1 1
k—oo | 1 R

Déle pro z = +1 jsou fady 352 ,(+1)* divergentni. Rada konverguje absolutné pro
x € (—1,1) a diverguje pro vSechna ostatni x. Rovnost

1 00
_ Z zF
k=0

l—z

plati pro z € (—1,1). Radu v tomto piipadé umime pifmo seéist, neni potieba
vysetiovat zbytek v Taylorové vzorci. A

Na zavér této podkapitoly uvadime Taylorovy rady dalsich elementarnich funkci
a jejich obory konvergence.
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5. TAYLOROVY POLYNOMY DALSI PRIKLADY

o .k
e = Zﬁ rzeR
k=0 """
sinx = iﬂx%ﬂ reR
= (2k + 1)!
(DR o
cosr = Z T reR
= (2k)!
(DR,
In(l+2) = ZTZ‘ z e (—1,1)
k=1
arct = i (_1)k ey -1,1

Tabulka 5.1: Nékteré elementarni funkce a jejich Taylorovy fady a prislusnymi
poloméry konvergence.

5.5 Dalsi priklady

Tuto kapitolu uzavieme nékolika feSenymi priklady.

Priklad: Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vsechna redlnd z s
presnosti 1077.

Diky periodicité a tvaru® funkce f = sin stadl nalézt vzorec s pozadovanou pres-
nosti pro  z intervalu (0, 7).

Podle Taylorovy véty pro Tayloriv polynom stupné 2n + 2 se stfedem v 0 plati

L (—1)F L2k (&) ops
2k + 1)! 2n + 3)!

Ron42()

sin(z) =

Indexy u symbolu &, , nam pripominaji, Ze tento zavisi na x a n.

Protoze derivace lichého radu funkce sin je — az na stiidajici se znaménko — funkce

cos, mizeme zbytek pro x € (0, 5) odhadnout:

o\ 2n+3
|Ronsa(2)] < @n+3) e < ((2) - = an:
- 2n—|—3 2n + 3)!

Hodnoty a, jsou uvedeny v tabulce 5.2.

2Stadi umét pocitat funkéni hodnotu v prvnim kvadrantu.
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5. TAYLOROVY POLYNOMY DALSI PRIKLADY

an

8.0-1072
4.7-1073
1.6-1074
3.6-1076
5.7-1078
6.7-10710

S UL W N3

Tabulka 5.2: K prikladu aproximace funkce sinus.

Vidime, ze pro n = 5 je a, poprvé mensi nez 10~7. Tudiz miizeme uzaviit, ze se
.1 - . cvs ,
pro kazdé z € (0, %) hodnota sin(z) lisi od vyrazu

333 :L‘S SU7 :I/,Q xll

ST TR TR ET]

nejvyse o 1077, A

Kapesni kalkulatory vétsinou primo nepouzivaji mocninné rozvoje pro vypocet
hodnot trigonometrickych funkei (sin, cos, tan, atd.).

Poznamka (COordinate Rotation DIgital Computer): Algoritmus k vypoctu na-
priklad funkénich hodnot funkce sin rafinované vyuziva

1. souctové vzorce pro trigonometrické funkce,

2. vzorky, tj. hodnoty funkce sin pfedem napoctené (napiiklad pomoci Taylo-
rova polynomu) pro jistou mnozinu hla.

Prvni implementace: 1959, naviga¢ni poéita¢ bombardéru B-58.
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Kapitola ¢. 6

Primitivni funkce

Primitivni funkce; vlastnosti primitivni funkce; neurc¢ity integrédl; primitivni
funkce elementarnich funkeci; linearita neurc¢itého integralu; integrace per partes;
integrace substituci; integrace racionalnich lomenych funkei funkei a rozklad na
parcialni zlomky; doplnéni na ¢tverec.

6.1 Neurcity integral

Nejprve zavedeme pojem primitivni funkce. Jak uvidime, jedna se v jistém smyslu
o inverzni pojem k pojmu derivace funkce. Vyznam primitivnich funkci rozebereme
podrobné v néasledujicich kapitolach.

Definice 115: Necht f je funkce definovana na intervalu (a,b), kde —oco < a < b <
400. Funkci F' splnujici podminku

F'(x) = f(x) pro kazdé z € (a,b)

nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b).

Thned z definice plyne, ze F' je diferencovatelnd v kazdém bodé intervalu (a,b)
a tedy je i spojita na (a,b). K nahlédnuti tohoto faktu si sta¢i vzpomenout na vétu
¢. 81.
P¥iklad: Funkce F(x) = 23 je primitivni funkei k funkei f(x) = 322 na libovolném
intervalu (a, b). A
Kolik primitivnich funkci k zadané funkci f miize existovat? Jak se od sebe
pripadné lisi? Na tyto otdzky odpovidd nasledujici tvrzeni.

Véta 116: Necht F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b). Pak G je
primitivni funkei k funkei f na intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta

c € R takova, ze
G(x) = F(z)+ ¢, prokazdé z € (a,b).
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6. PRIMITIVNI FUNKCE NEURCITY INTEGRAL

Dikaz. Pokud jsou funkce F' a G primitivni k f na intervalu (a, b), potom
(F-G)(z)=F'(z) - G'(z) = f(x) — f(z) =0, pro viechna = € (a,b).

Funkce F' — G je proto podle véty ¢. 93 konstantni na intervalu (a,b).
Naopak, je-li G(x) = F(z) + ¢, pro libovolné x € (a,b), pak G'(z) = F'(z). O

Proto je prirozené zavést znaceni pro mnozinu vSech primitivnich funkeci k zadané
funkei f.

Definice 117: Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a, b). Mno-
zinu vSech primitivnich funkei k funkei f na (a, b) nazyvime neurcitym integrilem
a znacime jej [ f nebo [ f(z)dz.

Poznamka (Terminologie): Najdeme-li k f primitivni funkci F' na intervalu (a, b),
zapisujeme tento fakt obvykle

/f(:c) dz = F(z) +c.

Funkci f nazyvame integrovanou funkci, z integraéni proménnou a c¢ inte-
gracéni konstantou. Ukolu urcit

/ flx)dz

fikdme ,najit primitivni funkci k f“, nebo ,vypocitat integral z f“, nebo ,integrovat
f“'

Dtvod pro tuto notaci bude odhalen v nasledujicich kapitolach. Zde aspon po-
znamenejme, ze symbol [ je stylizované S.
Poznamka (Mathematica): K hleddni primitivni funkce pomoci Mathematica lze
pouzit ptikaz Integrate[f, x], kde f je integrovand funkce (vyraz) a x je integracni
proménna.

Slibovany inverzni vztah mezi derivaci a neuréitym integrdlem (primitivni funkei)
miuzeme vyjadrit nasledovneé:

e Jeli funkce ¢ diferencovatelnd na intervalu (a,b), pak primo z definice ¢. 115
plyne
/g’(x) dz =g(z)+c, z€(ab).
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6. PRIMITIVNI FUNKCE NEURCITY INTEGRAL

e Ma-li funkce f primitivni funkei na intervalu (a, b), potom opét pfimo z definice
¢. 115 plyne

(/f)l(x):f(x), z € (ab). (6.1)

Zatim jsme neodpovédéli na otdzku, zda k zadané funkci f vubec primitivni
funkce existuje. Nemusi tomu tak byt vzdy. Postacujici podminka pro existenci pri-
mitivni funkce je obsazena v nasledujici véte.

Véta 118 (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce): Necht funkce f
je spojitd na intervalu (a,b). Pak funkce f ma na tomto intervalu primitivni funkei.

Dukaz. Vynechavame. O

Protoze umime derivovat celou fadu elementdrnich funkei (viz napf. tabulku
¢. 4.1) zname i primitivni funkce k nékterym elementdrnim funkcim. Ze znalosti
derivaci mizeme ihned sestavit tabulku ¢. 6.1 primitivnich funkci.

K vypoctu primitivni funkci komplikovanéjsich funkci potrebujeme vyuzit vlast-
nosti neurcitého integralu, které odvodime v nésledujicich odstavcich.

Véta 119: Necht F, resp. GG, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu
(a,b) a necht o € R. Pak

e '+ G je primitivni funkei k funkci f 4+ g na intervalu (a, b),
e «F je primitivni funkei k funkei af na intervalu (a,b).

Drikaz. Staci si uvédomit, ze derivace souctu funkei je soucet derivaci funkei a ze de-
rivace konstantniho nasobku funkce je ten samy konstantni nasobek derivace funkce.
O

Znéni predchozi véty symbolicky zapisujeme takto,

[ro=[t+[s a [@n=a]s

a mluvime o linearité neurcitého integralu.

Priklad: Vypoctéte
1 1
2
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6. PRIMITIVNI FUNKCE

NEURCITY INTEGRAL

vzorec

interval, parametry

Ja™dx =

reR, neN

Jatdr =15 +C

reRN{0},neZ,n< -2

Jz¥dx =

€ (0,+), a ¢ Z

[idz=Inlz|+C

x € R~ {0}

[a*dz = +C

reER a>0aa#1

[sin(z) de = — cos(z) + C

z€eR

[ cos(x) dx = sin(z) + C

zeR

f COSz(Ji) de = tg( ) +C

e (-5 +km, S +kn), kel

fmdx:—cotg(m)—i—C z e (kr, 7+ kn), kel
i ﬁ dz = arcsin(z) + C € (-1,1)
fﬁda}:arctg(az)%—c reR

Tabulka 6.1: Zakladni primitivni funkce.

Dle ptedchozi véty ihned dostavame vysledek

G

=4

)da:—él/a: dx—/ da:—i—/ 3 g =

a4
ln|x!+ = —2® —In|z| 4 327 + C,

5 3

ktery plati na libovolném otevieném intervalu, ktery je podmnozinou R \ {0}. A

Priklad: Vypoctéte

/ (2% +3%)% du.
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6. PRIMITIVNI FUNKCE INTEGRACE PER PARTES

Nejprve provedeme jednoduchou algebraickou tpravu integrandu a nasledné vy-
uzijeme predchozi vétu ¢imz dostavame vysledek,

/(2$+3z)2dx:/(22r+2-2m-3w+32””)dx:

—/4xdx+2/6$dx—|—/9xdx—

1n4+2 m*m*c o

6.2 Integrace per partes

V predchozi kapitole jsme zjistili jak hledat primitivni funkci k souc¢tu dvou funkei a
konstantnimu nésobku funkce. Nyni se pokusime hledat primitivni funkci k soucinu
dvou funkci. S vyhodou nyni vyuzijeme vétu ¢. 83 o derivaci souc¢inu dvou funkci.

Véta 120 (Per partes): Necht funkce f je diferencovatelna na intervalu (a,b) a G
je primitivni funkce k funkei ¢ na intervalu (a, b) a koneéné necht existuje primitivni
funkce k funkci f'G. Potom existuje primitivni funkce k funkci fg a plati

/fg: fG—/f’G. (6.2)

Dikaz. Tvrzeni véty miuzeme piimo ovérit derivovanim. Podle rovnice (6.1) plati
fG /fG (fG) = f'G=fG+fG ~fG=fG" = fg. O
Poznamenejme, ze metoda integrace per partes muize byt tspésnd pouze pokud
budeme schopni déle pracovat s novym integralem na pravé strané rovnice (6.2),
ktery je stale ve tvaru soucinu. Latinsky vyraz ,per partes® v ¢estiné znamend ,po

castech“. Dtvod k tomuto oznaceni je zrejmy.
K zapamatovani formulky (6.2) 1ze pouzit nasledujiciho schématu.

/fg: fjj>clj :fG—/f’G.

Priklad: Vypoctéte neurcity integral / rsinzdx.
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Pomoci integrace per partes dostavame

fle)=2  g(z) =sinz
/xsinxdx: = —xcosx+/cosxdx:
f(x) =1G(x) = —cosx

= —xcosz +sinx + C.

Na tomto misté je dobré si uvédomit, ze spravnost vysledku integrace mizeme vzdy
snadno ovétit pomoci definice ¢. 115, tedy derivovanim:

(—:rcos:z:—i—sinx—i—C)/: —cosz +xsinz +cosx+0=zxsinz. AN

Priklad: Vypoctéte neurcity integral / 22e” dz. Nyni je potieba per partes pouzit

dvakrat. Dostavame

x? e
/$2€z dz = = 2%e® — /21‘6‘70 dz = 2%e® — Z/xex dz =
2r e*
T et
= = z%e® — 2 (me‘r — /ex d:c> = 2%e® — 2xe” + 2% =
1 e*
:(x2—2x+2)ex—|—C. AN

Priklad: Vypoctéte neurcity integral / arctg x dz. Integrand sice na prvni pohled

neni ve tvaru soucinu, ale mizeme postupovat nasledovné:

arctgx 1 x
/arctgazdxz/barctgmdxz :xarctg:z—/ dz =

1 1+ 22
Tqaz 7T
1 2 1
:xarctga:—§ ﬁdxzxarctgm—iln(l—i—ﬁ)—ka A
——
(In(1+22))’
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6.3 Véty o substituci v neurcitém integralu

Metoda integrace per partes byla zalozena na znalosti derivace souc¢inu dvou funkci.
Ze znalosti derivace slozené funkce nyni odvodime metodu integrace pomoci substi-
tuce.

Véta 121 (O substituci I): Necht pro funkce f a ¢ plati
1. f m4 primitivni funkci F' na intervalu (a, b),

2. ¢ je na intervalu («, 3) diferencovatelnd,

3. ¢((a, B)) C (a,b).
Pak funkce f(¢(z)) - ¢'(z) md primitivni funkei na intervalu (a, 3) a plati
[ £e@) - @) do = Fp().

Diikaz. F je primitivni funkei k funkei f, tj. F'(z) = f(z) pro kazdé x € (a,b). Podle
véty o derivaci slozené funkce dostaneme

(Fop)(x)=F(p(x)-¢'(z) = fle(x) - ¢'(2),

pro kazdé z € (a, ). O
Priklad: Vypoctéte
1 1
/ — sin —dz.
T T
Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 1. Potom ¢/(z) = —-%. Proto

1 1 1

/ — sin — dx:—/sinydy:cosy+C’:cos—+C.

x x x
—¢'()  o(x)

Cimz je vypocet dokonéen. Vysledek plati na libovolném otevieném podintervalu
R ~ {0}. A
Priklad: Vypoctéte neurcity integral

/de.
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Vypocet provedeme na intervalu (0,+00) coz je nejvétsi interval, na kterém je
integrand definovan. Pro substituci pouzijeme y = p(x) = \/x, pro jejiz derivaci plati
¢ (z) = ﬁ Tudiz,

1 1 1 1
7dx—2/ . dx:2/7dy:
/(1+x)\/§ 14 (vVz)? 2Vz 1+ 2
= 2arctgy + C = 2arctg /z + C.

Vysledek platina (0, +00), protoze arctg y je primitivni funkei k ﬁ na ¢((0,+00)) =
(0, +00). A

2.

Priklad: Naleznéte primitivni funkei k funkei f(z) = tg(x) na intervalu J = (g, 3

Funkce f je na intervalu J spojitd a mé zde tedy primitivni funkci. Nejprv
upravme integrand

/tgacd:v = / sin(z) dz = —/ LI (—sin(z)) da.

cos(x) cos(z)

Pouzijeme vétu o substituci (¢. 121), kde zvolime f(y) = % ay = p(xr) = cos(x).
Funkce ¢ zobrazuje interval J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkei F(y) =
In(—y). Navic ¢'(z) = —sin(x). Vétu lze tudiz pouzit a dostavame

/tg(az) de =—In(—cos(z))+C, ze€
Casto se téz substituce zapisuje jako y = cosx, dy = —sinz dz a
1
/tg:cdx:—/ydy:—ln\yl—i—C:—1n(—cos(a:))+C’. A

V predchozi vété ¢. 121 byla stard integracni proménnd x s novou integracni
proménnou y svazana predpisem typu y = ¢(x). V néasledujici vété naopak klademe
x = p(y), ¢li y = ¢~ 1(x). Tato varianta substituce budete tedy ziejmé zalozena na
schopnosti derivovat inverzni funkei (viz vétu ¢. 86).

Véta 122 (O substituci II): Necht f je definovana na intervalu (a,b) a necht ¢ je
bijekce intervalu («, 3) na (a,b) s nenulovou kone¢nou derivaci. Pak plati

[ e ma=cn+c = [f@)ar=cle @) +0
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Diikaz. Pomoci véty o derivaci slozené funkce (¢. 84) a véty derivaci inverzni funkce
(¢. 86) oveérime spravnost tvrzeni. Plati

(Gle @) =g @) - =
ot
¢ (= (@)

Priklad: Pomoci predchozi véty vypoctéte (jiz zndmy) integral

= f(x). O

1
———dx = arcsinz + C.
/ V1—a2?
Integrand
1

V1—a?
je definovén na intervalu (a,b) = (—1,1). Abychom se zbavili odmocniny ve jmeno-
vateli polozme

fz) =

r=p(t) =sin(t), te (aop):=(—"7/2,7/2).

Funkce sin je na intervalu (a, 8) rostouci s nenulovou derivaci ¢'(t) = cost. Déale

G(t) :/f(gp(t))cp'(t)dt:/ﬁcostdt:
:/COStdtzfldt:t+C.

cost

Protoze t = arcsin(x) uzavirame,

1

———dz = arcsin(z) + C. JAN
/ V1 — x2 (@)
Priklad: Vypoctéte

1
—dx.
/ V1+a?
Podobné jako v predchozim pripadé se lze zbavit odmocniny. Nyni je vsak inte-

grand definovan na R. Zvolime-li
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pak
t o\ 2 2t 9t
- )
bt =14 (=) g2 te ™
2 4
_62t+2+e*2t et 4 et 2
N 4 N 2
Protoze ¢'(t) = % dostéavame
1 /

Funkce ¢ zobrazuje R na R a je monoténné rostouci s nenulovou derivaci. K
dokonceni prikladu je nutné nalézt jeji inverzi. Pokud = = ¢(t), pak

e2t —2zet —1 = 0.

Odtud

et:%(ZsL‘:l:\/4x2+4) =z+vVz2+1.

Smysl v nasem pripadé ma pouze znaménko plus. Tudiz,
t=1In(z+Va2+1).

Uzavirame

1
_ 2
/1+x2daz—ln<x+\/x +1)+C. A

Jenom malé ¢ast elementarnich funkei ma primitivni funkei, ktera by byla elemen-
tarni. Vime jen, ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit pomoci koneéné
mnoha operaci (soucet, soucin, podil, sklddani a invertovani) z elementérnich funkei.
Jako piiklad uvedme!

/e_xz dx, /sin;x) dx, /lnzx) dx.

Dtikaz tohoto tvrzeni v této pfednasce nebude podan. Uvidime vsak, jak vyjadrit a
pouzit libovolnou primitivni funkci.

INejde o nepodstatné funkce. Napiiklad primitivni funkee k e~ se vyskytuje v praktickych
aplikacich. V pravdépodobnostnich a statistickych tabulkdch byste ji nasli pod jménem Erf (error

function)
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Rozpoznat, kdy funkce ma ,rozumnou* primitivni funkci, je ¢asto slozité. Obecny
navod ,jak integrovat® lze dat pouze v pripadé racionalnich funkci a funkci které lze
na racionalni vhodnou substituci prevést.

Integrace, na rozdil od rutinniho derivovani, vyzaduje cvik a zkusSenost. Vzdy
je vsak pomoci derivovani mozné ovérit, zda jsme ve vypoctu neudélali chybul!

Piiklad: Vypoctéte / ze” dzr a vysledek ovérte.

Pomoci substituce y = 22,

1 1 1
/xezzdx = i/eydy = iey +C= 56302 +C.

Ovérent,

(16’”2 —i—C)/ = 1(6‘762)/4-0 _ 1 oxe® = re®’ A
2 N 2 N '

6.4 Integrace racionalnich funkci

Jak jiz bylo feCeno, proces integrace libovolné funkce neni jednoduché algoritmizo-
vat (nékdy ani nemusi existovat symbolicky vysledek). Pokud se ale omezime na
racionalni funkce, pak lze pro jejich integraci dat podrobny postup. Tim se budeme
zabyvat v této podkapitole. Nejprve zacnéme zavedenim pojmd.

Definice 123: Funkci 7, kterou lze vyjadrit ve tvaru

kde p a ¢ jsou polynomy s realnymi koeficienty, nazyvame racionalni funkeci.

Prirozenym definicnim oborem racionalni funkce z predchozi definice je zfejmé
mnozina vSech redlnych ¢isel pro néz je jmenovatel ¢ nenulovy.

Nyni se budeme stru¢né zabyvat otdzkou jak nalézt primitivni funkci k racionalni
funkei, tedy vypoctem integralu

Prvni krok: déleni polynomu polynomem

Staci uvazovat pripad kdy stupen polynomu p je ostfe mensi nez stupen polynomu
q. Pokud tomu totiz tak neni (tj. stupen p je vétsi nebo rovno stupni ¢), pak lze
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polynom p vyjadrit ve tvaru
p(z) = u(z)q(x) + v(z),

kde u a v jsou polynomy a stupen v je ostfe mensi nez stupen ¢q. Tento rozklad lze
ziskat délenim polynomu p polynomem ¢. Potom

/p(x)dx—/u(m)dx—i—/v(m) dz.

q() q()

Prvni integrél 1ze nalézt velmi snadno (primitivni funkce k polynomu) a druhy inte-
gral uz je ndmi pozadovaného typu.

Priklad: Jako priklad uvazme racionalni funkci

—rt 41

r(x) = P

V tomto piipadé p(z) = —z*4+x+1 a q(x) = 22 + 1. Stupen polynomu p je ostie
vétsi nez stupen ¢, skutecné 4 > 2. Délenim polynomu polynomem dostavame

(—x4—|—x+1):(3324-1):—932—1-1—}—%“.
Takze
_ 2 x _
/r(:n)dx——/x dx+/1daz+/x2+1dx—
x3 1 9
=——+4z+-In(z*+1)+C. AN

3 2

Druhy krok: rozklad na korenové cinitele

Nyni upravime jmenovatel do tvaru soucinu kofenovych ¢initeld. Pro polynomy s
redlnymi koeficienty plati nasledujici véta.

Véta 124: Polynom ¢ s redlnymi koeficienty a s koeficientem a u nejvétsi mocniny
Ize rozlozit do tvaru

() =a(z —a) - (z — ) - (22 + Bz + )0 - (2% + B+ )",

kde o, . .., o jsou riizné redlné koreny, 2+ B;x+7; proi = 1,...,r jsou riizné kvad-
ratické vyrazy se zdpornym diskriminantem a kde ki, ..., ks, f1, ..., £, jsou prirozend
cisla.
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Diikaz. Vynechavame. Plyne naptiklad z Gaussovy fundamentalni véty algebry tvr-
dici, ze libovolny (i komplexni) polynom stupné n mé nejvyse n komplexnich ko-
fentl. O

Poznamka: Piipomenme, Ze diskriminant kvadratického vyrazu az?+ bz +c je ¢slo
D = b? — 4ac. Pokud mé tento polynom reélné koeficienty, pak mé dva riizné redlné
koteny pokud D > 0, jeden dvojnasobny kotfen pokud D = 0 a dva komplexni kofeny
pokud D < 0.

Pi¥iklad: Polynom ¢(z) = z* — 1 lze rozlozit takto:

et 1= D@+ 1) = (- 1)(z+1)(2? +1),

Diskriminant posledniho kvadratického vyrazu je D = —4.
Porovnejte nas vysledek s vétou ¢. 124, kde v tomto pfipadé mame s =2, r = 1,
kl:k2:1,£1:1,a=1,681:—1,a2:1,ﬁ1=0a’)/1:1. A

P¥iklad: Polynom ¢(x) = 2* — 23 — 322 + x + 2 m4 kofeny 1, —1 a 2. Postupnym

vytykanim korenovych c¢initelt dostavame

2t -3+ r4+2=(z—1)(z® -3z —2) =
(z—D(z+1)(2*—2-2) = (z—1)(z - 2)(z + 1), A

Treti krok: rozklad na parcialni zlomky

Nyni se nas zlomek pokusime vyjadrit jako soucet ,jednodussich* zlomki. Plati totiz
nasledujici véta.

Veéta 125: Necht p a ¢ jsou nenulové polynomy s realnymi koeficienty takové, ze
stupenn p je ostfe mensi nez stupen ¢ a ¢ ma rozklad jako v predchozi vété. Po-
tom zlomek % lze vyjadrit jako soucet zlomku tvaru (nazyvanych parcialni, tj.
Céstecné)

Aij . B; oz + Ciy
(z — a;)k (2% + Biz + %)

kdelgkgkialgﬁg&

Dukaz. K diukazu je potieba vyuzit znalosti o feseni linearnich soustav rovnic, které
v tento okamzik neméme k dispozici a budete se jimi zabyvat v pfedmétu BI-LIN. V
nasledujicich ptikladech vzdy tvrzeni této véty ovérime (potfebujeme najit hodnoty
zminovanych konstant, o kterych podle véty pouze vime, ze existuji). O

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 172 ZS 2013/2014



6. PRIMITIVNI FUNKCE INTEGRACE RACIONALN{CH FUNKCI

Priklad: Rozlozte na parcidlni zlomky

1

3 -1

Jedinym korenem jmenovatele je x = 1,
P -1=(-1)*+z+1).

Podle véty ¢. 125 hledame A, B a C tak, aby pro vSechna pripustna z platilo

1 A N Bx+C  (A+B)a?+(A-B+C)x+
$-1 -1 224z+1 (x—1)(22+z+1)
Odtud A+ B=0,A—-B+C=0a = 1. ReSenim je
1 1 2
A=>, B=->, C=-2. A
37 37 ¢ 3

Priklad: Rozlozte na parcidlni zlomky

$3

xd—1"

Rozklad jmenovatele na kotenové ¢initele jiz zndme. Hledany rozklad na parcidlni
zlomky mé tedy tvar

x5 a3 A Ao Bix +Cq

x4—1:(x—1)(;r+1)(x2+1) x—1+x+1 22 +1

Pozadujeme platnost pro vSechna pfipustna x. Vynasobime-li posledni rovnost jme-
novatelem, dostaneme

2 =Ay(x+1)(2® +1) + Aoz — (2 + 1)+ (Biz + C)(z — 1) (z + 1) =
=A@+t e+ 1)+ A2 -2 2 — 1)+ By(a® —2) + Cy(a® — 1).

Dva polynomy se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich koeficienty. Porovnanim
dostavame

mocnina x koeficient

a3 1=A14+A+ B
22 0=A41 - A+ C;
x! 0=A1+ Ay — B
{L‘O 0:A1—A2—Cl
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Jednd se o soustavu ¢tyr rovnic pro ¢tyri neznamé, jejim resenim je A1 = As = %,
B = % a C7 = 0. Celkem

@ 11 L1t L«e
-1 4rx—-1 4x+1 22241

Priklad: Rozlozte na parcidlni zlomky vyraz

3

222+ 1°

Pro jmenovatel plati 24 + 222 +1 = (22 + 1)? a proto podle véty ¢. 125 hleddme

rozklad ve tvaru
a3 B Ax + B Cx+ D

rt 422241 2241 +(1:2+1)2'

Odtud opét dostavame rovnici
1® = A2’ + Ba* + (A+ C)z + B + D.

Porovnanim koeficientt ihned dostavime A =1, B=0atudizC=—-1aD=0. A

Poznamka (Mathematica): K rozkladu na parcidlni zlomky lze v Mathematica po-
uzit prikaz Apart [expr].
Ctvrty krok: integrace parcialnich zlomki

Po rozkladu na parcidlni zlomky staci umét integrovat vyrazy typu
/ A d / Bx+C d
———dx a ——dx
(x — )k (22 + B + )t

e Prvni integral vede bud na racionélni funkci nebo logaritmus.

e U druhého Ize kvadraticky ¢len ve jmenovateli doplnit na ¢tverec, pouzit substi-
tuci a vyuzit znamych integrala

2z

/1dx:arctg(x)+0 a /1+

_ 2
T 22 dz =1In(1+27) + C.

2

Podrobnéji si tento posledni krok ukdzeme na konkrétnich prikladech.
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Poznamka (Doplnéni na ¢tverec): Upravu kvadratického polynomu
ax® +bx +c=a(x + A)? + B,

nazyvame ,doplnénim na ¢tverec“. Z nového tvaru lze také snadno vycist souradnice
vrcholu paraboly.

Priklad: Nasleduje nékolik demonstrativnich dprav na Ctverec.

2?42 -5=24+20+1-6=(z+1)2—6,

1 11
2x2+2x+3:2(x2+x)+3:2<x2+2-2-x+4—4)+3:
1\? 5
=2 = —.
(x+2) —|-2

Vsimnéte si, ze po dpravé se vzdy dand proménnd vyskytuje pouze v kvadratu a
nikde jinde! A

6.5 Priklady

Na zavér této kapitoly uvedeme nékolik resenych prikladi.
Priklad: Vypoctéte
3
x
/ g dz
na intervalu (1, +00).
V predchazejicim ptikladé jsme odvodili rozklad integrandu na parcialni zlomky.

Rovnou tedy dostavame

3
x 1 1 1 1 1 x
dz = = dz + = dz + = dr =
/m4—1 . 4/:,:—1 x+4/x+1 ﬂ““2/1+:,:2 v
1

:Zln(:p—1)+%1n(:c+1)+£1n(1+x2)+0. A

Priklad: Vypoctéte neurcity integral

1
— dz.
/$2+2a:+5 v

Kvadraticky polynom ve jmenovateli déle rozlozit nelze, nebot D = —16. Jmeno-
vatel upravime na ¢tverec a vytkneme konstantu,

1\2
a;2+2:1;+5:(a:+1)2+4:4-((“ﬂc;r ) +1>,
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a zavedeme substituci y = QCT‘H Tim dostavame

1 17 1 1 1 z+1
Y dr=- | dy=-arctgy+ C = —arctg (222 ) 4O A
/352+2x+5 “ 2/y2+1 y=garctey+ 2arcg< 2 )+

Priklad: Vypoctéte neurcity integral

[
— dz.
242z +5

Integrand se od minulého prikladu lisi pouze Citatelem. Nyni vSak nejprve v
¢itateli snadno ,,vyrobime“ derivaci jmenovatele

/ x /23:—1—2 2
x2+2a:+5 x2—|—2x+5
2¢ + 2 1
/ /7dx
~2 x2+2x+5 242 +5

V prvnim integrdlu provedeme substituci y = z? + 2z + 5 a druhy uZ zndme z
predchoziho ptikladu (vede na arctg doplnénim na étverec). Celkem

€T 1 1 r+1
T 4 22 +5) — = arct C. A
/a:2+2a:+1 2n("’3+"’”r> 2arcg< 2 >+

Priklad: Vypoctéte neurcity integral

/de.

Na vyraz tohoto typu miizeme také narazit po rozkladu na parcidlni zlomky.
Vypocet tohoto integrilu je néasledujici

[ ryipte= [t e = [ty [ e -

. arcg:c+2 241 2arcgav
1 T 22241
1 1 =
ziarctgx—i—im—i—c, A
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Priklad: Vypoctéte integral
1
————dx.
/ BA+a2)
Miuzeme rovnou zacit ipravou na parcidlni zlomky. Rozklad hleddme ve tvaru
1 A B C Dz+FE
w3(1+22) = 22 23 1422

Po uprave
(A+D)z* + (B+E)s*+ (A+C)2®> + Bz +C = 1.

Ihned dostavaime B=0a C =1,apoté A=—1, E=0a D = 1. Takze

/ 1 d /—1+ 1 n z q
—_— €r = —_— _— €r =
x3(1 + 22) x a3 1+ a?

11 1 )
§ﬁ+§ln(1+x)+c. A

=—Inlz| —
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Kapitola ¢. 7

Riemanndv integral

Maximum a minimum; supremum a infimum; déleni intervalu; dolni soucet a
horni soucet; horni a dolni integral; Riemanniiv integral; integralni soucet; po-
stacujici podminka existence Riemannova integralu; Newtonova formule.

7.1 Supremum a infimum
Pfipomenme pojem maxima a minima mnoziny. Bud M C R. Cislo a« € M nazy-
vame
e maximem mnoziny M, pravé kdyz pro vSechna z € M plati = < o,
e minimem mnoziny M, pravé kdyz pro vSechna x € M plati a < z.
Nékteré mnoziny M C R nemusi mit minimum ani maximum. Naptiklad otevieny
interval M = (0,1). Cisla 0 a 1 nejsou minimem ani maximem, nebot 0, 1 ¢ M. Kazd4

koneé¢na mnozina ovSem mé minimum i maximum.
Abychom tento problém odstranili, zavidime pojem infima a suprema mnoziny.

Definice 126: Bud A neprazdnd zdola omezené podmnozina mnoziny redlnych ¢isel.
Cislo a € R nazveme infimem mnoziny A, znac¢ime inf A, pravé kdyz

1. pro kazdé = € A plati o < z, (v je dolni zavora A)

2. pokud § € R také splnuje predchozi bod, pak 8 < a.
(v je nejvétsi dolni zévora A)

Pokud mnozina A neni zdola omezend, pak klademe inf A := —oo. Pro prazdnou
mnozinu klademe inf () := +oo.

Definice 127: Bud A neprazdna shora omezend podmnozina mnoziny reilnych ¢isel.
Cislo a € R nazveme supremem mnoziny A, znacime sup A, pravé kdyz

1. pro kazdé x € A plati z < a, (a je horni zavora A)
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2. pokud S € R také splnuje predchozi bod, pak o < .
(a je nejmensi dolni zévora A)

Pokud mnozina A neni shora omezend, pak klademe sup A := +o00. Pro prazdnou
mnozinu klademe sup () := —oo.
Véta 128: Bud A podmnozina mnoziny redlnych ¢isel. Potom existuje jeji infimum
(inf A) a supremum (sup A).
Diikaz. Vynechavame, plyne z axiomu uUplnosti mnoziny redlnych c¢isel. O
Priklad: Pro interval J = (—2,1) plati

maxJ =1, supJ =1, min J neexistuje, inf J = —2. JAN

V dalsim textu nas budou zajimat hodnoty funkce nabyvané na rtiznych mno-
zindch. Zaviddime proto nasledujici znaceni. Pro f : R — R a mnoziné M C Dy
klademe

iJI‘l/[ff = mléljf/lf(x) =inf{f(x) | x € M},

sup f = sup f(x) :=sup{f(z) |z € M}.
M zeM

Bud f : R — R spojitd funkce a M C Dy uzavieny omezeny interval. Potom klademe
max f = max f(z) := max{f(z) | x € M},
mj\/{[nf = xnélj\r/l[f(:c) ==min{f(z) |z € M}.

Pripomenme, Ze tato min a max existuji diky spojitosti f a uzavienosti M.

7.2 Konstrukce Riemannova integralu

Nejjednodussi geometrickou motivaci urcitého (Riemannova') integrilu je vypocet
obsahu plochy ohranicené grafem funkce a osou nezavisle proménné. Na obrazku
¢. 7.1 je tato plocha zndzornéna svétle modrou barvou.

Cela konstrukce Riemannova integralu vychazi ze znalosti obsahu obdélnika. Da-
nou plochu pod grafem funkce budeme postupné aproximovat plochou sestavenou z
mnoha obdélniki. Ukazuje se, Ze pro spojitou funkci tento limitni proces dava dobry
vysledek. Nejprve definujme zédkladni pojmy.

'Bernhard Riemann, némecky matematik, 1826 — 1866.
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Y

: —

Obréazek 7.1: Plocha pod grafem funkce.

Definice 129: Bud dén interval (a,b). Koneénou mnozinu

o={zxo,x1,...,Tn}

takovou, ze
a=xg<zxT1<--<Tp=">b

nazyvame délenim intervalu (a,b). Bodum =y, k = 1,2,...,n — 1, fikdme délici
body intervalu (a,b). Intervalu (xy_1,zx) fikdme Caste€ny interval intervalu
{a,b) pii déleni o. Cislo

v(o) :=max{A; | k=1,2,...,n}, kde Ap:=zxp—xp_1, k=1,2,...,n,
nazyvame normou déleni o.
Priklad (Ekvidistantni déleni): Pro interval (a,b) a n € N polozme A := I’*Ta a
ri=a+i-A, i=0,1,...,n.

Tedy
o={a,a+ A a+2A,...,a+ (n—1)A, a+nA = b}.

V piipadé n = 5 si lze ekvidistantni déleni intervalu (a,b) predstavit jako na
nasledujicim obrazku ¢. 7.2. A

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 180 ZS 2013/2014



7. RIEMANNUV INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

a — b

ro X1 X2 X3 x4 x5 L

Obrazek 7.2: Priklad ekvidistantniho déleni intervalu.

Budte funkce f definovand a omezend na intervalu J = (a,b) ao = {xo, z1,...,Zn}
déleni intervalu J. Oznac¢me

Mi(o,f):= sup f a mi(o,f):= inf F.

(@i_1,4) (Ti—1,2i)

pro kazdé i = 1,2, ..., n. Potom soucty
S(Ua f) ::ZMi(Gv f)Al a S(Jaf) ::Zmi(aa f)AZ
i=1 =1

nazyvame hornim a dolnim souctem funkce f pri déleni o.

Dolni, resp. horni, souc¢ty predstavuji obsah plochy tvorené obdélniky pod, resp.
nad, grafem funkce s podstavami tvorenymi ¢astecnymi délicimi intervaly. Nasledujici
obrazky ¢. 7.3 a 7.4 jsou ilustrativni.

Pro funkei f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J = (a, b) definu-
jeme cisla

/bf(x) dz :=inf{S(0) | o déleni J} a /bf(x) dz :=sup{s(o) | o déleni J}.

a nazyvame hornim, resp. dolnim, integralem funkce f na intervalu J.

Definice 130: Pokud pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu
J plati

[f(w)dx :/abf(x) dz € R,

pak jejich spolecnou hodnotu nazyvame Riemannovym integralem funkce f na
intervalu J a toto ¢islo zna¢ime symboly

b b
/f, pripadné /f(x) dz.
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Obrazek 7.3: Dolni soucet funkce f pii déleni o.

Posloupnost déleni ¢,, nazveme normaélni, pokud pro jeji normy plati

nh_)rglo v(oy) = 0.

Véta 131 (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integrélu): Bud f spo-
jita funkce na intervalu (a, b). Potom existuje jeji Riemanniv integrdl na intervalu
(a,b).

Pokud je navic (0,,) normélni posloupnost déleni intervalu (a, b) potom limity

lim s(op, f) a lim S(oy, f)

n—o0 n—oo

existuji, a jsou rovny Riemannové integrélu funkce f na intervalu (a,b).
Dukaz. Vynechavame. O

Definice 132: Pro funkci f spojitou na uzavieném intervalu (a,b) a déleni o =
{zo = a, x1,..., z, = b} tohoto intervalu definujeme integralni soucet funkce f

pri déleni o predpisem
n

T(o,f) = flog) A,

=1
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Obrazek 7.4: Horni soucet funkce f pii déleni o.

kde «; patii do intervalu (z;_1,z;), i =1,2,...,n.

Vztah mezi dolnim a hornim souctem a integralnim souctem funkce f pii déleni
o je dan nerovnostmi

s(o,f) < J(o, f) <5(0, f).

Riemannuv integral funkce f spojité na intervalu (a, b) lze tedy pocitat i jako limitu
z integralnich souctu

[ 1@y de = tim (0., (7.1)

kde (oy,) je libovolnd normélni posloupnost déleni.

Priklad: Vypoctéte integrdl z konstantni funkce f(x) = ¢ na intervalu (a, b).
Pro libovolné déleni o intervalu (a,b) plati

8(07f) = S(U7f) :j(O',f) = C(b_a’)'
Takze pro libovolnou normélni posloupnost (o,,) déleni intervalu (a, b) dostavame

lim s(op, f) = lim S(on, f) =c(b—a).

n—oo n—oo
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Riemannuv integral funkce f na intervalu (a,b) je pak

/abf:c(ba).

Viz obrazek ¢. 7.5. A

Yy

C-,,,,
I I I I
| | | |
lo— T
S A P
T e
| | | | I :
| - ~ |
B8 l:%l
e T |
I I I I
1 1 1 1
a I T2 b T

Obréazek 7.5: Riemanniiv integral z konstantni funkce.

Priklad: Pomoci definice vypoctéte Riemannuv integral funkce f(z) = x na inter-
valu J = (0,1).
Zvolme normalni posloupnost (o) ekvidistantnich déleni intervalu .J.

an:{O:xé),xg ),...,xg”)zl}, 2 ):z'f, 1=0,1,...,n.

7

Pro dolni soucet pri déleni o, dostavame

_n m 1 1 n(n—1)
S(Unaf)_;xi—l'ﬁ_ﬁ B
Tudiz
1 1
/0 $dx:7}LH§OS(U”7f):§' A

Poznamka (Mathematica): Urcity integréal lze v Mathematica pocitat pomoci pri-
kazu Integrate[f,{x,a,b}], kde f je integrovana funkce (vyraz), = integracni pro-
ménna a a dolni a b horni mez.

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 184 ZS 2013/2014



7. RIEMANNUV INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

y = f() y = f(z)

Obrazek 7.6: K vypoctu Riemannova integralu funkce f(z) = x.

Poznamka (Numericky vypocet integralu): V nésledujici podkapitole si ukdzeme
jak v nékterych ptipadech lze pocitat Riemanniv integral symbolicky. Na tomto
misté je ale vhodné poznamenat, ze konstrukce (definice) uvedend v této kapitole
primo nabadé k numerickému vypoctu pomoci pocitace. Nejvhodnéjsi k tomuto tcelu
pouzit integralnich soucti, vizte rovnici (7.1). Vyhodou oproti hornim a dolnim souc-
tim je, ze neni potfeba slozité hledat infima ani suprema dané funkce na délicich
intervalech.

Na tomto misté zminme aspon jeden sofistikovanéjsi zptisob znamy jako Simp-
sonovo pravidlo. Jeho myslenka opét spociva v konstrukei déleni {a = xp < 1 <
-+ < xn = b} intervalu (a, b). V predchozich odstavcich jsme nad délicimi intervaly
(xi—1,2;) nahradili puvodni funkci f konstantni funkci (supremem, infimem nebo
libovolnou hodnotou funkce f). Nyni nahradime funkci f nad intervalem (x;_1,x;)
kvadratickou interpolaci.
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Hledéme kvadratickou funkci ax? 4 S 4 7 spliujici

azi |+ Bri1 +v = f(zi-1),
az? + Bri + 7 = f(@),
x; + xi—l)Q x; + Ticl (Hfz + xi—1
o %5 + A =f )
Tyto tii linearni rovnice pro tfi neznamé «, 3, v lze vytesit (explicitni vzorecky
pro né lze nalézt v bi-zma-m-integrace.nb notebooku na EDUXovych strankach

BI-ZMA). Piispévek k integralu na intervalu (z;_i,z;) pak nahradime skuteénym
integrélem z této kvadratické funkce (vizte Newtonovu formuli 137 déle),

/;Z az? + Bz +ydz = %(ﬂfz — $i—1)<f(l‘i_1) + flag) + 4f(1’zl;'$z)>

Tudiz podle Simpsonova pravidla je pribliznou hodnotou integralu

/ ' fw)da

hodnota souctu

gé i — i1 (f(mi—1)+f($i)+4f(W)),

kde 0 ={a =20 < z1 <--- <z, = b} je déleni intervalu (a, b).

7.3 Vlastnosti Riemannova integralu

V dalsim textu se pro jednoduchost omezime na spojité omezené funkce, pro néz
Riemanntv integral existuje. Nasledujici vlastnosti lze odvodit piimo z definice Ri-
emannova integralu (resp. pomoci integralnich souc¢ti a normdlnich posloupnosti
déleni). Prvni dvé véty velmi zjednodusuji praktické vypocty.

Véta 133 (Aditivita integralu): Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a, b).
Potom pro Riemannuv integral funkce f + g (ktera je také automaticky spojitda na

(a,b)) plati i b b
/a(f+9)(l‘)d$=/a f(:v)dx+/CL g(z)dx
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Véta 134 (Multiplikativita integrdlu): Necht f je spojitd na intervalu (a,b) a ¢ € R
je konstanta. Potom pro Riemanntv integral funkce cf plati

/ab(cf)(x) dz = c/b f(z)dz.

a
Predchozi dvé véty casto vyjadiujeme konstantnim, ze Riemanniv (urcity) inte-
gral je linedarni. Riemanntv integral je aditivni i vii¢i mezim, plati totiz:

Véta 135 (Aditivita v mezich): Necht f je spojitd na intervalu (a,b) a ¢ € (a,b) je

konstanta, pak
c b b
[refs-[s

Konec¢né z nerovnosti mezi funkcemi lze usuzovat na nerovnost mezi jejich urci-
tymi integraly. Tuto vlastnost lze ¢asto vyuzit pii odhadovani integralu (napft. pfi
vypoctu rychlosti riustu, k této problematice se dostaneme pozdéji).

Véta 136 (Nerovnosti mezi integraly): Necht jsou f a g spojité funkce na intervalu
(a,b) a necht plati nerovnost f(z) < g(z) pro vSechna x € (a,b). Potom pro jejich
Riemannovy integraly plati

/abf(:n) dr < /abg(x) dz.

Nésledujici véta odhaluje vztah mezi uré¢itym (Riemanniv) a neurcitym (primi-
tivni funkce) integralem. Umoziniuje ndm pocitat Riemannuv integréal bez explicitniho
pouziti limitni definice.

Véta 137 (Newtonova formule): Necht f je funkce spojitd na intervalu (a,b) s
primitivni funkci F'. Pak plati rovnost

b b
/ f@)de = F(b) - F(a) = [F(z)] .
Dikaz. Uvazme o = {zg, z1,..., oy} déleni intervalu (a,b). Pouzijeme Lagrangeovu

vétu (véta ¢. 91) o prirustku funkce na funkeci F' a intervaly (x;_1,z;) postupné pro
i=1,2.....n,
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kde o; € (:Bi_l,x,-), 1=1,2,...,n. Takze
F(b) — F(a) = J (0, f).

Uvéazime-li nyni libovolnou normalni posloupnost déleni (o,,) pak

b
F(b) — F(a) = lim J(ow, f) = / () d. 0

n—o0

Priklad: Pro a < b vypoctéte integral

b
/ e’ dx.

Primitivni funkei k €* je funkce e®. Pak

/berdx:{ezr:eb—e“. A

]

a b T

Obrazek 7.7: Plocha pod grafem exponencidlni funkce na intervalu (a, b).

v
/ sin z dz.
0

Primitivni funkci k funkci sin z je funkce — cos z. Proto

Priklad: Spocitejte integral

vy iy
/ sinzxdz = {—cosx}o = —cosm+cos0=1+1=2.
0

Plocha jednoho ,hrbu* grafu funkce sin je tedy 2 (v danych jednotkéch plochy). A
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Yy = sinadw

! T

Obrazek 7.8: Plocha pod grafem funkce sin na intervalu (0, 7).

7.4 Per partes a substituce pro urcity integral

Diky Newtonové formuli (véta ¢. 137) mizeme nyni relativné snadno preformulovat
metodu integrace pomoci per partes a substituce i pro urcity integral.

Véta 138: Necht f a g jsou funkce spojité na (a,b), f mé spojitou derivaci na
intervalu (a,b) a necht G je primitivni funkce k funkci g na intervalu (a, b). Potom

b b
b
[ t@g@ o = [f@G@), - [ f@)G@)ds,
a a
Diikaz. Funkece fG je primitivni funkef k funkei f'G'+ fg na intervalu (a,b) a spojité

na (a, b). Predpoklady spojitosti na intervalu (a, b) zarucuji existenci integrala | f f'G
a [ ; fg. Pozijeme-li linearitu integralu a Newtonovu formuli dostavame

b b b
| @@+ [ @@= [(16) @ dr = [f@C@],. 0

Priklad: Vypoctéte
1
/ In(1 + z)dx.
0

Derivujeme In(1 + z) a integrujeme 1,

1 1 1 T
/Oln(1+x)d:c:[xln(1—|—:c)}0—/0 1+a:d$:

1
:1n(2)—[x—1n|1+x|]0221n(2)—1. A

Zavadime nasledujici znaceni

o [[1=0,

e pro a > b klademe [° f:= — [ f.
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Véta 139 (O substituci): Necht pro funkce f a ¢ plati
1. ¢ a jeji derivace ¢’ jsou spojité na {(a, §),
2. f je spojitd na ¢({(a, 3)).

Potom

B @
[ 1) dma= [ j@a

a o(a)
Podobné lze formulovat i druhou vétu o substituci pro urcity integral.

In(2) -
[
0 5 +e *

Pouzijeme substituci y = ¢(x) = % + e *. Potom

In(2) —x 11 3/
/ 716 dx:—/ —dy:[ln|y|} 2:lné. A
0 gte 2 Y ! 2

Priklad: Vypoctéte integrél

Priklad: Vypoctéte integral

13
—dzx.
/0 1+ a8 v

Pomoci substituce y = 2, dy = 423dx, ihned dostévame

L g3 1 /1 1 1
— _da==] ——dy=-= t = . A
A 1+$8 €z 4 0 1_|_y2 y 4|:a.I'C gyj|0 16

7.5 Poznamky

Poznamka: Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a
osou z. Ovsem tento obsah se pocita i se znaménkem:

T 27 2
/ sin(z)dz = 2, / sin(z)dz = 0, / sin(x)dz = —2.
0 0 T
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Y

Poznamka: Pokud je funkce f definovdna na intervalu (a,b), avSsak neni na ném
spojita, stdle muze mit Riemanniv integral. Nejjednodussim pripadem je situace s
jednim bodem skokové nespojitosti:

e existuje ¢ € (a,b) tak, ze f je spojitd na (a,c) a (¢, b),
e existuji konecné jednostranné limity v bodé c.

Potom plati , )
/af(:c)da::/a f(m)dx+/c f(z)dz.

Integraly na pravé strané rovnosti jsou jiz ze spojitych funkci na uzavienych interva-
lech. Podobné Ize postupovat ma-li prislusna funkce kone¢ny pocet bodu nespojitosti
tohoto typu (s koneénymi jednostrannymi limitami).

1
Priklad: Vypoctéte integral / f(z)dz, kde f(z) = |z| — = + sgn(x).
-1
Funkce f neni spojita v bodé 0:

lim f(z)=1, lim f(z)=—1.

z—04 x—0_
Pro podrobnéjsi predstavu vizte obrazek ¢. 7.9. Takze
1 0 1 0
/ f(x)dx:/ (—2x—1)dx+/ ldx:—{xQ—i—x} 1—}—1:1. A
-1 -1 0 -

Riemanntv integral jsem konstruovali pro funkce omezené na omezenych interva-
lech. Casto je viak potfeba integrovat funkce na neomezenjch mnozinich pifpadné
integrovat neomezené funkce. Zavadime proto pojem zobecnéného Riemannova
integralu. V nasledujicich poznamkach nastinime zptisob jeho konstrukce.
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1¢
\ 0
1

b—1

Obrazek 7.9: Graf funkce f(z) = |z| — x + sgn(x).

Poznamka (Zobecnéni na neomezeny interval): Pro spojitou redlnou funkei f na R

zkoumejme limitu
C
lim /f( )dz + hm/f
a——o0 [,

Pokud tato limita existuje, je konecnéd a nezavisi na volbé ¢ € R, pak ji nazyvime
zobecnénym Riemannovym integrilem a znacime

Pokud tento Riemanntv integral existuje, pak o ném také z ocividnych davodu 1i-
kéame, ze konverguje.
Priklad: Vypoctéte
© 1
| i
N

Snadno ovérime, ze

o0 1 c 1 b1
/ dr = lim dr + lim / ——dx =
oo 1+ 2 a——00 J, 1+ 22 b—too Je 1+ 22

= lim [arctg :EK + bEIJPoo [arctg xK =

a——0o0

= arctg(c) + g + g — arctg(c) = 7. A

Integra¢ni mnozinou nemusi byt celé R.

Sl |
—d
/1m2x
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/la;d:v—[—ﬂj:l—, N /+001d33—1 A

V pripadé, ze zkoumame funkci neomezenou na zadaném intervalu, napriklad
f(z) = -1 na (0,1), stale mizeme integraci limitné rozsiFit na celou mnozinu (0, 1).

T Vz
Klademe

1 1 1
/ f(z)dz := lim ¢~V dz =2 lim {xl/ﬂ =2(1-0)=2.
0 a

(l—)0+ a CL—>0+

P1i integraci lze Casto vyuzit symetrie integrované funkce. Nasledujici véta mluvi
o integraci sudych ¢i lichych intervalti na symetrickych intervalech a o integraci
periodickych funkeci.

Véta 140: Necht f je funkce spojitd na uvazovanych intervalech.

1. Je-li f suda funkce na (—a,a), pak

[ =2 [ o

2. Je-li f liché funkce na (—a,a), pak
f(z)dz =
3. Je-li f periodicka na R s periodou 7', pak pro kazdé a,b € R plati

/:+T f(z)dz = /bb+T f(x)dz.

Drikaz. 1. Pomoci substituce y = —x dostdvame

@ = [ e = [

2. Stejnym zpusobem jako v prvnim bodé odvodime

_Oa f(z)dz = — /Oa f(z)dx.
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3. Pomoci substituce y = x + T a periodicity f snadno nahlédneme, ze

/anrT f(x)dz = /ab f(x)dz + /ba+T f(x)da = /abJrT f(z)dz + /ba+T fz)dz =

+T

b+T a+T b+T
:/ f(x)dm+/ f(:n)dx:/ f(z)dx. O
a+T b b

Priklad: Vypocitejte integraly
2 1 ) o
/ (2° + 32% — x)dz, / ze” dx, / | sin x|dw.
-2 -1 0
Postupné vypocteme vsechny integraly a pouzijeme predchozi vétu.
2 2 23712
/ ($3+3$2—x)dx:3~2/ ’dr=3-2- [} = 16.
D) 0 31y

Pro druhy integrédl ihned miizeme psat

1 2
/ ze ¥ dx =0.
1

V poslednim pripadé je integrand funkce periodicka s periodou 7 a navic suda, proto

2 T s T
/ ]sinx\dx:/ ]sinx\dm:2/ sinxdx:2[—cosm} =4. A
0 - 0 0

7.6 Vypocet obsahu plosnych utvaru

7 geometrické interpretace Riemannova integralu ihned plyne néasledujici tvrzeni
umoznujici poc¢itat obsahy rtznych zakfivenych rovinnych dtvart. Pro ilustraci uva-
dime i obréazek ¢. 7.10.

Véta 141: Necht f a g jsou funkce spojité na (a, b) takové, ze f(x) > g(z) pro kazdé
x € (a,b). Pak obsah plochy P ohrani¢ené piimkami x = a a x = b a grafy funkei f
a g je rovna

P= /ab (f(z) — g(x)) da.
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Y

; "

Obrézek 7.10: Obsah plochy ohranicené dvéma grafy funkci.
Priklad: Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b.
Rovnice elipsy je z—z + Z—Q = 1. Vzhledem k osovym symetriim stac¢i spocitat

¢tvrtinu obsahu (vizte obrazek ¢. 7.11). Vrchni oblouk elipsy v patfici do prvniho

kvadrantu je popsan funkci f(z) = b\/1 — z?/a?, Dy = (0, a).
Tudiz, pouzijeme-li substituci * = asint,

1 a o | g2 2 2
15_/0f(x)da:—b/0 1—$daz—b/o \/1 —sin?(t) - acos(t) dt =
= ab/§ cos?(t) dt = T ab.
0 4

Pro celkovou plochu tak dostédvame S = mwab. A

—
N

N

Obrazek 7.11: K vypoctu plosného obsahu elipsy.

Piiklad: Spocitejte obsah plochy ohrani¢ené kiivkami y = 23 a y = x. Tato plocha
je vyobrazena na obrazku ¢. 7.12.
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Nejprve nalezneme priiseciky grafii. Resenim rovnice 23 = z jsou z = -1, z = 1

a x = 0. Dostavame proto priseciky
(*15 1)7 (1’ 1) a (0’0)

Z nacrtku (resp. prubéhu) je pak patrné, ze obsah plochy je

1 22 24! 1 1 1
=2 —2)dr=2|% - =2(- -2 ) ==,
S /O(x z”)dz [2 4}0 (2 4) 5

Obrazek 7.12: Plocha ohrani¢end kiivkami y = 2% a y = .

Priklad: Naleznéte obsah plochy ohranicené kiivkami

1 . 1
y:Z,’IJZ—l, y:1_1x2a $2+y2:17
ktera je vyobrazena na obrazku ¢. 7.13.

Obsah utvaru bez vyjmuté kruznice je

2 1 1 2 1 2342
2 2 _ _ -2 — _
/_2(1—4x>—<433 —1)dx—2/02 2:13 dz 2{2:6 6}0

Takze plocha naseho dtvaru je
g 16
=— — 7.
3
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e
L

A
D2

Obréazek 7.13: Sauronovo oko.

7.7 Objem a obsah plasté rotacniho télesa

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi rotac¢nich téles, tedy téles vzniklych
rotaci grafu (resp. plochy pod grafem) funkce kolem osy x.

Véta 142: Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Pak objem V rota¢niho
télesa vzniklého rotaci plochy pod grafem funkce f kolem osy z je

V:W/bf(x)Qda:.

Diikaz. Uvazujme déleni o = {z9, x1,..., x,} intervalu (a, b). Pouzijeme stejné zna-
¢eni jako pri definici Riemannova integralu:
A;=x;—x;—1, M;= max f a m;= min f.
<Q?i_1,CEi> xi—l7$i>

Pro objem plati

n n

S mm?A; <V < S ad2A,.

i=1 i=1
Bez 1jmy na obecnosti lze predpokladat, Ze f je nezapornd, protoze rotaci grafu
funkce f a |f| kolem osy z vznikne stejné téleso. Pro nezdpornou funkci plati

M? = max f? a m?= min f2

(®i—1,24) (®i—1,24)

Celkem pro objem plati nerovnosti
ws(o, f?) <V < wS(o, f7),

kde s(a, f?) a S(o, f2) jsou dolni a horni soucet funkce f? pii déleni o. Zvolime-li
libovolnou posloupnost normalnich déleni (o,,), pak ze spojitosti f a véty o seviené
posloupnosti plyne

b
: 2 : 2 2
V = lim s(on, 9) = lim S(on, %) —7r/a 2 (z) da. O
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Priklad: Vypoctéte objem kulového vrchliku o vysce 0 < v < R useknutého z koule
o poloméru R.
Vrchlik ziskdme rotaci grafu funkce

f(x)=+/R?>—=(z— R)?=+V2zR — 12

na intervalu (0,v). Viz obrazek ¢. 7.14. Proto

V:ﬂ/ov(2a:R—x2)dx:7r{x2R—gr(::m)Z(R—;). A
Yy
iv 2R
3 T

Obréazek 7.14: K vypoctu objemu kulového vrchliku o vysce v.

F « ©

Obrézek 7.15: Dalsf zndma rotacni télesa: vélec (V = mur?), kuzel (V = 3r?v) a
koule (V = 377,

Priklad: Vypoctéte objem koule o poloméru r > 0.

Za f volime
f@) = ViT—2, Dy=(-nr).
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Potom podle vzorce

T T 1 T 4
V= 7r/ (r* —2%) da = 27r/ (r* —2%) da =2 [rzx - x?’] =—ar. A
—r 0 3 0 3
Priklad: Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci oblasti mezi grafy funkei f(z) = x
a g(x) = sin(x) na intervalu (0, 7/2).
Rotovana plocha je pro nazornost uvedena na obrazku ¢. 7.16. Celkovy objem
ziskame jako rozdil dvou objemi

77/2 7r/2
V:W/ x2d$—7r/ sin? z dx =
0 0

3 ) 2 2 2
L) :

T

Obrézek 7.16: K vypoctu télesa vzniklého rotaci mezi grafy f(x) = z a g(z) = sin(x)
na intervalu (0, 7/2).

Déle se podivejme jak pocéitat obsah plésté rotacniho télesa.

Véta 143: Necht funkce f je diferencovatelnd na (a,b) a necht f(z)\/1+ f'(z)? je
funkce spojitd na tomto intervalu. Pak obsah plasté P rota¢niho telesa vzmkleho
rotaci grafu funkce f kolem osy z je

_27r/ F@)/1+ f/(2)? da.

Drikaz. Pii dikazu se postupuje obdobné jako v predchozi vété o vypoctu objemu.
Dukaz vsak pro jeho technickou naro¢nost vynechame. O
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Priklad: Vypocteme povrch koule o poloméru 7.
Pouzijeme stejnou funkci f jako pfi vypoctu objemu, f(z) = V72 —x2. Jeji

derivace,
—x

fl(@) = N

Sice neni omezend na (—r, ), ale

f 2
f@)/1+4 f'(2)? = Vr2 — 22 1+ﬁ =

Povrch koule tedy je

T
P:27r/ rdz = 4mr?. JAN
-r
Priklad: Vypoctéte povrch rota¢né symetrické nadoby s prirezem
Yy
b

\

kde sténa je udana grafem funkce f(z) = +/z + 1 nad intervalem (0, 1).
Nezapomenme zapocitat i podstavu

1 1
= 2 1 /14— .
S=x+ 77/0 vi+zx ’/ +4(w+1)dx

Integrand lze po nékolika pfimocarych operacich zjednodusit na

1

1 /1 1721 s 1 3
[ VBFdzdr == |2>(5+42)?| = —(27—5"?).
2/0 5+ dzdz 2[34(5+ x) ]O 12(7 572)
Takze povrch nadoby je
_ T (o7 _ 532
S—7T+6<27 572). A
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7.8 Délka krivky

V této podkapitole se budeme zabyvat kiivkou a jeji délkou. Konkrétné se budeme
zajimat k¥ivkou v roviné, intuitivni predstavu krivky formalizuje nasledujici definice.

Definice 144: Budte f a g dvé spojité funkce na intervalu (a,b). Potom zobrazeni
F : {a,b) — R? definované piedpisem

F(t) = (f(t)7 g(t)), te <av b>v

nazyvame kiivkou v R2.

Poznamka: Pripomenme, ze kulaté zavorky v predchozi definici predstavuji uspo-
fddanou dvojici dvou redlnych éisel (bod v R?). Zobrazeni F tedy kazdému t € (a, b)
piitadi F(t), bod v roviné R2.

Spojitost slozek f a g pak presné vyjadiuje pozadavek, aby kiivka byla ,nakresliteln
jednim tahem“. Bez pozadavku spojitosti by vysledné mnozina bodu v roviné viibec
nemusela ptripominat to, co normélné nazyvame kiivkou.

Priklad: Jako priklad kiivky uvazme parametrizaci kruznice. Za interval volime
(a,b) = (0,27) a klademe F(t) = (cos(t),sin(t)). Pii této volbé kruznici obihdme
proti sméru hodinovych rucicek. A
Jak vypocist délku kiivky? Umime snadno pocitat délku tsecek spojujici dva
body (pomoci Euklidovské vzdalenosti dvou bodu v roviné). Proto se nabizi moznost
aproximovat kiivku pomoci lomené ¢ary (viz obrazek ¢. 7.17), jejiz délku snadno
vypocteme. Postupny zjemnovanim lomené ¢ary se pak limitné budeme blizit k délce
puvodni kiivky (pokud to pujde).
Definice 145: Pro kiivku F' v R? a délenf 0 = {a = tg, t1,..., t, = b} intervalu
(a,b) polozme

=> \/(f(ti) — f(tim)) + (g(ts) — gltim))*.
i—1

Toto ¢islo nazyvame délkou lomené Cary aproximujici kiivku F' pii déleni o.

Véta 146: Je-li F kiivka v R F(t) = (f(t), g(t)) a funkce f a g jsou spojité
diferencovatelné na (a, b), pak pro libovolnou normalni posloupnost déleni o intervalu
(a,b) existuje konecnd limita

L—hmﬁan /\/f’ 2 4 ¢/(t)2dt.

Cislo L nazyvame délkou kiivky F.
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t:tz X

Obréazek 7.17: Aproximace kiivky pomoci lomené ¢ary.

Dikaz — nacrtek. Vsimnéme si, ze £(o) lze upravit nasledovné:

=1

Pouzijeme-li Lagrangeovu vétu o prirustku funkce (viz vétu ¢. 91) postupné na funkce
f a g na intervalech (¢;,t;—1), pak

(o) = Zn: \/f/(ai)2 +9'(Bi)? - Ay,
=1

kde Oéi,ﬁi S <ti,t¢71>, 1= 1,2, e, .

Kdyby a; = f3;, pak by se jednalo o integralni soucet funkce f(z) = \/f'(2)? + ¢'(x)?
pri déleni o. Pro normalni posloupnost déleni bychom pak v limité dostali integral z
dané funkce.

voevs

integralniho souctu. O

Poznamka (Délka grafu funkce): Graf funkce f : R — R definované na intervalu
(a,b) 1ze chépat jako kiivku

F(z) = (x, f(z)), € (a,b).

Je-li f diferencovatelna, pak pro délku grafu funkce f plati

L— /b,/1+f'(x)2dx.
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Piiklad: Vypoctéte délku tiseku paraboly y = 22 mezi body (0,0) a (1,1).
Jednd se o délku grafu funkce f(z) = z? definované na intervalu (0,1). Takze
pomoci per partes odvodime

1 1 14422 -1
L:/ /14 (22)2dz = |zV1 + 422 —/ —  _dx =
0 (22) [ }0 0 V1+4z2

1
=V5—-L+ | ———dx
0 V14 4zx?

Po vyjadreni L a substituci dostavame

V5 Vvh 1

kde jsme dale pouzili jiz vypocteny neurcity integral

/\/ﬁdx—ln(az—k\/x2 ) A

Priklad: Vypoctéte délku kiivky
F(t) = (e cos(t), e~'sin(t)), ¢ € (0,47).

Podle vzorce plati

A /5
(= / [( —etcos(t) —et sin(t))2 + (— e "sin(t) + et cos(t))2] / dt =
0

= /47r V2e2tdt = \@/M e ldt = \@[ - e_trﬁ =V2(1 —e ). A
0 0 0

7.9 Celkova zména a okamzita zména

Uvazme funkci f diferencovatelnou na intervalu (a, b). Derivaci f'(t), t € (a,b), in-
terpretujeme jako okamzitou zménu f v Case t. Celkova zména f mezi okamziky

t=aat=>b]jedana
b
— [ riwa
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N

Obrazek 7.18: Spirala z predchoziho piikladu.

Priklad: Oznacuje-li z(t) polohu bodu pohybujiciho se po pfimce v ¢ase t € R, pak
2/ (t) predstavuje jeho okamzitou rychlost v ¢ase ¢ a zména polohy mezi éasy 0 a 1 je

2(1) — 2(0) = /le’(t)dt.

Okamzitd zména rychlosti, 2”(¢), se nazyvé zrychleni. A

Priklad: Z mostu nad rekou upustime kdmen a za 5.6 sekundy uslysime jak dopadne
do vody. Jaka je vyska mostu?
h

e

Oznac¢me vertikalni polohu kamene v ¢ase t jako h(t), hladiné odpovida h = 0.
P1i volném padu je kdmen urychlovan pouze tihovou silou, tedy

W'(t) = —g

Pocétecni polohou je nezndmé vyska mostu h(0) = H > 0 a poc¢atecni rychlosti je
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R (0) = 0. Rychlost v okamziku t je tedy
t
B () = (0) +/ W'(s)ds = 0+ [ — gs]’, = —gt.
0

Poloha kamene v c¢ase t je pak
2

h(t) = h(0) + /Ot B (s)ds = H — g[%}; —H- %gtz.

Mezi okamzikem dopadu a okamzikem kdy dopad uslysime uplyne cas g, kde v, ~

343.2m/s je rychlost zvuku. Dopadl-li kdimen v ¢ase T', pak h(T") = 0, tedy T = %.
Celkem

H 2H H 2
T'+—=56 = /—+—=56 = H+vz\/7vH—5.6-vZ:0
Vz g Uz g

a proto H = 133.2m. JAN

Priklad: Necht v nddobé je 1 litr vody v okamziku ¢ = 0 a je poté napousténa
rychlosti 3t? — 2t + 3 litrt vody za minutu. Voda z nadoby vytéka trhlinou rychlosti
2 litry za minutu. Kolik je v nddobé vody po trech minutach?

Oznac¢me objem vody v nddobé v ¢ase t symbolem V' (¢). Podle zadéni je V/(0) = 1
litr. Zména mnozstvi vody je

V() =3t2 -2t +3-2=3t2 -2t + 1.

Takze mnozstvi vody v nddobé po tfech minutach je

3 3
V(3) = V(0) +/ (3t2 =2t +1)dt =1+ [t?’ —t? +t}0 =
0
= 1427 — 9+ 3 = 22litri. A
7.10 Gaussovsky rozmazani, vyhlazovani

Definice 147: Graf funkce

1 x2
go(x) = exp ( — M)’ D, =R,

2o

kde o je kladny parametr, nazyvame Gaussovou krivkou.
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Poznamka: Numerické faktory jsou zvoleny tak, aby

/_O:o go(x)dx = 1.

Tj. plochy vSech Gaussovych kiivek jsou stejné.

Y

AN

oc=205
c=20.3
c=0.2

Obrazek 7.19: Gaussovy kiivky.

Definice 148: Bud dana f realna funkce redlné proménné. Polozme

@D = [ sl —y)dy

pro vsechna z pro ktera integral konverguje.

G, chapeme jako zobrazeni prirazujici funkci f novou funkci G, f. G, budeme
nazyvat Gaussovskym filtrem.

Predchozi definice a ivahy jsou ponékud vagni. Bylo by vhodné blize specifikovat
jaké funkce muzeme uvazovat (tj. definiéni obor G, ). Touto otdzkou se vsak nebudeme
zabyvat. Poznamenejme pouze, ze je-li f po ¢astech spojitd a v nekonec¢nech neroste
rychleji nez polynomidlné, pak je (G, f)(x) definovano pro kazdé =z € R a G, f je
spojitd funkce na R.

Jako priklad uvazme funkci

1,z e(1,2)U(4,7),
f@) = {0, jinak.
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Na obrazku ¢. 7.20 vykreslime puvodni funkci a vysledky G, f pro o € {0.4, 0.2, 0.1}.

Ziejmé je patrné, pro¢ mluvime o ,rozmazavani‘.

y = f(x)
1 —
I 2 3 4 5 6 7 8 9 1ox
y=G,f(x), 0 =04
1
iésiééésé{ox
y =G, f(
| /\ / \
RETY
y:QUf(x),ozol
| /\ J \
T 2 3 4 5 6 7 8 9 101

Obrazek 7.20: Vysledek aplikace filtru s ruznymi hodnotami o.

Interpretujme ¢isla z intervalu (0, 1) jako odstiny Sedi (nebo jako jeden z kanala
RGB). Necht 0 predstavuje ¢ernou a 1 bilou barvu. Potom nasi funkci f lze na
intervalu (0, 10) zndzornit pomoci ¢ernobilého pasku. Vizte obrazek ¢. 7.21.

Druhou moznou aplikaci Gaussova filtru je vyhlazovani riznych dat zatizenych
Sumem (napf. pro uzivatelovu oku lahodici prezentaci grafil). Poznamenejme, ze k
efektivni implementaci Gaussova filtru se vyuziva rychlé Fourierovy transformace

(FFT).
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Ptvodni funkce f

i1N_IN

012 3 45 6 78 910

Po aplikaci filtru s 0 = 0.1

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazek 7.21: Gaussian blur v jednom rozméru. Porovnejte s pfedchozim obrazkem
¢. 7.20.
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Puvodni data

Vyhlazena data proc =3, 0 =10a o = 20

Y Y

Obréazek 7.22: Vyhlazovani dat.
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Kapitola ¢. 8

Rychlost ristu posloupnosti

Scitani ¢lent posloupnosti; rychlost ristu posloupnosti; Landauova notace; od-
hady ¢astecnych souctu posloupnosti pomoci integrald; integralni kritérium kon-
vergence Tad.

v

8.1 Scitani ¢lenli posloupnosti

V této kapitole se vratime k posloupnostem, resp. ¢aste¢nym souctiim posloupnosti,
a budeme zkoumat jejich asymptotické chovani (tj. chovéni pro ,vysokou* hodnotu
indexu). Nejprve si ale pripomenme, jaké posloupnosti umime explicitné séitat a
ukazme si jeden novy zpusob sc¢itani pomoci diferencidlniho poctu.

Nejznaméjsi posloupnosti, jejichz ¢leny umime zatim secist jsou

1. aritmetickd posloupnost (ay), tj. a, = a1 + (n — 1)d,

- = nn—1) n
ap = 1+d —1) —an—l—diz—a + ay),
kZ::l K kZ::l Z 1 5 5 (a1 +an)

2. geometricka posloupnost (ay,), tj. a, = a1g" ™",

doak =) mq" =a—r, q#1L
k=1 k=1 q

Pripomenme, zZe ¢islo d se nazyva diference a ¢ kvocient.
Daéle umime scitat nékteré ¢astecné soucty pochézejici z Taylorovych rozvoji. Z
tabulky ¢. 5.1 naptiklad ihned plyne, zZe

oo ﬁ B 62
= k!
nebo
o (=)
Z 2kt 1] —Tsm T
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Pokud se tedy podati danou ¢iselnou fadu vyjadrit pomoci ¢iselné fady pochazejici z
jistého Taylorova rozvoje znamé funkce a prislusny argument patri do jejiho poloméru
konvergence, pak se ndm muze podarit tuto fadu explicitné secist.

Ukazme si nyni nékolik prikladt jak lze diferencidlniho poctu vyuzit ke scitani
nékterych dalsich sum.

Priklad: Sectéte .
> k2t
k=1
Jedna se o ¢astecny soucet rady, kterd neni ani aritmetickd ani geometricka. Nelze
ji ani jednoduse prevést do tvaru nékteré z rad v tabulce ¢. 5.1. Oznac¢me

" —1 xn—f—l —x

i = , zeR~{1}. (8.1)

:c—l r—1

Vyraz za prvnim ,,=* predstavuje polynom stupné n. Pro derivaci funkce f plati
i (xn-H _ l‘)/ B
=1 z—1
_(n+ D" Dz —1) = (@ —a) _
B (z—1)?
~na"t—(n+1)2" + 1
- (x —1)? '

Tento vztah plati pro x # 1. Dosazenim ze x = 2 # 1 dostavame

n
k2P =2t — (n+ 12" +1=(n—1)2" + 1.
k=1

Takze pro hledany soucet ze zadani plati (posledni rovnost sta¢i vynasobit ¢islem 2)
Z k2F = (n—1)2"H 4 2. A

Poznamka: Pri vypoctu jsme odvodili rovnost

zn: o k1 nz"t — (n+ 1)2" + 1
xr =
— (x —1)2
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platnou pro kazdé x # 1. Avsak limita pro x — 1 obou vyrazu existuje a proto
pomoci I’Hospitalova pravidla dostavame

z”: b= i nn+1)z" — (n+ Dna™! ! nn+1)z" 1(z —1)
— 11m = 111m —
= z—1 2(.%' — 1) z—1 2(:(,' — 1)
~oonm+1Da" 1t n(n+1)
= 2 T2

Odvodili jsme tedy soucet aritmetické posloupnosti pomoci znalosti souc¢tu geomet-
rické posloupnosti.

Uvedme jesté jeden priklad.
n
Piiklad: Sectéte y k2%,
k=1
Vsimnéte si, ze kdyz defini¢éni vztah v predchozim piikladé (rovnice (8.1)),

n+1

n
k T — X
= = —, e R~ {1},
fy =3 et =TT aeRN )
zderivujeme ne jednou, ale dvakrat, dostaneme
n n—1 2 n+1 n
"eos ko (n4+Dna"(z —1)° = 2na™" +2(n + 1)z — 2
£@) = 3 k(k = D'~ = — .

k=2
Pozor na zménu ,spodni meze“, k = 2! Dosazenim x = 2 # 1 do vztahu pro druhou
derivaci f nahlédneme, ze
n

Y k(k—1)2F2=2""1(n? —3n+4) —2.

k=2
Cili

n n

SE2F = "k(k—1)28 4+ ) k2P =4 k(k—1)2" 2+ > k2F =
k=1 k=1 k k=1

=1 k=2 =
=2 (0 = 3n +4) — 8+ (n - 12" +2=2"""(n® — 20 + 3) - 6.5

Poznamka: Podobné jako u ptredchoziho prikladu lze limitnim pfechodem x — 1
odvodit

z": k(k—1)= %(n—% 1)n(n — 1) a pak z”: k2 = %(n—l— 1)(2n+1).
k=2 k=1
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Poznamka (Derivovani a integrovani mocninnych fad): Postup uvedeny v predcho-
zim piikladu je obecny a neni vazany pouze na tento konkrétni priklad. Obecné plati,
7e mocninnou fadu!

flx) = Z apz”
k=0

s nenulovym polomérem konvergence R > 0 lze derivovat a integrovat ,c¢len po
¢lenu“. Presnéji, pro derivaci f’ a primitivni funkei F' funkce f plati

f(z) = Z kakxk_l, F(z)=c+ Z ak s
k=1 k=0 k+1

pro vSechna |z| < R. Dukaz tohoto uzitetného tvrzeni v této prednésce podan ne-
bude.

Jak vidime, s¢itani ¢lentt posloupnosti je obecné komplikovana tloha. Casto vSak
neni potreba soucet najit explicitné, ale zajima nas pouze jak se dany soucet chova
pro velkd n. K vyjadreni této rychlosti se pouziva notace, kterou se budeme zabyvat
v nasledujici podkapitole.

8.2 Uvod do Landauovy symboliky

K vyjadreni rychlosti ristu posloupnosti, ¢i porovnani rychlosti ristu dvou posloup-
nosti se ¢asto zapisuje pomoci Landauovy? symboliky (téZ zndmé pod oznacenim
O-notace).

Definice 149: Necht (a,) a (b,) jsou &iselné posloupnosti. Rekneme, ze
e ay ~ by, kdyZ existuje posloupnost (ay,) takova, ze
7~}I—>H§o ap,=1 a a,=ayb, prokazdén e N.
e a, = O(by), kdyz existuje konstanta ¢ > 0 a ng € N tak, ze
lan| < c|bp| pro vsechnan > ny.

Jestlize a,, ~ b,, pak se pro velkd n obé posloupnosti ,chovaji stejné“, jsou
tzv. asymptoticky ekvivalentni. Podminka a, = O(by,) naopak ikd, ze (a,) neroste
rychleji nez (b,) pro velkd n.

'Podobné tvrzeni pFirozené plati i pro mocninné fady s jinym stfedem nez v bodé 0.
2Edmund Landau, némecky matematik, 1877 — 1938.
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Pokud b,, > 0 pak lze definici preformulovat nasledovné
an ~by & lim =1,

Gnp

a, = O(b,) < posloupnost <b > je omezena.

n

Priklad: Napriklad plati

n? + %n -1~ n2,
2n = O(n?),
- O(nQ)a
4n? = O(n?) A

Zapis a, = O(by,) neni prili§ stastny. Lepsi je ho chipat ve smyslu a,, € O(by,).
Historicky se vSak ujal a pouziva se. Napiiklad pokud a, = O(n) a soucasné b, =
O(n), neplyne odtud, ze a,, = by,.

Zavadi se jesté dalsi symboly, napt. pokud mame (a,) a (b,), b, > 0 pak (po-
drobnéji se touto notaci budete zabyvat v predmétu BI-ZDM)

an =o(b,) <& lim dn .

Priklad: Pro posloupnosti z této kapitoly muzeme vysledky prikladi zapsat ve tvaru
(zajimé-li nés pouze rychlost rustu, chovani pro velké n).

n 1 n

Sk~ ond DTN~ 2ntin?, A
3

k=1 k=1

8.3 Odhadovani rychlosti riistu ruznych souctu
Véta 150: Necht f je spojitd funkce na (1,+00) an € N.

1. Je-li f klesajici, pak

foy+ [ Fle)de <3 0 < £ + | @
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2. Je-li f rostouci, pak
F0+ [ @) do < >0 < o) + | @

Dikaz pro f klesajici. Bud k € N, pak pro kazdé x € (k, k + 1) plati f(k+1) <
f(x) < f(k).

7 véty o nerovnosti mezi integraly dostaneme nerovnost

steen= [ s nars [ p@ars [ s = s,
Sectenim nerovnosti pro k =1,2,...,n — 1 dostaneme
n n n—1
St < [ f@de < Y f®)
k=2 1 k=1
Odtud .
s+ [ e < 35w < f0+ [ fada =
1 =1 1
Yy Yy
FE) fommnnee e FE) fommmmmee e
O L T
@ T16)] S
@ L
f() f(l)"”ﬁ
1 2 3 4 5T 1 2 3 4 5) T

Priklad: Pomoci odhadu (tj. aniz bychom soucet pocitali jako diive) zjistéte rych-
lost rstu posloupnosti

n
ap = ZkQ, n € N.
k=1
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Nyni f(x) = 22 je rostouci na (1, +00) a proto pro kazdé n € N plati

n n n
1+/ xde§Zk2§n2+/ z2dx.
1 Pt 1

Tudiz
L 3+2<a <1n3+n2 !
-n — — - —.
3 3- "3 3

Pro velka n je nejvétsim ¢lenem %n?’, presnéji, z véty o limité seviené posloupnosti

plyne
lim % — 1. A

1,3
n—,oo =
3n

[eS)
n=1-

Priklad: Urcete rychlost ristu posloupnosti (n!)
Vyuzijme sikovné tpravy

n
Inn! = Z Ink.
k=1

Funkce f(z) = Inz je rostouci na (1, +00) a proto
0 —|—/ In(z)dzr < Z In(k) < In(n) —|—/ In(z)dx.
1 — 1
Primitivn{ funkei F k funkci f je funkce F(z) = zln(z) — z + C, tudiz

nln(n) —n+1 < Zn: In(k) < In(n) +nln(n) —n + 1.
k=1

Odlogaritmovanim (monotonie e*) posledni nerovnosti pak dostavame

enln(n)—n—i—l <nl < eln(n)—i—nln(n)—n—i—l

a po upravé
nn n

n
e-— <nl <en-—, neN A

er e
Poznamka: Tento odhad uz je pro vétsinu aplikaci dostatecny. Lze ho vSak jesté
déle zlepsovat. VsSimnéte, Zze na rozdil od pfredchoziho prikladu ndm nyni nedavé

posloupnost (b,,) takovou, ze
oonl
lim — = 1.
n—o0 by,
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Ziskani takovéto posloupnosti (b, ) vyzaduje dalsi praci. Pro uplnost uvedme, Ze tuto
vlastnost mé napiiklad (tzv. Stirlingiv vzorec)

n'I”L

en
Pomér tohoto b,, ku n! je vynesen na obrazku 8.1.

b, = V2mn -

0.922 -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1

Obrazek 8.1: K Stirlingové formuli.

Priklad: Jiz vime, ze
n
) 1
Jim, 2 g = o
k=1
Odhadnéme nyni jak rychle se >}, % blizi k nekonec¢nu s rostoucim n.

Podle predchozi véty, pro f(z) = % klesajici na (1, +00) dostavame odhad

1 n "1 n1

—+/ fdx<2—§1+ —dx

n 1 T k:lkr 1z
Po integraci

"1

5+ln(n) < ’;% < 1+In(n), neN
Odtud

| "1

Z 5~ In(n), nebo Z i O(n).

k=1 k=1
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Opét tedy mame
Yho1
lim =51k — 1,
n—00 ln(n)

Dale si povsimnéte, ze

O posloupnosti (E}Zzli — ln(n)) lze ukdzat, Ze je klesajici a tudiz méa limitu.

Tato limita se oznacuje v a nazyva se Eulerova-Mascheroniova konstanta. Jeji
priblizna hodnota je v = 0.577218. . .. JAN

o0

Véta 151 (Integralni kritérium): Bud Z an Ciselnd fada s kladnymi ¢leny takova,
n=1

Ze existuje spojitd a monoténni funkce definovand na (0, +00) takovd, ze f(n) = ay

pro kazdé n. Potom

00 o
e Pokud integral / f(z) dx konverguje, pak ¢iselna rada Z an konverguje.
1

n=1

fe'e) o0
e Pokud integral / f(z) dx diverguje, pak ciselna rada Z a, diverguje.
1

n=1

o0
Piiklad: Rada Z k® konverguje pro a < —1 a diverguje pro o« > —1.

k=1
Protoze
n a+1 1 n
/ eodr =1 — , a£ -1, a / z7tdz =1Inn
1 a—+1 a—+1 1
plati
n
lim %z = , o< —1,
n—+o0 J1 —1 —«
n
lim z%dx = 400, a> -1 A
n—+oo J1
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Kapitola ¢. 9

Slozitost algoritmu

Slozitost algoritmi; bublinkové t¥idéni; Quick sort

9.1 Usporadani

Definice 152: Relaci R na mnoziné M splnujici

1. (reflexivita): pro kazdé = € M plati 2Rz,

2. (antisymetrie): pro kazdé x,y € M plati, ze pokud xRy a yRx pak i z =y,
3. (tranzitivita): pokud pro z,y,z € M plati 2Ry a yRz, pak plati 2Rz,
nazyvame usporadanim na mnoziné R.

Relaci R, jez je usporadanim, vétsinou znac¢ime symbolem <.

Priklad: Je-li M mnozina realnych ¢isel a xRy znamend ,,x je mensi nebo rovno
y*, pak R predstavuje usporddani na mnoziné R. A

Toto usporadani je tzv. iplné. Pro kazdé =,y € M plati 2Ry nebo yRzx.

Piiklad: Uvazme mnozinu kladnych pfirozenych ¢isel M = {1,2,3,...} a necht
mRn pravé kdyz m déli n. Tato relace R na M je usporadanim.
Ovérme potfebné vlastnosti

1. (reflexivita): Pro kazdé n € M plati, ze n déli n, tedy nRn.
2. (antisimetrie): Uvazme n,m € M tak, ze n déli m a m déli n, pak existuji k, ¢ € M
splnujici
m=k-n a n=4¢-m.

Tudiz m = (k{) - m, coz muze nastat pouze v pripadé k = ¢ = 1. Proto m = n.

3. (tranzitivita): Podobné, pokud n déli m a m déli k, pak n déli k. A

219
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9.2 Slozitost jednoduchych tridicich algoritmu

e Vstup: mnozina {z1,...,2,} a uplné usporddani < mezi jejimi prvky. Velikosti
vstupu rozumime jednoduse pocet prvki vstupu.

e Vystup: usporadand n-tice (xg,, ..., zk, ), kde (ki,. .., ky) je permutace mnoziny
{1,...;n}axg, < - <uwmxyp, .

¢ Elementarni operace: porovnani dvou prvki.

Bublinkovy algoritmus (Bubble sort)

Pro pfipomenuti uvadime kompletni algoritmus, zfejmé ¢tenari znamy z predmétu

BI-PA1.

procedure bubbleSort(4 : array of length n)
for k¥ in n-1 to 1 do
sorted = true
for i in 1 to k do
if A[i] > A[i+1] then
swap( A[i], A[i+1] )
sorted = false
end if
end for
if sorted then return A
end for
return A
end procedure

Celkovy pocet porovnani muze byt nejhure (pokud je na vstupu seznam v presné
opacném poradi)

s n(n —1)
(n—1)+(n—2)+-~+2+1:Zk:T.

k=1

Pokud je na vstupu jiz setfidény seznam, pak algoritmus provede (n — 1) porovnéni
(nejlepsi varianta). Oznacime-li pocet porovnéni pri konkrétnim vstupu o velikosti
n jako T,,, mizeme tedy shrnout, Ze pro slozitost Bubble sort plati

T, = O(n?).
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(Tr)

n2
05 e o0 000000aetteoessssttestessossttocestass

....“_.....,..n.'mﬁo baad eee e

0-4 777.;‘.‘.2. 77777777777777777777777777777777777777777777777777
R ]
I
T R

10 20 30 40 50 60 70 80 90 n
Obrézek 9.1: Pro kazdé n € {1,2,...,100} jsme 20-krat setfidili ndhodné permuto-

vanou mnozinu {1,2,...,n} a vypocetli tak stfedni hodnotu (T,,). Na grafu je pak
{Tn)

vynesen pomer -

Quick sort
Necht je opét dan vstup {x1, xa, ..., Zn}.
e Vyber ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

e Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi do
druhého podseznamu.

e Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

e Spoj usporddany prvni seznam, za néj dej pivota a pripoj usporadany druhy
seznam.

Algoritmus probiha rekurentné. Usporadani dvouprvkového seznamu je jednodu-
ché. Ozna¢me nyni 7T;, primeérny pocet porovnani pro usporadani seznamu délky
n pomoci algoritmu Quick sort.

Pokud je pivot r-tym prvkem seznamu (co do velikosti), pak

T,=n—14+T._1+7T,_, kdeklademe Ty =17 =0.
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Sec¢tenim téchto vztahi pror=1,2, ..., n
n—1

n
n_1>+Z(TT—1+Tn—T) — nTn:TL<TL—1)+22TT.
r=1

r=1

n n
> Tu=2(
r=1 r=1

Posledni rovnost vyjadifeme pro k a pro k — 1 a oba vztahy odec¢téme (zbavime se

tim souctu vpravo):
k-1

KTy =k(k—1)+2> T,
! k—2
(k=1)T1=(k-1)(k—-2)+2> T,

r=1

odettenfm: kTj, — (k — )Ty = k(k — 1) — (k — 1)(k — 2) + 2T}_1.

Odvodili jsme tedy vztah
kT, — (k+ 1)Tk—1 =2k — 2.

Vydélenim éislem k(k + 1) dostavame

Ty Tp1  2k—2
k+1 ko k(k+1)
Konecné, sectenim téchto rovnosti pro k=1, 2,...,n

Uzavirame
T, = O(n In(n)).

ZS 2013/2014
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Rejstrik

Cisla
cela, 10
harmonicka, 39
iracionalni, 11
komplexni, 21
prirozend, 10
racionalni, 10
redlna, 8
¢islo
Eulerovo, 25, 58, 59
kombinaéni, 18
komplexné sdruzené, 21
cast
imaginarni, 21
realnd, 21
rada
Ciselnd, 53
absolutni konvergence, 55
Bolzano-Cauchy, 55
d’Alembertovo kritérium, 57
nutnd podminka konvergence, 54
srovnavaci kritérium, 56

asymptota, 119
axiom
uplnosti, 12, 37

bod
hromadny, 37
inflexni, 118

dikaz
konstruktivni, 88
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sporem, 11
déleni
ekvidistantni, 180
intervalu, 180
norma, 180
derivace, 96
inverzni funkce, 104
jednostranné, 108
slozené funkce, 102
souctu, soucinu a podilu, 101
vyssich radu, 109
zékladni vzorecky, 106
diference, 210
dodefinovanani
spojité, 85
doplnéni
na ¢tverec, 174
dvojice
usporadana, 1

exponencidla, 67
extrém
nutnd podminka existence, 111
spojité funkce na uzavieném inter-
valu, 111

faktorial, 18
filtr

Gaussovsky, 206
formule

Newtonova, 187
funkce
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REJSTRIK

derivace, 96
diferencovatelna, 96
exponencialni, 23, 65
extrémy, 110
goniometrické, 26

graf, 12

konkavni, 117
konvexni, 117

licha, 16

limita, 69
logaritmicka, 24
maximum, 110
minimum, 110
monotonie, 116
monotonni, 13
omezena, 15

omezena shora, 15
omezend zdola, 15
periodicka, 16

pribéh, 120
primitivni, 160
raciondlni, 170

spojita na intervalu, 86
spojita v bodé, 84
spojita v bodé zleva, 84
spojita v bodé zprava, 84
suda, 16

tecna, 148

hodnota
absolutni, 10, 17, 21

implikace, 9
index
scitaci, 20
indukce
matematicka, 17
integral
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aditivita, 186
aditivita v mezich, 187
dolni, 181
horni, 181
multiplikativita, 187
neurcity, 161
Riemanntv, 181
zobecnény Riemanntv, 191
integrace
per partes, 164, 189
racionalnich funkci, 170
substituce, 166, 167, 190
zékladni pravidla, 162
interpolace
kubické, 129
linearni, 129
interval, 9

jednotka
imaginarni, 21

kiivka

Gaussova, 205
kofen

polynomu, 21
konvergence

kvadraticka, 135
kritérium

podilové, 41
kvocient, 18, 210

limita
funkce, 69
jednostranna, 70
logaritmus, 67
prirozeny, 25

metoda
nejmensich ¢tverctd, 128
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Newtonova, 132
mnozina
infimum, 178
maximum, 178
minimum, 178
potencni, 2
supremum, 178
mocnina, 21
obecnd, 65

nerovnost
trojihelnikova, 17

obor
definic¢ni, 4
hodnot, 4
obraz
mnoziny, 5
pri zobrazeni, 4
odmocnina, 22
okoli, 9
jednostranné, 9
levé, 9
oboustranné, 9
pravé, 9
osa
realna rozsirena, 10

polomére
konvergence, 156

polynom, 21, 146
koeficient, 21
stupen, 21, 147
Taylortv, 149

posloupnost, 30
aritmeticka, 17, 210
divergentni, 35
Fibbonacciho, 51
geometricka, 18, 210
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klesajici, 31
konvergentni, 35
monotonni, 31
neklesajici, 31
nerostouci, 31
rekurentné zadand, 51
rostouci, 31
vybrana, 36
pravidlo
I’Hospitalovo, 121
Simpsonovo, 185

rovnice
diferencidlni, 137
rozklad

na kotenové Cinitele, 171

rozvoj
desetinny, 58

separace korent, 131
soucet
dolni pti déleni, 181
horni pti déleni, 181
souéin
kartézsky, 1
splines, 129
spojitost
inverzni funkce, 103

tecna, 100
transformace
Fourierova, 207

usporadani, 8, 219

véta
Bolzano-Cauchy, 39

Bolzano-Weierstrass, 38

Heine, 74
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9. SLOZITOST ALGORITMU

REJSTRIK

Heine, pro jednostranné limity, 74
Lagrangeova, 115
metoda puleni intervalu, 87
o jednoznacnosti limity, 34
o limité monotonni posloupnosti,
39
o limité podilu, 42
o limité seviené funkce, 82
o limité seviené posloupnosti, 47
o limité slozené funkce, 79
o limité soucinu, 42
o limité souctu, 42
o limité vybrané posloupnosti, 36
o prirustku funkce, 115
Rolleova, 114
vzdalenost, 10
vzor, 4
mnoziny, 5
vzorce
souctové, 26
vzorec
Taylortv, 150

zakon
asociativni, 8
distributivni, 8
komutativni, 8

ZApis

sumacni, 19
zbytek

Peantv tvar, 151
zlomky

parcialni, 172
zobrazeni, 4
bijektivni, 6
hodnota v bodé, 4
identické, 7
injektivni, 6
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inverzni, 7
na, 6

prosté, 6
slozené, 5
surjektivni, 6

vzéajemné jednoznacné, 6

zizeni, 4
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