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Uvod

Tento dokument dopliuje slidy k prednasce predmétu BI-ZMA. Slidy slouzi primarné
jako doplnék k prezentaci a prilis se nehodi ke studiu ¢i tisku. Slidy zejména neobsahuji
vysvétlujici komentare prednédsejiciho a mohou byt proto bez téchto podptrnych infor-
maci nejasné az matouci. V tomto textu je uvedeno vse co na slidech, navic s dalsimi
dodatecnymi informacemi. Na zacatku tohoto dokumentu je ¢tenari k dispozici seznam
pouzivanych symboli. K zjednoduseni hledani ve vytisténém dokumentu je dokument
doplnén rejstrikem pojmda.

Tento tvod je dobrym mistem na seznameni ¢tenare s historii vyuky matematické
analyzy na FIT. Pfedmét BI-ZMA (Zéklad matematické analyzy) byl po zrodu fakulty
nejprve vyucovan pod vedenim prof. Ing. Edity Pelantové, CSc. (KM FJFT). Poté pred-
mét prevzali Ing. Tomas Kalvoda, PhD. a doc. RNDr. Jaroslav Milota, CSc. V aktualnim
semestru je druhym prednasejicim Ing. Daniel Vasata. Tyto poznamky, a pojeti pred-
nasky vubec, jsou vysledkem tohoto postupného vyvoje.

Pro vétsi prehlednost je predkldadany text ¢lenén do definic, vét, dikazt a priklada.
Definice a véty jsou ¢islovany pribézné v celém dokumentu. Konec ptikladu je oznacen
symbolem A. Konec dukazu oznacujeme symbolem [1.

Pokud laskavy ¢tenatr v textu objevi nejasnosti ¢i chyby, necht je prosim hlasi jed-
nomu z autoru (tomas.kalvoda@fit.cvut.cz).

iv


mailto:tomas.kalvoda@gmail.com

Seznam symboll

= e definice, symbol na levé strané je definovan vyrazem na strané pravé
R it e priblizné vyjadreni na kone¢ny pocet desetinnych mist
A PP konjunkce
Ve disjunkce
e AP implikace
B ekvivalence
L2 velky (obecny) kvantifikdtor
P existencni kvantifikator
e existuje pravé jedno
{a,b,c} o mnozina obsahujici prvky a, b a ¢
{2 € M| P(2)} oo mnozina vsech x z M splijici P(z)
TEM, x &M ... prvek x nélezi/nenédlezi mnoziné M
A C B A je podmnozinou B
e prazdna mnozina
AU B sjednoceni mnozin A a B
A B prunik mnozin A a B
AN B rozdil mnozin A a B
A X B o kartézsky soucin mnoziny A a B
PA) mnozina vSech podmnozin mnoziny A
N ={1,2,3,. .} e mnozina prirozenych cisel
No={0,1,2,...} o mnozina prirozenych ¢isel s nulou
/P mnozina celych ¢isel
O mnozina racionalnich ¢isel
R mnozina realnych cisel
R o rozsifend mnozina realnych cisel
R e nezaporna realnd ¢isla, tj. (0, +00)
R kladnd redlnd ¢isla, tj. (0,400)
€ mnozina komplexnich ¢isel
1272 P dolni celd ¢ast realného x
172 horni celd ¢ast realného x
(a,b) o otevieny interval, nebo usporadand dvojice, podle kontextu
(A, D) uzavieny interval
Heu(€) e e-okoli bodu a
HE(E), Hy(€) toriiii e pravé, levé e-okoli bodu a
Hypoo(0), Hooo(O) «onii a-okoli bodu +o00, —oo
LRy e e x je vrelaci R sy
Fr A= B zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B
Do defini¢ni obor zobrazeni f
Hyp oo obor hodnot zobrazeni f
f ] R L zuzeni zobrazeni f na mnozinu M
FOM ) obraz mnoziny M pii zobrazeni f
FTHM), foa(M) o vzor mnoziny M pri zobrazeni f
F O g e slozené zobrazeni
A identické zobrazeni na mnoziné A



U inverzni zobrazeni
(an)22 1, (@n)neN, (An) «ve redlnd ¢iselnd posloupnost
LN Gy oot et e limita posloupnosti
n;oo
D Uy YR Gl < ¢iselnd fada
k=0
%11}"% F ) limita funkce f v bodé a
Hm f(2) oo limita funkce f v bodé a zprava
T—a4
xlg(rll F(m) limita funkce f v bodé a zleva
F@) e derivace funkce f v bodé a
Tg oo Taylortiv polynom stupné n se stfedem v bodé a
Roa oo zbytek po n-tém Taylorové polynomu
PG+ e v e e e e e e e e e e e Peantv tvar zbytku
Jfy [ f@)de oo neurcity integral funkce f
/ f fle)da oo Riemannuv urc¢ity integral funkce f na intervalu (a,b)
Z(0, f) e integralni soucet funkce f pfi rozdéleni o
A ~ Dny o asymptoticky ekvivalentni posloupnosti
O(@n) v posloupnost s horni asymptotickou mezi a,
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Kapitola ¢. 1

Z&kladni pojmy a uvod

Usporadané dvojice; kartézsky soucin; relace; ekvivalence; usporadani; zobrazeni;
realnd funkce redlné proménné; zuzeni zobrazeni; obraz a vzor mnoziny; slozené
zobrazeni; vlastnosti zobrazeni; identické zobrazeni; inverzni zobrazeni; vlastnosti
mnoziny realnych c¢isel; absolutni hodnota; aritmetickd posloupnost; geometricka
posloupnost; faktorial; kombinaéni ¢islo; binomicka véta.

V této kapitole predpokladédme, ze ¢tenar je jiz sezndmem se zakladnimi mnozinovymi
operacemi, zpusoby zadani mnozin (vyc¢tem, vlastnosti) a orientuje se mezi ¢iselnymi
mnozinami (prirozend, celd, raciondlni). Mnoziné redlnych ¢isel se budeme podrobnéji
vénovat v této kapitole. Dale predpokladdame, ze zna vlastnosti elementarnich funkei
mezi néz patii polynomidlni funkce, trigonometrické funkce, mocninné a logaritmické
funkce.

1.1 Relace

Relace formalizuje pojem ,vztahu® mezi dvéma objekty. Nejprve si proto zavedeme
pojem usporadané dvojice.

Definice 1: Jsou-li  a y prvky (néjakych mnozin), zavedeme symbol (x,y) pro jejich
usporadanou dvojici. Jsou-li (z,y) a (u,v) dvé usporddané dvojice, pak definujeme
rovnost mezi usporadanymi dvojicemi néasledovné,

(z,y) = (u,v) VN r=uay=o.

Podobné definujeme usporadanou n-tici (1, x2, ..., Tp).

Vsimnéte si, ze {x,y} je mnozina shodnd s {y,z}, kdezto usporddané dvojice (x,y)
a (y,x) nejsou stejné (obecné). Presto lze usporddanou dvojici zavést pouze pomoci
mnozinovych pojmi, napt. dvojici (z,y) lze ztotoznit s mnozinou {z, {z,y}}.

Definice 2: Necht A a B jsou mnoziny. Symbolem A x B oznacujeme mnozinu vSech
usporadanych dvojic tvaru (z,y), kde x € A a y € B. Tedy symbolicky
Ax B:={(z,y)|z € Aaye B}.

Mnozina A x B se nazyva kartézsky souc¢in mnozin A a B.

Kartézsky soucin byl pojmenovan na pocest René Descarta (latinsky Renatus Carte-
sius, francouzsky matematik, 1596 — 1650). Operace X mezi mnozinami je nekomutativni,
tedy mnozina A X B je obecné riznd od B x A.

Priklad: Uvazme A = {1,2,3} a B = {a,b}. Potom
Ax B={(L,a), (1,b), (2,0), 2.b), (3.a), (3,)},
B x A={(a,1), (a,2), (a,3), (b,1), (b,2), (b,3)}. A
V kartézském soucinu A x B jsou tedy vsechny mozné usporadané dvojice (a, b), kde

a € A, b e B. Pokud chceme mezi prvky mnozin A a B zavést jisty vztah, pak musime
vybrat jen nékteré usporadané dvojice odpovidajici danému vztahu.


http://en.wikipedia.org/wiki/Descartes
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Definice 3: Relace R mezi mnozinami A a B je libovolnd podmnozina kartézského
soudinu A x B.

Je-li A = B, mluvime o relaci na mnoziné A. Je-li (z,y) € R, pak fikdme ze x a y
jsou v relaci R a zkracené tento fakt zapisujeme xRy.

Relace R je sama mnozinou. Mezi relacemi tedy mtizeme provadét standardni mno-
zinové operace. Specidlné vzdy existuje tzv. prazdné relace ) C A x B (prvky A a B
spolu nijak nesouvisi).

Pojem relace zavedeny v celé své obecnosti v predchozi definici odpovida many-to-
many vztahu mezi entitami z mnoziny A a B. Relaci si Ize tedy predstavovat jako spo-
jovaci tabulku o dvou sloupcich. Vice se ¢tenar dozvi v predmétu BI-DBS — Databazové
systémy.

Priklad: Uvedme rtznorodé priklady relaci:

1. Oznacme symbolem P(A) mnozinu vsech podmnozin mnoziny A. Této mnoziné se
iikd potenéni mnozina, proto pismeno P. Na mnoziné P(A) zavedeme relaci Ry

takto:

XRY &L xcv

2. Rekneme, ze primky p a ¢ v roviné jsou v relaci Rg, pravé kdyz p a ¢ jsou rovno-
bézné.

3. Rekneme, 7e pifmky p a ¢ v roviné jsou v relaci Rs, pravé kdyz p a ¢ jsou kolmé.

4. Na mnoziné viech student FIT CVUT zavedeme relaci podle data jejich narozeni.
Rekneme, Ze dva studenti jsou v relaci Ry, jestlize maji narozeniny ve stejny den.

5. Na mnoziné N definujeme relaci mRsn, pravé kdyz m déli n. A

1.2 Ekvivalence, usporadani a zobrazeni

Nakladenim dalsich pozadavkl na vlastnosti relaci dostavame tti dilezité a nejcastéji po-
uzivané typy relaci: ekvivalence, usporadani a zobrazeni. Pro dalsi vyklad bude zejména
dilezité zobrazeni. S ostatnimi typy relaci se ¢tenar podrobnéji seznami v dalsich ¢astech
tohoto textu (a napiiklad i v predmétu BI-MLO). Usporadanim se budeme podrobnéji
zabyvat v kapitolce 9.1. Pro tplnost nyni rozeberme relaci typu ekvivalence.

Definice 4: Rekneme, ze relace R na mnoziné M je ekvivalence, pravé kdyz splnuje
nasledujici tri vlastnosti

1. (reflexivita): pro kazdé = € M plati 2Rz,

2. (symetrie): pro kazdé z,y € M plati, ze pokud =Ry pak i yRz,

3. (tranzitivita): pokud pro z,y, z € M plati 2Ry a yRz, pak plati i zRz.
Priklad: Pro relace zavedené vyse plati:

1. R1 neni ekvivalenci, neni totiz symetricka, je ale tranzitivni a reflexivni.

2. Ry je ekvivalenci.

3. R3 neni ekvivalenci, protoze neni ani reflexivni ani tranzitivni, je ale symetricka.

4. R4 je ekvivalenci.
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5. Rs5 neni ekvivalenci, protoze neni symetricka, je ale tranzitivni a reflexivni.

Pojem ekvivalence vyjadiuje ,stejnost“ ¢i ,podobnost® mezi objekty. A

Definice 5: Necht R je ekvivalence na mnoziné M a z je libovolny prvek M. Symbolem
R[z] oznacujeme mnozinu vsech prvka y € M R-ekvivalentnich s x. Strucnéji,

Rlz] = {y € M | 2Ry}

Mnozina R[z] obsahuje aspon x a nazyva se tfida ekvivalence uréena prvkem z.

Plati, ze pro kazdé dva prvky z,y € M je bud R[z] = R]y], nebo R[z] N R[y] = 0.
Mnozinu M je pak mozno zapsat jako sjednoceni disjunktnich t¥id ekvivalence.

Priklad: Uvazime-li relaci R3, pak mnozina vSech student FIT se rozpada na mnoziny
studentt, ktefi se narodili ve stejny den. Vsichni studenti v takovéto mnoziné si jsou z
tohoto pohledu ekvivalentni. A

Ve velké ¢asti predmétu BI-ZMA se budeme zabyvat vlastnostmi funkci. Funkce jsou
specidlnim pripadem zobrazeni, které zavedeme nyni.

Definice 6: Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B je relace mezi mnozinami A a B
spliiujici podminku: pro kazdé x € A existuje nejvyse! jedno y € B tak, ze xfy. Toto
zobrazeni f znac¢ime f: A — B. Misto xfy piseme y = f(x) nebo x J, V.

Pro pfedstavu uvadime grafickou ilustraci zobrazeni na obrazku ¢. 1.1. Uvedme nyni
zékladni terminologii pouzivanou pokud mluvime o zobrazeni. Bud f : A — B zobrazeni
a necht y = f(z) pro z € A, y € B. Prvek y nazyvame hodnota f v bodé z, nebo
obraz z pri zobrazeni f. Prvku x fikdme vzor prvku y pii zobrazeni f.

Interpretace tohoto typu relace je tedy takova, ze pokud je dvojice (z,y) v takovéto
relaci f, pak f pritazuje prvku z prvek y. Podminka v definici je pak jasna, nelze jednomu
prvku ptiradit dva riazné obrazy.

Mnozinu vSech x € A takovych, ze existuje y € B spliujicich y = f(x) nazyviame
defini¢nim oborem zobrazeni f. Symbolicky lze pséat

Dy={z€ A[(y e B)(y= f(z))}.

Mnozina vsech obrazt pri zobrazeni f se nazyvd obor hodnot zobrazeni f a znaci se
Hy¢. V symbolech

H;= {y c B|(E|JZ €Ay = f(x))}

Pokud je to typograficky nutné, pak defini¢ni obor, resp. obor hodnot, znac¢ime také
symbolem D(f), resp. H(f).

Zobrazeni jsou relace, ¢ili mnoziny, které umime srovnavat. Budte f a g dvé zobrazeni
z A do B. Podminka jejich rovnosti f = g je ekvivalentni podminkam

Dy=Dy, a f(x)=g(x) pro viechna x € Dy.

Bud f : A — B. Zobrazeni g : A — B s Dy := M, kde M C Dy, definované
predpisem g(z) := f(z) pro libovolné x € M nazyvame zOZenim zobrazeni f na
mnozinu M. Zapisujeme g = f | - Mnozinu

f(S)={yeB|(3zc9)(f(z) =y)},

L Nejvyse jedno* znamens bud pravé jedno nebo z4adné.
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f:A—>B

C frz— f(z) Sl _-

Obrézek 1.1: Zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Defini¢ni obor, resp. obor hodnot,
nemusi byt roven celému A, resp. B.

kde S C A, nazveme obrazem mnoziny S pri zobrazeni f. Je-li N C B, potom
mnozinu

FHN) == {z € Dy | (By € N)(f(z) = y)}
nazveme vzorem mnoziny N pri zobrazeni f.

Poznamka: Symbol pro vzor mnoziny, f~!(IV), je nutno chapat jako nedélitelny. Ne-
tvrdime nic o existenci inverzniho zobrazeni (viz nize).

Priklad: Ukazme si ptiklad zobrazeni f : R — R a jednoho jeho ztzeni g.

g(x) = 22, Dy = (0, +00)

Jaky je obraz mnoziny S = (—1,1) vzhledem k témto zobrazenim? Jaky je vzor
mnoziny N = (—1,1) vzhledem k témto zobrazenim? A

Nova zobrazeni mizeme také vytvaret pomoci sklddani zobrazeni, pokud jsou zob-
razeni spravného typu.

Definice 7: Jsou-li f: A — B a g: B — C zobrazeni, definujeme sloZené zobrazeni
go f: A— C predpisem
(go f)(z) :=g(f(z))
pro vSechna
% € Dyoy :={x € Dy| f(z) € Dy}.

O definiénim oboru slozeného zobrazeni pouze vime, ze Dy C Dy. I v piipadé, zZe
D¢ # 0 a Dy # () muze nastat situace Dgor = 0. Nazorné je tato situace uvedena na
obrazku ¢. 1.2.

Mezi zobrazenimi rozlisSujeme nasledujici tii dalezité typy.

Definice 8 (Dilezité druhy zobrazeni): Zobrazeni f : A — B je

e prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici z,y € Dy, x # y, plati f(x) # f(y).
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Obréazek 1.2: Slozené zobrazeni.

e na (surjektivni), jestlize pro kazdé y € B existuje x € Dy spliujici f(z) = y.
e vzijemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté, Dy = A a na.

Pomoci kvantifikatoru lze tyto podminky zapsat nésledovné

prosté: (Vo,y € Dy)((z #y) = (f(z) # f(v))),
na: (Vy € B)(3z € Dy)(f(z) =),

Pfi ovéfovani prostoty zobrazeni ¢astéji vyuzivame ekvivalentni formulaci?

(Vz,y € Dp)((f(z) = f(y) = (x=y)).

Déle jesté poznamenejme, ze zobrazeni f : A — B je na, prévé kdyz jeho obor hodnot
je celd mnozina B. Zobrazeni f pak zobrazuje svij defini¢ni obor na celou mnozinu A,
proto ,na“.

P¥iklad: Zobrazeni f : N — N definované predpisem f(n) := n? je prosté, ale neni
na. Skuteénd, spliuji-li n,m € N rovnost f(n) = f(m), pak n? = m? a diky kladnosti
i n = m. Zobrazeni nemuze byt na, protoze napriklad pro m = 3 neexistuje prirozené
¢islo n € N spliujici n? = 3. AN
Priklad (Identické zobrazeni): Bud A libovolnd mnozina. Zobrazeni id4 : A — A defi-
nované predpisy

Diq, :=A a ida(z):==z, z € Diq,,

nazyvame identické zobrazeni. Zobrazeni id4 je injektivni, surjektivni a tedy i bijek-
tivni. A
Prirozené se nabizi otézka, jestli muzeme ,zménit smér* zobrazeni f : A — B.
Presnéji, jestli zadanému prvku z oboru hodnot muzeme jednoznacné priradit néjaky
prvek v definiénim oboru. To Ize ziejmé pouze v pripadé, ze kazdy prvek v oboru hodnot
ma pravé jeden vzor, ¢ili kdyz zobrazeni je prosté. Timto zpusobem ziskdvame pojem
inverzniho zobrazeni.
Definice 9: Je-li f: A — B prosté zobrazeni, pak kazdému prvku z z oboru hodnot
Hy lze prifadit pravé jedno y z mnoziny Dy tak, ze x = f(y). Takto ziskané zobrazeni
nazyvame inverzni zobrazeni k zobrazeni f a znacime f~1.

2Vzpomeiite na vétu obménénou.
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7 definice ihned plyne, ze f~' : B — A a déle

D¢ = Hy, H¢1 = Dy,
f~lo f=idp,, fof'=idg,.
K ilustraci tohoto pojmu také uvadime obrazek ¢. 1.3.
f
A B

Obrézek 1.3: Prosté zobrazeni f : A — B a jeho inverze f~!: B — A.

Piiklad: Uvazme zobrazeni f : N — Z definované piedpisem?

f(n)=(—1)" {J , neN

Toto zobrazeni je prosté a na. Inverzni zobrazeni je dano predpisem

fﬁl(m) _ {2m, m>1,

1-2m, m<O0,

pro libovolné celoc¢iselné m. A

1.3 Mnozina realnych cCisel

V predchozi podkapitole jsme definovali pojem zobrazeni. Abychom mohli mluvit o re-
alnych funkcich je nejprve nutné pripomenout vlastnosti mnoziny realnych ¢isel R. Této
mnoziné se proto budeme vénovat v této podkapitole.

Mezi redlnymi ¢isly existuji dvé bindrni operace (tj. zobrazeni), séitani a nasobeni,

+ :RxR—-R a -:RxR—=R,

které maji zndmé vlastnosti (plati komutativni, asociativni, distributivni zdkon). Po-
drobnéji, pro libovolna realnd x,y, z plati

komutativni zakon: r+y=y—+uw, rT-Yy=yY-T,
asociativni zdkon: r+(y+2)=(x+y) +z, z-(y-2)=(x-y)-z,
distributivni zékon: z-(y+z2)=(x-y)+ (z-2).

Déle mezi redlnymi ¢isly existuji ¢isla 0 (nula) a 1 (jedna) spliujici
a+0=a a a-1=a,

pro kazdé a € R. Ke kazdému redlnému ¢islu a existuje redlné ¢islo —a splnujici a +
(—a) = 0. Podobné ke kazdému nenulovému ¢islu a existuje realné ¢islo a=! spliujici

3Pro relné z oznacuje || dolni celou &ast &isla .
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a-a~! = 1. Tento odstavec lze stru¢né shrnout do kratkého konstatovani, ze redlna ¢isla
spolu s operacemi s¢itani a nasobeni tvoii téleso?.
Redln4 ¢isla lze srovnavat podle velikosti, tj. existuje relace usporadani na R:

a <b (cislo a je mensi nez ¢islo b),

resp.
a<b (¢slo a je mensi nebo rovno ¢islu b).

Toto uspoiadini je tak zvané uplné®, pro libovolnd dvé riiznd reilna ¢isla a a b lze
rozhodnout, zda-li a < b nebo b < a. Relace usporadani je svizana s operaci s¢itani a
nésobeni zndmymi pravidly pro pocitani s nerovnicemi. Pfipomenme, zZe

a<b,c>0 = a-c<b-c
a<bc<0 = a-c>b-c

Zdvojena sipka znamena implikaci, kterou ¢teme: Jestlize jsou splnény podminky vlevo,
pak plati tvrzeni vpravo.

Usporadani < redlnych ¢isel ndm umoznuje porovnat libovolnéd dvé redlna ¢isla. Po-
moci usporadani zavadime specialni podmnoziny R, a to intervaly:

otevieny interval ={zeR|a<z<b},
={zeR|a<z<b},

={zeR|a<z<b},

uzavieny interval
polootevieny (polouzavieny) interval

polootevieny (polouzavieny) interval
A neomezené intervaly

(a,+00) :={z € R|a < z},
(—00,b) := {z € R|z < b}.

Ve vsech téchto intervalech je a tzv. pocéatecni bod a b tzv. koncovy bod intervalu.

Déle definujeme pojem okoli bodu a pojem rozsirené realné osy. Pomoci okoli budeme
pozdéji definovat limity posloupnosti i funkci.
Definice 10 (Okoli bodu z R): Necht a € R a ¢ > 0. Otevfeny interval (a — ¢, a + ¢)
nazyvame e-okolim bodu a v R a zna¢ime H, ().

Je-lia € Rae >0, pak © € H,(e) pravé, kdyz |z — a| < e. Bod z tedy patii do
g-okoli bodu a € R pravé tehdy, kdyz jeho vzdalenost od a je mensi nez €.
Definice 11: Necht a € R a ¢ > 0. Interval (a, a + ¢), resp. (a — &, a), nazyvame
pravym, resp. levym, e-okolim bodu a v R a znac¢ime H; (¢), resp. H, (¢).

7 ocividnych diivodii o mnoziné HF (¢) nékdy téZ mluvime jako o jednostranném
okoli, a o H,(e) jako o oboustranném okoli.

Déle bude casto vyhodné pracovat i s +00 a —oo jako s redlnymi ¢isly. Rozsitime
proto o tyto prvky realna cisla v nasledujici definici.
Definice 12: Mnozinu R = R U {+00, —00} nazyvdme rozsifenou realnou osou.

Konecné také zavedeme okoli téchto novych bodi +o00 a —oo.

4Vice se o &iselnych télesech dozvite v predmétu BI-LIN. Pro aplikace v poéitacové bezpeénosti
(kryptologii, sifrovani) maji velky vyznam zvlasté konecnd télesa.
SExistujf i netiplné usporddani, viz napiiklad relaci Rs z konce podkapitoly 1.1
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Definice 13: Necht ¢ € R. Otevieny interval (¢, +00), resp. (—oo, ¢), nazyvame okolim
bodu 400, resp. —oo, v R a znac¢ime Hy(c), resp. H_oo(c).

Neni-li potteba specifikovat velikost okoli, piSeme zkracené H,, Hico, H_oo. Okoli
bodu a jsme definovali pro libovolné a € R, avsak toto okoli je vzdy podmnozinou R.

Usporadani nam déale umoznuje zavést pojem vzdalenosti mezi dvéma redlnymi ¢isly.
Vzdalenost dvou redlnych ¢isel definujeme pomoci absolutni hodnoty,

lal a proa >0
al =
—a proa <0.
Vzdalenost dvou ¢isel a,b € R je rovna |a—b| = |b—al. Grafické zndzornén{ vzdalenosti
mezi dvéma redlnymi ¢isly lze nalézt na obrazku ¢. 1.4.

Ca=bl
—>

1 1
4 4

0 a b

Obrazek 1.4: Vzdalenost dvou redlnych cisel.

Ze stfedni skoly vite, ze mnozina realnych c¢isel se sklada z
e prirozenych ¢isel 1,2,..., zna¢ime ji N,
e celych éisel ..., —2,—1,0,1,2,..., znaCime ji Z a vznikd feSenim rovnic a + x = b,

e raciondalnich ¢&isel, kterd vzniknou resenim rovnic

q-x=p, pqeEL,q#0.

Reseni této rovnice piSeme ve tvaru % a lze predpoklddat, ze ¢ € N (eventudlni
znaménko minus je v Citateli) a p,q jsou nesoudélnd. Napi. 5 = 2 = 2 = ...,
Mnozina vSech raciondlnich ¢isel se znaci Q.

e iracionalnich ¢éisel.

Mnozina iracionalnich ¢isel je ponékud magickd, protoze ji nelze popsat nijak jed-
noduse. Tvrzeni, Ze iracionalni ¢isla jsou realnd cisla, kterd nejsou raciondlni, prevadi
problém na definici redlného ¢isla. Pouzijeme-li geometrického zndzornéni R jako primky,
pak lze pozadovat, ze primka neni nikde pfetrzend, jinymi slovy mnozina redlnych c¢isel
,heobsahuje diry“. Objasnéme tento pozadavek na nasledujicim prikladu.

Piiklad: Existuje kladné feSeni rovnice 22 = 2.

Motivaci této tllohy mize byt problém nalezeni délky thlopricky ve ¢tverci o strané
délky 1. Viz obréazek ¢. 1.5. Tato tsecka jisté existuje a odpovida tak néjakému ¢islu na
realné ose.

Toto ¢islo ale nemuze byt racionalni. Dokazme toto tvrzeni sporem. Predpokladejme
opak, tj. existuji p,q € N, nesoudélna a takova, ze (g)z = 2. Pak p? (= 2¢?) je nutné
sudé ¢islo, tj. mé tvar p = 2k, k € N. Tedy p? = 4k? = 2¢?, tj. ¢* i ¢ jsou sud4 &isla,
q = 2l,1 € N. To ale znamen4, ze p, ¢ jsou soudélnd (obé jsou délitelna 2), coz je ale spor
s nasim predpokladem. N&§ predpoklad o existenci raciondlniho feseni rovnice 22 = 2
byl chybny.
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/]

1

Obrazek 1.5: Iracionalita délky uhlopricky ve ¢tverci o strané délky 1.

Nyni ukdzeme jak obecné zformulovat pozadavek ,bezdérovosti“. Konkrétné na pti-
kladé naseho iracionélniho feSeni x. Urcité musi byt x € (1,2) = I;. Rozpulenim tohoto
intervalu zjistime, ze x € (1, %> = I5. Pokrac¢ujeme nadéale pulenim intervali. Protoze
konce intervall jsou racionalni ¢isla lze postup libovolné opakovat a dostavame tak in-
tervaly I,, n € N, uvnitf kterych musi lezet z. Pro tyto intervaly je I,11 C I, a délka
n-tého intervalu je Qn—l_l Na&s pozadavek, ze R nema diry v tomto pripadé znamena, ze

aof = {v2}.

Poznamenejme, ze déleni intervalt vzdy na deset stejnych dili vede k vyjadieni redlného
¢isla ve tvaru desetinného rozvoje, nekonec¢ného a neperiodického pro iracionalni ¢islo.
A

Pozadavek aby mnozina realnych ¢isel ,neméla diry“ muzeme presné formulovat jako
tzv. axiom uplnosti:

Kazdy smrstujici se systém uzavienych intervali, jejichz délky jsou libovolné
malé, ma neprazdny prunik.

Presnéji, pokud jsou I,, n = 1,2, ..., uzaviené intervaly splnujici

InDIn+17 7’1,21,2,...,

pro kazdé € > 0 existuje n tak, ze délka I,, je mensi nez ¢,

pak
() In # 0.

n=1
V pruniku ziejmé lezi pravé jedno realné c¢islo. Pokud bychom predpoklddali existenci
dvou ruznych ¢isel lezicich v tomto pruniku snadno se dostaneme do rozporu s libovol-
nosti délky uvazovanych intervali.
Je dilezité si uvédomit, ze axiom tplnosti je to, co odliSuje redlna ¢isla od racionél-
nich. Algebraicky (vzhledem k + a -) maji jinak tyto mnoziny shodné vlastnosti.

1.4 Realna funkce realné proménné

Matematicka analyza, kterou budeme v tomto kurzu studovat, spociva prevazné ve stu-
diu readlnych funkci realné promeénné. Intuitivné je funkce jednoznacény vysledek
néjakého procesu, ktery lze mérit pomoci redlnych cisel. Pritom vysledek procesu zavisi
na ménicim se vstupu jehoz hodnotu lze opét popsat pomoci redlnych éisel. Jednd se
tedy o specidlni pripad zobrazeni.

Definice 14: Zobrazeni f : R — R nazyvame realnou funkci realné proménné.
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Redlnd funkce redlné proménné je Casto zaddna tzv. explicitné. Tedy pomoci pred-
pisu typu y := f(z). Pfirozenym definiénim oborem nazyvdme mnozinu vsech reél-
nych z pro které mé vyraz f(z) jednoznacny smysl. Pokud je dan pouze funkéni predpis
bez dalsich detaili, automaticky mame na mysli funkci definovanou na prislusném pri-
rozeném defini¢nim oboru.

Funkci si miazeme také predstavit, respektive nakreslit, pomoci jejiho grafu.

Definice 15: Grafem funkce f nazyvame mnozinu
graf f := {(z, f(z)) |z € Dy} CR x R.
Piiklady jednoduchych grafii lze nalézt nize. Pomoci usporadani redlnych ¢isel mu-

zeme rozlisovat mezi nékolika druhy funkeci.

Definice 16: Funkce f se nazyva

e rostouci na intervalu I, jestlize

(Va,yel)(z <y = f(z) < f(y))

e klesajici na intervalu I, jestlize

(Va,yel)(z <y = f(z) > f(y))

Je-li funkce bud rostouci nebo klesajici na intervalu I, pak se nazyvd monotonni na
intervalu I.

V definici je implicitné obsazen pozadavek, aby interval I cely lezel v defini¢nim
oboru funkce f. Neni ho potreba zvlast zduraznovat.

Podivejme se na nékolik priklada redalnych funkci redlné proménné. Vzhledem k tomu,
ze funkce jsou specidlnim piipadem zobrazeni, miizeme s nimi provadét stejné operace
jako se zobrazenimi. Specialné tedy mame k dispozici skladani funkci, obrazy a vzory
mnozin vzhledem k funkci, zizZeni funkce, atp.

Priklad: Prikladem rostouci funkce na R je lichd mocnina (a také lichd odmocnina,
vizte nize). Funkce f(z) = x? nenf na R ani rostouci ani klesajici, ale je klesajic{ na
intervalu (—oo, 0) a rostouci na intervalu (0, +00). A

Priklad: Uvazme vyraz f(z) := w—\ﬁ Prirozenym defini¢nim oborem je mnozina
Dy =(0,1) U (1, +400).

Takto definovana funkce je dana relaci

{5

Podminky na ,smyslupnost“ daného vyrazu jsou totiz v tomto pripadé nenulovost jme-
novatele a nezadpornost argumentu odmocniny. A

v e <o,1)u(1,+oo)}.

Piiklad: Uvazme funkce fi(x) = x a fa(x) = /|z| jejichz pfirozenymi definié¢nimi
obory jsou Dy = (0,4+00) a Dy, = R. Funkce f; je zizenim funkce fo na mnozinu

(0, +00). Plati tedy f; = f2|<o,+oo)' )
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vyraz ma smysl pro
% x#0
X/ x r2>0,keN
In(z) x>0

tg(x) x#5+7k kel
cotg(x) r#kr, kel

Tabulka 1.1: Defini¢ni obory nékterych elementarnich funkci.

Piiklad: Bud A = (—1,1) urete
sin'(A),  f(4), g '(4),
kde f(z) = 2% a g(z) = 2 + 2% Struénd odpovéd:
sinTH(A) =R, f(A)=(0,1), g '(4)=0.

Grafy téchto funkei jsou uvedene na nasledujicich obrazcich. A

Priklad: Které z nasledujicich funkci (R — R) jsou prosté, na, ¢i bijektivni? A

y
/ y
1

/ 0.5

z+1, >0 f(x) =21 —2?

~—
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\ x
[ ar0
= {r o7

Definice 17: Necht f je redlna funkce realné proménné. Rekneme, ze funkce f je ome-
zena, resp. shora omezend, resp. zdola omezena, pravé kdyz obor hodnot Hy je
mnozina omezena, resp. shora omezend, resp. zdola omezen4.

Priklad: Napriklad plati, Ze

e f(z) = 2% je omezend zdola (H; = (0,400)), ale neni omezené shora. Nen{ ani
rostouci ani klesajici: —1 < 0 < 1 ale f(—1) > f(0) < f(1).

o f(x) =sinx je omezena (Hy = (—1,1)). Neni ani rostouci ani klesajici.
o f(x) =e€" je omezend zdola (H; = (0,+00)), neni omezend shora, je rostouci. A

Poznamka: Pomoci kvantifikdtori mizeme podminku omezenosti zformulovat nasle-
dovné:

(3K > 0)(¥x € Dy) (|f(x)] < K).

Podobné lze postupovat u omezenosti shora, resp. zdola.

Poznamka: Je-li funkce f monotonni, pak je i prosta. Tudiz existuje jeji inverzni funkce,
kterou opét znac¢ime f~!. Plati

f jerostouci = f~!je rostouc,
fje klesajici = f~! je klesajici.

Poznamka: Prosta funkce nemusi byt monotonni. Piikladem prosté funkce, ktera neni

ani klesajici ani rostouci je f(x) := % s defini¢nim oborem Dy := R ~ {0}.

Dalsi uzitecnou vlastnosti nékterych funkei je sudost/lichost/periodicita. Tyto pojmy
muzeme s vyhodou pouzit pii vySetfovani pribéhu funkci, umoznuji ndm totiz problém
zredukovat na vysetfovani funkce pouze na jisté casti definicniho oboru funkce.

Definice 18: Reilnd funkce redlné proménné f se nazyva
e suda, pravé kdyz pro vSechna x € Dy plati —x € Dy a f(z) = f(—=x).
e licha, pravé kdyz pro vsechna x € Dy plati —x € Dy a f(z) = —f(—x).
Definice 19: Bud f: R — R pro niz existuje kladné T € R takové, ze
1. (VxeDy)(x+T, x—T € Dy),
2. (Ve e Dy)(f(x+T) = f(x)).

Rikédme, Ze funkce f je periodicki a ¢islo T nazyvame periodou funkce f.
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1. ZAKLADNI POJMY A UVOD ZAKLADNI VZTAHY
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Obrazek 1.6: Suda a lichéd funkce.
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Obrazek 1.7: Periodicks funkce.

1.5 Zakladni vztahy

Pro libovolna realné cisla a, b plati

al _ |al
=1, 0#0.

S uvedenou nerovnosti se jesté mnohokrat setkdme, nazyva se trojihelnikova.

la+0] <a[+[b], |abl = |a] - b],

Dukaz trojihelnikové nerovnosti. Maji-li obé ¢isla a a b stejné znaménko, dostavame z
definice absolutni hodnoty rovnost. Je-li jedno kladné a druhé zaporné, napt. a > 0 a
b < 0, pak |a|+|b| = a—b > |a+0|, ktera je bud rovna a+b nebo —a —b podle znaménka
a+b. O

Cleny aritmetické posloupnosti jsou dany rekurentnim vztahem a,,; = a, + d,
kde d je tzv. diference. K odstartovani rekurentni formule potiebujeme zadat prvni ¢len
a1. Explicitné plati

ap=a1+(n—-1d, n=1,23,....

Tento vztah lze dokazat matematickou indukci, ktera spociva ve dvou krocich:
(i) Dokazeme platnost pro n = 1, zde a; = a; zfejmé plati.

(ii) Za predpokladu (IP), ze vztah plati pro kladné prirozené n, dokazeme jeho platnost
pro n + 1 (tzv. indukéni krok). Zde

(

Un+1 = ap +d Ii))Cbl-F(Tl—1)al+al:a1+nal.
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1. ZAKLADNI POJMY A UVOD

ZAKLADNI VZTAHY

Tim postupné projdeme vSechna pfirozend ¢isla, takze vztah pro n-ty ¢len plati

pro vsechna kladnd prirozend n.

Poznamka: Muze se zdat podivné dokazovat vzorecek pro explicitni vyjadreni ¢lenu
aritmetické posloupnosti, kdyz je takika oc¢ividny. Jedna se vSak hlavné o elementarni

ukazku dukazu pomoci matematické indukce.

Podobné lze indukei (ale i jinak) dokdzat, ze pro soucet n ¢lenu aritmetické posloup-

nosti s, = a1 + - -+ + a, plati
ar +ap

Sp = 5
Specialné pro a; = 1, d = 1, tedy a,, = n, plati
(n+1)n

L+24 - dn =

Geometricka posloupnost je dana rekurentnim vztahem

A+l =0ap-q, n=1,23,...

kde parametr ¢ # 0, 1 se nazyva kvocient. Je-li dan prvni ¢len a1, pak je a, = ay - ¢~

(dukaz napriklad indukei) a

Sp=a1+-+ap=a1

K dukazu si stac¢i povsimnout, Ze
n
Spt1 =8n+a1q" =a1+qsp, n=123,....

Odtud vyjadienim s, dostavame dokazovanou rovnost.
Definujeme faktorial

0:=1, nl:=1-2---n, neN

a kombinacdni éislo

(g) =1, néeN,

k k! Kl(n — k)

1

_ — |
(n)zzn(n 1)...(n k—i—l): n! neN, keNo, n>k

Tato ¢isla jsou znamé z kombinatoriky: n! udava pocet permutaci n Cisel; (Z) je pocet

moznych vybéra neusporddanych k-tic z n Cisel.
Plati tzv. binomicka véta:

(a+b)" = Z <Z>akb”k, a,be R, neN.
k=0

Dukaz provedeme indukci: Pro n =1 je

LS=a+b,
1 1
PS = a't? + a%t = a +b.
0 1
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1. ZAKLADNI POJMY A UVOD ZAKLADNI VZTAHY

Vzpometite, Ze klademe a® = 1 pro kazdé a € R. Provedeme nyni indukéni krok

(a+b)"" =(a+Db)(a+b)" = (a+b) zn: <Z> akpnk

k=0

(Z) [ak-f—lbn—k +akbn+1—k}

() ()]

n+1
= Z (n + 1) adonti=a

=0\ J

M=

k=0

— an—l—l bn+1 + Z

nebot z definice kombina¢niho ¢isla lze dokézat (vzpomerite Pascaluv trojihelnik), ze

n n n+1

) +| .| = )

J—1 J J
proj=1,....n

V diikazu jsme se poprvé skutecné setkali s pouzitim zkraceného sumacniho zapisu.
Misto
apr+az+---+ap

piseme
n
> an
k=1

Index k se nazyva scitaci index, ¢isla 1 a n dolni a horni mezi. Diky asociativité, komu-
tativité a distributivité algebraickych operaci plati

n n n
Zak—i-bk Zak—i-Zbk, ank:cZak,
k=1 k=1 k=1

kde ai,...,an,b1,...,b,,c € R. V dikazu binomické véty jsme také pouzili o¢ividnou

dpravu typu
n+1

n n
Zak—anﬂ—i—z% a Zak:ao—l—Zak.
k=0 k=1

Pripomenme dalsi ¢asto pouzivany vzorec vyuzivany k ,zbaveni se odmocniny“. Pro
realnd a,b € R, a # b, a n € N plati

n—1
a —b" = (a—0) Z akpriok, (1.1)
k=0

Tento vztah muzeme dokédzat indukci, nebo pfimo. Vyjdeme-li z pravé strany, pak
n—1 n—1 n—1
((Z _ b) Z akbnflfk — Z ak+1bn717k _ Z akbnfk —
k=0 k=0

k=0
n n—1
— Z akbnfk . Z ak‘bnfk _
k=1 k=0

=a"—-b".
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1. ZAKLADNI POJMY A UVOD ZAKLADNI VZTAHY

Specialné tedy napiiklad plati

2_bv*=(a—D)(a+b),

a® — b = (a — b)(a® + ab + b?).

Pro kladné a, b pak mame

va+vb a—1>b
\/> - \/l; = f - \/l; : = )
( ) Va+vb  a+ Vb
3 2 3 3 3 2 _
%_%:(e/»_%)'f+ﬁgg+g;:3 - 3b 375"
Va2 + Yadb+ V2 Va? + YaVb+ V2
Smyslem téchto (a podobnych tprav pro vyssi odmocniny) je vyjadrit rozdil odmocnin

jako rozdil jejich argumenti. Tyto Gpravy pozdéji vyuzijeme pii pocitani limit nékterych
vyrazu nebo k dikazu spojitosti odmocniny.
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Kapitola ¢. 2

Realné posloupnosti

Realna posloupnost; vlastnosti posloupnosti; vybrand posloupnost; rozsitena realna
osa; okoli bodu rozsirené realné osy; limita ¢iselné posloupnosti; jednoznacnost li-
mity; konvergentni, divergentni posloupnosti; véta o limité vybrané posloupnosti;
kritéria konvergence; hromadny bod posloupnosti; Bolzano-Cauchyova véta; véta o
existenci limity omezené monoténni posloupnosti; algebraické operace na mnoziné
R; véty o nerovnostech v limitach; véta o seviené posloupnosti. Landauova symbo-
lika. Vypocty limit dtlezitych posloupnosti; rekurentné zadané posloupnosti; ¢iselné
tfady; Eulerovo cislo; exponencialni funkce a obecnd mocnina.

2.1 Definice pojmu posloupnosti

Pomoci pojmu posloupnosti mizeme formalizovat procesy probihajici v diskrétnich kro-
cich. Napriklad posloupnost méreni prumérné denni teploty v jistém misté, nebo posloup-
nost aproximaci feseni jisté tlohy. V této kapitole si ukazeme, jak pojem posloupnosti
definovat, jaké vyznamné vlastnosti posloupnosti nds budou zajimat a jak definovat ve-
ledilezity pojem limity posloupnosti.

Definice 20 (Posloupnost): Zobrazeni z mnoziny N do mnoziny R, jehoz definiéni obor
je nekone¢na! mnozina, nazyvime redlna posloupnost.

Nez pristoupime k rozboru tohoto pojmu, uc¢inime nasledujici dohodu. Bez (ijmy na
obecnosti budeme predpokladat, ze zkoumana posloupnost je definovand na celém N.
Pokud tomu tak neni, pak ji lze vzdy vhodné ,pfeindexovat.“ V nékterych prikladech
vSak muze byt vhodné uvazovat mensi indexovou mnozinu (napiiklad pouze suda ¢isla),
v takovém prikladé na to bude ¢tenar jasné upozornén.

Dale budeme pouzivat néasledujici standardni oznaceni. Je-li @ : N — R posloupnost,
pak funkéni hodnotu a v bodé n € D, C N, tj. ¢islo a(n), oznacujeme pomoci dolniho
indexu? symbolem a, a nazyvime n-tym ¢lenem posloupnosti a. Skutecnost, Ze
a : N — R je posloupnost, zapisujeme také zkracené symbolem (a,). Pokud chceme

zvyraznit i defini¢ni obor, tedy pro jaké indexy jsou ¢leny posloupnosti definovany, piseme
(an)nen, ¢i pouze (ap)oo ;.

Priklad: Vyzyvame ¢tendfe, aby vlastnimi slovy zformuloval, jaky je rozdil mezi sym-
bolem a,, a (ay). Srovnejte s podobnou symbolikou u funkei, tedy rozdilem mezi f(z) a

I AN
Priklad: Uvazme posloupnost a : N — R definovovanou predpisem a,, := (—1)" pro
kazdé n € N. Napriklad tedy plati rovnosti a; = —1, ag = 1, ¢i age; = —1. Tuto

posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zptisobem:

a=((-1").

'Nemajici koneény poéet prvki.

2Z4vislost na diskrétnich parametrech (napf. celoéiselnych) vyjadiujeme pomoci dolnich indexii. Jako
napiiklad u posloupnosti: a,. Naopak zavislost na spojitych parametrech pak vétsinou pomoci zévorek,
tj. napiiklad u redlnych funkei redlné proménné piseme f(x).
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2. REALNE POSLOUPNOSTI LiMITA CISELNE POSLOUPNOSTI

Oborem hodnot a je mnoZina obsahujici pouze dva prvky, {—1,1}. Posloupnost a je

graficky znazornéna na obrazku ¢. 2.1. A
Qn
- o s LIRS o - L ERREEEEE ° -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10"
e - PSR P o

Obrézek 2.1: Ptiklad posloupnosti (ay), a, = (—1)".

Podobné jako u funkci, zavadime nékolik typu posloupnosti podle vlastnosti jejich
sousednich ¢lenti. Posloupnost (a,,) je rostouci (resp. klesajici) pokud a,, < an+1 (resp.
an > apt1) pro kazdé m € N.. Posloupnost (a,) je neklesajici (resp. nerostouci)
pokud a,, < an4+1 (resp. a, > ap41). Posloupnost (a,) nazyvdme monotonni jestlize je
nerostouci nebo neklesajici.

Rozmyslete si, jaké z téchto vlastnosti maji posloupnosti na obrazku ¢. 2.2.

Gn
2**1**'**?*1**%*?*#**r*1**
an:2 | | | | | | | | |
1 23 45 6 7 8 9 n
br,
3 n<5 R R e R
bn: ? - | | | | | 6 7 8 9
6-—n, n>5 1 23 45 C,on
.
Cn
3}?#??
Cn:3(—1)n 1 | 3 | 5 | 7 | 9
* 2 4 6 8 M
—3 B S T T Tr™ Ty R

Obréazek 2.2: Tri rizné priklady posloupnosti.

2.2 Limita ¢iselné posloupnosti

V této podkapitole nejprve zavedeme pojem limity posloupnosti a pak prozkoumame
jeho zakladni vlastnosti. Hlavni myslenkou je vyjadfeni intuitivniho pozadavku, aby
se ,Cleny posloupnosti a, blizily libovolné blizko k jistému a.“ Pro¢ by nas takovato
otazka meéla zajimat? V praxi je casto potTeba zjistit, jestli proces, ktery ¢leny dané po-
sloupnosti popisuji, nékam spéje (napf. jestli posloupnost jistych aproximaci konverguje
k hledanému vysledku).

Poznamenejme, Ze limita neni jedinym néastrojem pro zkoumani chovani ¢lenti po-
sloupnosti pro velké indexy n. V dalsi ¢asti tohoto textu se budeme bavit o hromadnych
bodech a Landauové asymptotické notaci, pomoci nichz budeme moci také vyjadrovat
chovani posloupnosti v oo (napriklad i v situacich, kdy danéd posloupnost limitu nema).
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2. REALNE POSLOUPNOSTI LiMITA CISELNE POSLOUPNOSTI

Pristupme nyni k definici limity ¢iselné posloupnosti.

Definice 21: Rekneme, 7e realna posloupnost (a,) mé limitu o« € R, pravé kdyz pro
kazdé okoli H, bodu « lze nalézt ng € N takové, ze pro vSechna n € N vétsi nez ng plati
an € Hy. V symbolech

(VHq) (3np € N)(Vn e N)(n > ng = a, € Hy). (2.1)
Tuto skutecnost miizeme zapsat nékolika moznymi ekvivalentnimi zptsoby:

nh_}rglo a, = a mnebo lima, =« nebo a, — .

Slovné miizeme definici (2.1) preformulovat i takto: a € R je limitou posloupnosti
(an), prave kdyz v kazdém okoli H,, bodu « lezi vSechny ¢leny posloupnosti s dostatecné
velkym indexem, tj. vSechny az na koneény pocet vyjimek. Na druhou stranu, k tomu
aby lima,, = a ale nestaci, aby v kazdém okoli bodu « lezelo nekone¢né mnoho c¢lent
posloupnosti. Uvazte napiiklad posloupnost

| (2.2)

n’

n, n je sudé,

an = . e
n je liché.

V kazdém okoli bodu 0 lezi nekonecné mnoho jejich ¢lend, ale tato posloupnost nemuze

mit limitu, protoze mimo toto okoli lezi taktéz nekonecné mnoho jejich ¢lenti. Prvnich
nékolik ¢lenti této posloupnosti je znazornéno na obrazku ¢. 2.3.

Qnp
- ¢
o S
6" $- oo 3 ffffffff
5 ——————————————————————% ——————— ————————
o T R S
o b
20 i 3 ******* 7 ******* 3 ********
e e
1 3 | . 1 . | .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 n

Obrazek 2.3: Grafické znazornéni posloupnosti (2.2).

Pokud bychom v definici limity zaménili ,ng € N“ za ,ng € R*, pak se jeji smysl
nezméni. Vyznam zustane také zachovan pripustime-li ,n > ng“ misto ,n > ng“. Index
ng totiz vyjadiuje pouze to, ze inkluze a,, € H, plati pro vsechna dostatecné velka n.

Pokud uvazujeme a € R, mizeme definici pfeformulovat a zbavit ji reference na
pojem okoli. Kazdé okoli H, je v tomto piipadé tvaru (o — e, o + ¢) pro néjaké kladné
e. Déle inkluze a,, € H, plati, pravé kdyz |a, — a| < €. Dostavame tedy ekvivalentni
formulaci definice,

lim a,=a€R & (VeeR, e>0)(3ngeN)(VneN)(n>ng = |a, — a] <e).

n—-+00
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2. REALNE POSLOUPNOSTI LiMITA CISELNE POSLOUPNOSTI

Podobnou tvahou pro pripad a = +00 obdrzime néasledujici tvrzeni

nglfooa" =400 & (VeeR)(3ngeN)(VneN)(n>ng = a, > c).
Rozmyslete si podminku pro a = —o0.

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi zavedeného pojmu. Néasledujici véta odhaluje
veledulezitou vlastnost pojmu limity. Posloupnost bud limitu nemd, nebo ji ma a jeji
hodnota je ddna jednoznacné. Jinak feceno, zadna posloupnost nemtze mit dvé rtzné
limity. Pokud tedy dva lidé pocitaji jeden priklad a vyjde jim rozdilny vysledek, pak
aspon jeden z nich musel nékde ve vypoctu udélat chybu.

Véta 22 (O jednoznac¢nosti limity): Kazda ¢iselnd posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Diikaz sporem. PYedpokladejme, Ze (a,) ma dvé riizné limity a,b € R, a # b. Potom
existuji dvé disjunktni okoli H, a Hy, tj. H, N H, = (). Z definice limity ovSem mdame

k dispozici ng € N a mg € N takovd, ze pro vSechna n > ng je a, € H, a pro vsSechna
n > myg je a, € Hy. Tudiz pro libovolné n > max{ng, mg} plati

anEHaﬁHbZQ)

COZ je Spor. ]

P1i pocitani limit vétsinou (pfimo) nepouzivame definici, ale vypocet zaklddame na
znalosti jednoduchych, elementarnich, limit. V nasledujicich tfech prikladech si ukédzeme
jak definici pouzit pravé na téchto jednoduchych posloupnostech.

Priklad: Limita konstantni posloupnosti a, = o, n € N, je rovna a. Bud ¢ > 0 libo-
volné. Zvolime-li jakékoliv ng € N potom pro n > ng trivialné plati

lan, —a| =0 <e. A

Piiklad: Limita posloupnosti a,, = n? je +00. Bud K > 0 libovolné. Zvolime-li pfiro-

zené ng > VK, pak pro kazdé n > ng = VK plati a, = n? > K. A
1
Priklad: Dokazte tvrzeni 1Lm — = 0. Skutecné, bud ¢ > 0 libovolné. Pozadavek
n—oo n
1 1!
lap, — 0] =|—|=—-<e¢
n n

je ekvivalentni podmince n > % Stac¢i tedy k danému € volit libovolné ng € N splnujici

ng > % Pro ilustraci vizte obrazek ¢. 2.4. A
1/n
?
€ : T ® °
I I I I 1 b L4 L °
0 1 2 L3 4 5 6 7 8 9 n
1o

Obrézek 2.4: Grafické zndzornéni posloupnosti a, = 1/n a volby ng pro konkrétni € v
definici limity.
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2. REALNE POSLOUPNOSTI VYBRANE POSLOUPNOSTI

Poznamka: 7 predchozich ti prikladu by mélo byt patrné, ze plati

400 a >0,
lim n® =<1 a=0,
n—oo

0, a < 0.

Toto tvrzeni je snadné® ovérit na zédkladé definice stejné jako v predchozich pifkladech.

Podle toho, zda existuje limita posloupnosti, rozliSujeme nasledujici dva typy po-
sloupnosti.

Definice 23: Bud (a,) posloupnost. Pokud m4 limitu « € R, pak se nazyva konver-
gentni. V ostatnich pripadech ji nazyvame divergentni.

O konvergentni posloupnosti nékdy také ze zjevnych diavodu rikame, ze ma kone¢nou
limitu. Vysledky ptfedchozich ptiklad proto miizeme také formulovat takto: posloupnost
0
je divergentni.
Shrime si nejpodstatnéjsi vysledek predchozich odstavci. Nejelementarnéjsim zpt-
sobem vypoctu limity posloupnosti (ay,) je ispésné provedeni nésledujicich dvou kroki.

( ) je konvergentni, libovolna konstantni posloupnost je konvergentni, posloupnost (n)

1. Uhodni kandidéta na limitu, ozna¢me si ho o € R.

2. Pomoci definice dokaz, ze lim a, = c.
n—0o0

V dalsi ¢asti tohoto textu si ukdzeme sofistikovanéjsi nastroje pro vypocet limit. Velmi
Casto je ndm hodnota limity (pokud viubec existuje) nezndma. Typicky je jeji pfipadnd
hodnota pravé to, co hleddme. Vyvstava proto prirozena otazka: lze rozhodnout o kon-
vergenci posloupnosti (a,) pouze na zakladé znalosti jejich ¢lenu? Na tuto otdzku zane-
dlouho kladné odpovime.

2.3 Vybrané posloupnosti

V piedeslé podkapitole jsme si ukézali, jak pomoci definice ovéfit, Ze jisté a € R je limi-
tou zadané posloupnosti (a,). Ne vSechny posloupnosti vSak limitu maji. Pokud méame
podezieni, ze limita zadané posloupnosti neexistuje, muzeme se pokusit jeji existenci
vyvratit. Jednim ze zptisobli jak vyvratit existenci limity je ,vybrat“ ze zadané po-
sloupnosti dvé podposloupnosti s riznou limitou. Presnéji tento postup rozebereme v
této podkapitolce. Nejprve definujme potrebné pojmy.

Definice 24: Necht (a,) je libovolna posloupnost a (k) je rostouci posloupnost priro-

zenych ¢isel. Pak posloupnost (ag, ) nazyviame posloupnosti vybranou z posloupnosti
(ap). Posloupnost (ag, ) nazyvame také podposloupnosti posloupnosti (a,).

Priklad: Posloupnost (1) je vybrand z ((—1)"). Skuteéné, staci vzit sudé ¢leny, tedy
kn = 2n pro n = 1,2,.... Posloupnost (1) neni vybrana z (n) i presto, ze se ¢len s
hodnotou 1 v posloupnosti (n) vyskytuje. A

Na prvni pohled mtize byt predesls definice nejasna. Cleny posloupnosti (k,) pouze
udévaji indexy ¢lent vybiranych z (a,). Pozadavek aby (k,) byla rostouci znamena, ze
pri vybéru c¢lent se nesmim vracet k predchozim ¢leniim ani nemohu vybrat stejny clen
dvakrat. Pro nazornost uvadime obrazek ¢. 2.5.

30vsem obecnou mocninu jsme jeité nezavedli. V tento okamzik je toto tvrzeni pravdivé pouze pro
a € 2.
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2. REALNE POSLOUPNOSTI KRITERIA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI

n: 1 2 3 4 5 7 8 9 10

6
Ay, - aj as a4 ay as aio
ky: 2 5 6 9
a9 as Qg ag

Obrézek 2.5: Vybirani podposloupnosti z posloupnosti (ay,).

Priklad: Uvazme posloupnost a,, = (—1)"n, n = 1,2,3,.... Prvnich par ¢lenu tedy je
—1,2,-3,4, ... Posloupnost (2n)>2, je vybrana z (ay). Ano, stac¢i volit rostouci k, = 2n
a pak a, = 2n pro kazdé n € N. Posloupnost (2) neni vybrand z (ay,). Sice plati, ze kdyz
polozime k,, = 2, pak ay, = 2 pro kazdé n € N, ale (k;) neni rostouci (je konstantni s
hodnotou 1). A

Thned vyvstava otazka jak spolu souvisi limita posloupnosti a limita jeji podposloup-
nosti? Primo z definice limity nahlédneme platnost nasledujici véty.

Véta 25 (O limité vybrané posloupnosti): Necht posloupnost (a,) méa limitu o € R.
Pak kazda posloupnost vybrana z (a,) mé také limitu a.

Diikaz. Pro (ay) plati formule (2.1). Bud (k) libovolné ostte rostouci posloupnost priro-
zenych ¢isel a b = (ag, ) posloupnost vybrana z (a, ). Bud H, okoli «, limity posloupnosti
(an). Potom existuje ng € N takové, ze pro n > ng je a, € H,. Dle predpokladi o po-
sloupnosti (k) ale existuje ale i mq takové, Ze kp,, > ng. Je-li tedy m > mg pak nutné

a,, € Hy. Posloupnost (ay, ) mé tedy také limitu o. O
1
Priklad: Plati lirf p = 0. Posloupnost (m) je totiz vybrana posloupnost
n——+0o0 4Mn! n :
l cev z v . i
zZ (n) a jiz vime, ze ngrfoo - 0. A

Véta 25 ndm déava jednoduché a uziteéné kritérium pro neexistenci limity posloup-
nosti. Zformulujeme si ho jako nasledujici disledek.

Dausledek 26: Lze-li z posloupnosti (a,) vybrat dvé podposloupnosti s raznymi limi-
tami, pak limita ptvodni posloupnosti (a,) neexistuje.

Diikaz. Dukaz dusledku je ziejmy. Sporem. Kdyby posloupnost (a,) méla limitu a $lo z
ni vybrat dvé podposloupnosti s riaznymi limitami, pak se ihned dostavame do sporu s
vétou o limité vybrané podposloupnosti. O

Priklad: Limita posloupnosti ((—1)”);20:1 neexistuje. Vybereme podposloupnosti se su-
dymi a lichymi indexy. Tj. polozime k, :=2n a ¢, :=2n—1pron =1,2,... Potom obé
vybrané podposloupnosti jsou konstantni s riznymi limitami:

akn:1ﬁ>1, agnzfl—)*l. A

2.4 Kiritéria konvergence posloupnosti
V této kapitole se budeme zabyvat zptsoby jak rozhodnout o konvergenci posloupnosti.
Nejprve si ukadzeme dilezita kritéria pro existenci konecéné limity nevyzadujici jeji a

priorni znalost. Poté probereme praktické véty pro vypocty limit, tedy véty umoznujici
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nam pomoci znalosti limit jednoduchych posloupnosti ¢init zavéry o limitach slozitéjsich
posloupnosti.

Pripomenme si z dfivéjsi prednasky axiom tuplnosti redlnych ¢éisel. Nyni jiz navic
miuzeme podminku, kladenou na délky intervalil, formulovat pomoci pojmu limity.
Poznamka (Axiom tplnosti): Kazdy smrstujici se systém vnorenych uzavienych inter-
vali ma neprazdny prunik. Presnéji, pokud

(an,bn) D (apt+1,bnt1) pro kazdé n € N,
lim (b, — ay) =0,

n—oo

pak existuje redlné x lezici v kazdém z intervali (an,, b,), n € N.
Takovéto = muze byt ocividné nejvyse jedno (rozmyslete!). Predpokladame-li exis-
tenci dvou ruznych prvka x a y, lezicich v pruniku, snadno se dostaneme ke sporu.
Dale si zavedme jesté pojem hromadného bodu, ktery tizce souvisi s pojmem limity
a ktery budeme v této kapitole potiebovat.

Definice 27: Bod a € R nazyvdme hromadnym bodem posloupnosti (a,), pravé
kdyz v kazdém okoli H, bodu « lezi nekone¢né mnoho ¢lentt posloupnosti (ay,).

Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti? Pokud
mé posloupnost (a,) koneénou limitu « € R pak je tato i hromadnym bodem posloup-
nosti (a,). Na rozdil od limit mize mit zadand posloupnost vice hromadnych bodi.
Napf. posloupnost ((—1)™) mé hromadné body 1 a —1, ale dokonce ani nem4 limitu.

I kdyz ma posloupnost pravé jeden hromadny bod, jeji limita nemusi existovat.
Ukazme si tento jev na prikladu. Posloupnost (a,,) zadand predpisem

1

o, n je liché,

{n, n je sudé,
ap =
mé hromadny bod 0, ale nema limitu.

Vztah mezi limitami posloupnosti, hromadnymi body a vybranymi posloupnosti po-
pisuje nasledujici véta.
Véta 28: Bod a € R je hromadnym bodem posloupnosti (ay), pravé kdyz existuje
vybrana posloupnost (ay, ) majici limitu o € R.

Diikaz. <: V kazdém okoli H, lezi nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti (ag,) a tim
padem i posloupnosti (ay).

= Uvazme okoli H,(1), existuje k; takové, ze ay, € Ha(1). Je-lin € N, n > 1, pak
pro okoli H,(1/n) existuje ky > kn—1 spliujici ag, € Ha(1/n). Takto zkonstruovana
posloupnost (ag, ) je vybrana z (a,) a konverguje k . O

Pristupme nyni k dulezité vété nesouci jméno po Bernardovi Bolzanovi (matematik
pochézejici z itélie ale studujici v Praze, 1781 - 1848) a Karlovi Weierstrassovi (némecky
matematik, otec moderni matematické analyzy, 1815 - 1897). Jeji tvrzeni neni vibec
oCividné a jak uvidime v dikazu, plyne z axiomu tplnosti mnoziny realnych c¢isel.
Véta 29 (Bolzano-Weierstrass): Kazdd omezena ¢iselnd posloupnost ma hromadny bod.
Diikaz. Bud (ay) omezend posloupnost. Jisté existuje interval (by,c;1) takovy, Ze obsa-
huje vSechny ¢leny posloupnosti (a,). Rozdélime-li interval (b1, c;) na polovi¢ni intervaly

(b1, bl%> a <b1%, c1), pak aspon jeden z téchto intervalii obsahuje nekoneéné mnoho
¢lent posloupnosti (ay,), ozna¢me ho (b, ca).
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Timto zpusobem induktivné sestrojime systém vnorenych intervalt (b, c,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho ¢lent (a,) a pro jejichz délky plati

Cl—blzo

g (en = bn) = M, e
Podle axiomu tplnosti existuje realné z patiici do kazdého z intervalu (b, ¢,,). Protoze
délky intervalu (b, c,) konverguji k nule, lze pro libovolné okoli H, nalézt n dostatecné
velké na to, aby cely interval (b,,c,) patfil do H,. Proto lze v H, nalézt nekoneéné
mnoho ¢lentt posloupnosti (a,) a x je tedy hromadnym bodem (ay,). O

Poznamka: Jinak feCeno, z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni pod-
posloupnost.

Nésledujici vétu budeme velmi ¢asto vyuzivat. Dava nam totiz postacujici pod-
minku pro konvergenci posloupnosti. Pokud ovéfime tuto podminku (v tomto ptipadé
monotonii a omezenost posloupnosti) pak je zarucena existence jeji koneéné limity. Jak
je patrné z dukazu, jedna se o dusledek predchozi Bolzano-Weierstassovi véty.

Véta 30 (O limité monotonni posloupnosti): Kazd4 redlnd monotonni posloupnost ma
limitu. Tato limita je konec¢né, pravé kdyz je dana posloupnost omezena.

Diikaz. V pripadé, ze je zkoumand posloupnost (a,) neomezena, je z definice limity
ziejmé, ze nlLHgO a, = +00. (znaménko + pro neomezenost shora, — pro zdola).
Predpokladejme, Ze (a,) je neklesajici a (shora) omezena. Potom podle Bolzanovy-
Weierstrassovy véty ma posloupnost (a,) hromadny bod, ozna¢me ho z. Bud H, libo-
volné okoli bodu z. Potom existuje jisté a,, patfici do H;. Do tohoto okoli ale musi
patrit vSechna a, s n > ng, protoze pro né nutné plati a, < x. Kdyby totiz a, prerostlo
x, nemohl by z byt hromadnym bodem (ay,). O

Priklad (Limita posloupnosti harmonickych ¢isel): Zkoumejme limitu posloupnosti

(=5,

Tato posloupnost je oc¢ividné rostouci (pric¢itame kladna cisla). Podle véty o limité
monoténni posloupnosti tudiz existuje jeji limita. Vyberme posloupnost (b,)nen;,

277,
1
k=1
Plati 1 1 1 11
bjt1—bj=— . . >0 =,
T Sy e T T T T T g
Odtud
iy n—1 n
bn:bl+Z(bj+1—bj)Zb1+ 5 =1—|—§.
j=1
Posloupnost (by,), a tedy i (a,), neni omezena shora. Proto
"1
nh_}rrgog 7= +00. A
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Dalsi véta ndm davd nutnou a postacujici podminku pro konvergenci posloup-
nosti. Tedy podminku ekvivalentni s definici. Podstatnou vyhodou této podminky je, ze
vyzaduje pouze znalost ¢lenti zkoumané posloupnosti.

Véta 31 (Bolzano-Cauchy): Posloupnost (a,) je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé
e > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n,m > ng je |an, — am| < €.

Diikaz =. Necht mé (a,) limitu o € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Potom lze nalézt ng € N
takové, ze pro kazdé n > ng je |a, — a| < 5. Takze pro libovolné n, m > ng plati

e €
|an—am|:|an—a+a—am|§|an—a|+|a—am|<§+§:5.

Pti odhadu jsme vyuzili znalosti trojihelnikové nerovnosti. O
Diikaz <. Necht (a,,) spliiuje podminku
(Ve > 0)(3no € R)(Yn,m € N)(n,m > ng = |an — am| < €).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze
|am — any| <1 pro kazdé m > ny.

Jinak feceno, pro m > ng patii a,, do intervalu (an, — 1,an, + 1) = Hy,(1). Mimo
tento interval muze lezet pouze koneény pocet prvku posloupnosti. Posloupnost (ay,) je
proto omezena. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje x € R, hromadny bod
posloupnosti (ay,).

Bud H;(e/2) okoli bodu z. Pro £/2 existuje ng tak, ze pokud m,n > ng pak plati
|an, — am| < /2. Urcité ale existuje m > nyg tak, ze an, € Hy(e/2). Tudiz pro n > ng je

€ €
\an—x|:\an—am—|—am—xl§|an—am|+|am—xl<§+§:€ O
Vratme se jesté jednou k posloupnosti harmonickych c¢isel. Ukazme, ze jeji limita
je nekonecno pomoci Bolzanova-Cauchyova kritéria. Nejprve si opét povSimneme, ze
zkoumand posloupnost (by), b, = > 5 %, je rostouci a tedy méa limitu. Dokazme, Ze
tato limita nemuze byt konecnd (tj. nemuze patfit do R) a proto musi byt nutné rovna
+00. K tomu pouzijeme Bolzano-Cauchyova kritéria, chceme ukézat jeho negaci. Tedy

(Fe > 0)(Vnp € N)(In,m € N)(n,m > ng a |by, — by| > ),

kde (b,) je zkoumand posloupnost. Zvolme ¢ = 3 a bud ng € N libovolné. Polozme

2
n =4ng a m = 2ng, potom n > m > ng a

1
~2n0::7.

1
>
~ 4dng 2

=

4ng
b, — b| = Z
k=2no+1

Coz bylo dokazati.

Poznamka (Podilové kritérium): Na tomto misté je vhodné pfipomenout dal$i posta-
¢ujici podminku pro konvergenci probiranou na cviceni a to podilové kritérium. Bud
(an) posloupnost kladnych ¢isel a necht

Gnp+1

T Ty,

Potom
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e pokud ¢ < 1, pak li_>m an =0,
n [e.9]
e pokud ¢ > 1, pak nh_}rréo an = +00.

Priklad: Vypoctéme limitu

_n?
lim —
n——+oo 2M
Pro limitu podila plati
2
e e I E S AT
lim —<5— = lim - =-<1
n——+o0o Lo n——+oo 2 n 2
Podle podilového kritéria proto pivodni limita konverguje k nule. A

2.5 Algebraické operace na rozsifené realné ose

V ptedchozi kapitole jsme zavedli rozsfienou realnou osu, R = R U {+o00, —co}. Nynf
mezi prvky R rozsifime bindrni operace s¢itani a nasobeni.
Nejprve ale poznamenejme, ze prirozenym zpusobem na R rozsifujeme i porovnani
(usporadani). Konkrétné plati
—o0 < a pro kazdé a € RU {+oc},
a < 4oo pro kazdé a € RU{—o0}.

Nyni se vénujme algebraickym operacim.

Definice 32: Necht a € R v zévislosti na jeho hodnoté definujeme

e a>—00: a+(+00)=(4+00)+a= 400,
e a<+00: a+(—00)=(—00)+a=—00,
e a>0: a-(4+00)=(+00) a=+o0,

e a<0: a-(4+00)=(+0) a=—o0,
ea>0 a-(—00)=(-00) -a=—00,

e a<0: a-(-—00)=(-00) -a=+00

o L=-"L~=0

Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (—b), podil § :=a - %, pouze v pripadé ze
vyraz na pravé strané je definovan. Klademe —(+00) = —o00, —(—00) = +00, | + 00| =
| — 00| = 400 a /400 = 400 pro libovolné k € N.

Nedefinovany zistavajl vyrazy

+ _
too — too, Z£oo+ Foo, 0-(xo0), ﬁ, a4 pro a € R.
+oo” 0
Symboly =+ je ve stejném Fadku je nutno chépat tak, ze vzdy horni a dolni znaménko si
odpovida. Presnéji, vyraz 0o — +0o je zkratka pro dva vyrazy: +o0o — (+00) a —o0 —
(—00), ne pro 400 — (—00). Tento posledné uvedeny vyraz je definovan a jeho hodnota

je +oo.

v, . , _ _ 2 _ v , 4
Piiklad: Plat{ tedy +00 —2 = 400, 4 (—00) = —o0, 7 = 0 a podobné. Vyrazy g,
+00 — (+00), ¢ 0 - (+00) nejsou definoviny a nelze jim dat dobry obecny smysl. A
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2.6 Vety o limitach

Nasledujici véty nam umoznuji ,kombinovat“ jednoduché limity do slozitéjsich, jsou
tedy velmi praktickym néstrojem pro vypocet limit.

Véta 33: Necht (a,) a (b,) jsou realné posloupnosti majici limitu v R. Oznaé¢me a =
lim a, a b= lim b,. Plati

n—oo n—oo

lim (a, + b,) =a+ b,

n—oo

nlgngo(an-bn) =a-b,
lim o =2
n>oo b, b’

pokud je vyraz na pravé strané definovan.

Vsimnéte si, ze aby podil 7 byl definovan, musi byt b # 0. Za chvilku uvidime,
ze odtud plyne existence ng € N takového, ze b, # 0. M4 tedy smysl zkoumat limitu
posloupnosti (ay,/by,).

Dukaz této véty je ponékud zdlouhavy, vzhledem k mnozstvi kombinaci raznych
situaci. Uvedmé aspon argument pro soucet a konec¢né limity. Ostatni pripady lze oSetrit

vvvvvv

Diikaz pro soucet a konecné limity. Predpokladejme, ze a,b € R potom lze pro £/2 najit
no € N takové, ze pro n > ng je |a, — al < e/2 a |by, — b| < /2. Pro tato n pak méme i

€ €

|an, + by —a —0b| = |(an — a) + (b, — b)| < |an, —a| +|b, — ] < 54-5:5.
Podle definice tedy a, + b, — a + b. O
Vsimnéme si, ze ve vété se existence limit lim a,, a lim b,, predpoklada. Opacna tvrzeni

obecné neplati, napfiklad z existence limity lim(a,, + b,,) neplyne existence limit lim a,
a lim b,,. Jako ptiklad mizeme uvést nasledujici volbu posloupnosti:

an = (=1)" a b, =(—1)""%

Protoze a, + b, = 0 plati pro kazdé n, existuje limita souctu, ale limita ptvodnich
posloupnosti neexistuje, jak jsme jiz ukazali drive.

Uvedme jesté jeden dilezity disledek véty 33.
Disledek 34: Bud ¢ € R konstanta a (ay), (b,) posloupnosti s limitami v R. Potom
plati

lim ca, =c- lim a,,

n—-+400o n—-+4o0o
lim (a, —b,) = lim a, — lim b,.
n~>+oo( m n) n—-4o0o " n—-+4o0o "

Dukaz. V pripadé prvniho tvrzeni disledku staci vyuzit vétu 33 a jeji tvrzeni o soucinu
s posloupnosti (ay) a konstantni posloupnosti b, = ¢. K nahlédnuti druhého tvrzeni si
pak stac¢i uvédomit, ze a, — b, = a,, + (—1) - b, a pouzit prvni ¢ast disledku a vétu 33
o souctu. O

Priklad: Vypoctéte

23 —dn+5
].- llm 737
n—oo n—mn
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VETY O LIMITACH
2> —4n+5
2. lim ——————,
n—00 n —nd

o223 —4dn+5
3. lim —_—
n—o00 n—mn

Je potieba pouzit predchozi vétu, ale pred tim je tfeba vyrazy za limitou vhodné upravit
V prvnim prikladé plati

Citatele a jmenovatele pomoci souc¢tu/rozdilu limit).

Vsimnéte si, ze predchozi vétu jsme pouzili hned nékolikrat (podil limit, vypocet limity
V druhém piikladé podobné mame

Co2m?—4An+5
111’117

o 2—%+%_2—0+0_0
n—00 n —n3 _nggo %_n - 0 — 0o = U
A konecné ve tretim
iy 20— An 45 2 -4y 00— 040
e = = =

—00
0-1
n
Samozrejmé zpusobu jak provést dpravu téchto typu zlomku, tak aby bylo mozné pouzit
vétu na podil/soucin/soucet limit, je vice moznych.

A

Dalsi véta nam ukazuje, jak se chova absolutni hodnota vici limité.
Véta 35: Necht (a,) je redlnd posloupnost. Pak plati nasledujici dvé tvrzeni

lim a, =«

n—+o0o = ngr—lr—loo |an| - |Oé|,
lim a, =0 <  lim [a,|=0.
n—-+o0o

n—-+o00

Dukaz. Dokazme nejprve prvni ¢ast. Pokud a = 00, pak je diikaz pfimocarym pouzitim
definice. Uvazme a € R. Pro libovolna x,y € R plati

|z = Jy] < |= —yl.

(2.3)
Skute¢né, podle trojihelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu plati |a + b| < |a| + |b]
pro reilna a,b. Polozime-li a = x — y a b = y, pak

lz| < |z —y| + [y

—
Zaménnou x za y a y za x pak

lz| = [y| < |z -yl

yl =zl <ly—z[ = |z[=lyl= |z -yl
Celkem (2.3). Bud € > 0. Potom dle predpokladu existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n vétsi nez ng je |a, — a| < e. Diky vySe odvozené nerovnosti pak ale pro tato n plati i

llan| — ||| < |an — @] < e. Prvni ¢dst tvrzeni je timto dokdzéna.
Ekvivalence v druhé ¢ésti plyne z rovnosti

[lz] = 0] = | = 0]

platné pro kazdé realné x.

O]
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Priklad: Predchozi véta tedy rikd, ze muzeme beztrestné zaménovat potradi pocitani
limity a absolutni hodnoty. Napriklad

1
lim ‘—2‘ =

n—+oo [N

lim (1—2)‘_\—2|_2. A

n—+oo \ N

Véta 36: Necht (a,,) je redlna posloupnost s nezdpornymi ¢leny a necht k € N je pevné
dané cislo. Pak plati

lim a, =a €R{U{+x} = lim ¥a, = Yo
n—+o00

n—-+00

Diikaz. Uvazme piipad o € RT. Podle piedpokladi existuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze
¢ < ay, pro kazdé n a ¢ < a. Déle si staé¢i povsimnout, ze?

lan, — af lan, — «f
k/a — — .
Ve | Lrak a4 apah 2 4okl T kRl
Je-li tedy e > 1O zadano libovolné, pak Ize podle predpokladu nalézet ng € N tak, zZe
lan — o] < #5—. Potom ale podle nerovnice vyse je

| /an — Vol <e.

Uvazme pifpad a = 0. Bud ¢ > 0 libovolné. Pro €* existuje ng € N tak, ze pokud
je n v&tsi nez ng plati 0 < a,, < . Pro tato n je pak ale i 0 < ¥ag < . Cili (¥/ax)
konverguje k 0.

Pripad o = +00 se vysetii analogicky. O

Priklad: Vypoctéte limitu

lim vVn2+2n+5—
n—oo

Vsimnéte si, ze nelze pouzit vétu o limité souctu. Dostdvame nedefinovany vyraz +oo —
(+00). Skutecné, protoze 1im n? + 2n + 5 = 4oo pak podle piedchozi véty plati

lim vn2+2n+5 = +oo. K vypoctu nasi limity pouzijeme tpravu

n—0o0

m+5— 2+ 2
li_)m Vn24+2n+5— n—h_}m n;—;z—i— n” —1i_)m\/27"5 =1.
n n

Zde jsme v posledni kroku vyuzili predchozi véty. Konkrétné

lim \/1—|— +* \/hm 1+ — +5)—\/1+0+0—1. A
n—-+00 n—>+oo

2.7 Nerovnosti a limity

7 nerovnosti mezi limitami lze odvodit nerovnost mezi ¢leny posloupnosti a naopak z
nerovnosti mezi ¢leny posloupnosti 1ze odvodit nerovnost mezi jejich limitami. Hlavnim
vysledkem této podkapitolky je véta o seviené posloupnosti, kterou s vyhodou vyuzi-
vame, pokud neni mozné vyuzit véty o souctu, soucinu, ¢i podilu limit.

Véta 37: Necht redlné posloupnosti (a,) a (b,) majf limity v R. Pokud
lima, < limb,

potom existuje ng € N tak, ze pro vSechna prirozend n > ng plati a, < by,.
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Obréazek 2.6: Ilustrace k vété 37

Diikaz. Oznacme o = lima, a 8 = limb,, plati a < . Predpokladejme, Ze « i 5 jsou
koneénd. Potom pro e := ’B%O‘ existuje ng € N tak, Ze pro pro n > ng je a, € Hy(e)
a b, € Hg(e). Protoze jsou tato okoli disjunktni plati jisté navic pro tato n nerovnost
an < by.

Podobnym zptsobem snadno ovérime i pripad kdy jsou « ¢i 5 nekonecna. O
Priklad: Jako priklad uvazme a, = 2 — % ab, =1+ % Jejich limity jsou lima, =2 a
lim b, = 1. Existuje tedy ng € R takové, ze pro kazdé n > ng prirozené plati a,, > b,. V
nasem piipadé lze za ng volit ¢islo 4. A

Diisledek 38: Necht (a,) a (b,) jsou realné posloupnosti majici limitu v R. Pokud
existuje ng takové, ze pro vSechna ptirozend n > ng je a, < b,, potom lima,, < limb,.

Dikaz. Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze lima, > limb,. Potom podle
predchozi véty existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ng plati a,, > b,,. To je ovSem
ve sporu s predpoklddanymi vlastnostmi posloupnosti (a,) a (by). O

Vsimnéte si, ze neostrost nerovnosti je zde dilezita. Napriklad, pro a, = % ab,=0
plati ostra nerovnost a, > b, pro kazdé prirozené n, ale lim a,, = lim b,, = 0.

Nyni se dostavame k velmi dilezité vété, kterou Casto pouzijeme. Jeji myslenka spo-
¢iva v tom, ze dokazeme-li ,dobre vystihnout* chovani dané posloupnosti pomoci po-
sloupnosti se zndmymi shodnymi limitami, pak zndme i limitu zkoumané posloupnosti.

Véta 39 (O seviené posloupnosti): Necht (ay,), (by) a (¢,) jsou redlné posloupnosti pro
které plati

1. (3no e N)(Vn e N, n > ng)(a, < b, <cy)
2. posloupnosti (a,) a (¢,) maji stejnou limitu o € R.
Potom existuje limita posloupnosti (b,) a plati lim b, = «.
Diikaz. Bud H, okoli bodu «. Existuje mg € N tak, ze pro n > mg patii jak a, tak ¢,

do H,. Pro n > max{ng, mg} do tohoto okoli musi patfit i b,, protoze a, < b, < c,.
Proto mé posloupnost (b,) limitu rovnou a. ]

4Dokézéno na cvideni.
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bnﬂ CTZ

Obrazek 2.7: Tlustrace k vété 39.

sinn

Priklad: Vypoctéte limitu nh~>ngo . Funkee sin mé obor hodnot Hg, = (—1,1). Tedy

plati nerovnost
—1<sinz <1, prokazdéz e R.

Tudiz pro kazdé prirozené n plati

1 sinn 1
——< < -
n n n
y . =1 : . c
Protoze ale lim — = lim — = 0 je podle predchozi véty
n—o00 n n—oo
sinn
lim " =0, A
n—oo N

Priklad: Pokud zkoumédme posloupnost o které mame podezreni, Ze jeji limitou je +oo,
pak nam stac¢i udélat odhad pouze z jedné strany, zespoda. Skutec¢né. Uvazme napiiklad
posloupnost

an =02+ (-1)"n, n=1,2,3,...

Vzhledem ke kladnosti a omezenosti zavorky ocekavame, ze limitou bude +oco. Nelze ale
pouzit vétu o limité souéinu, protoze limita zavorky neexistuje. Kazdy ¢len posloupnosti
ale mtzeme odhadnout zespoda takto,

an=024+CD")n>2-1)n=n, nel
O posloupnosti (n) vime, ze jeji limitou je +00. Odtud ihned plyne (prakticky hned z
definice), ze limitou nasi posloupnosti je také +oo. A

2.8 Uvod do Landauovy symboliky

K vyjadreni rychlosti ristu posloupnosti, ¢i porovnani rychlosti ristu dvou posloupnosti,
se ¢asto vyuziva Landauova’symbolika (téZ znamda pod oznacenim O-notace).

Definice 40: Necht (a,) a (b,) jsou &iselné posloupnosti. Rekneme, 7e
e a, ~ by, kdyZ existuje posloupnost (ay,) takova, ze

lim o, =1 a a, = ayb, prokazdén e N.
n—oo

SEdmund Landau, némecky matematik, 1877 — 1938.
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e a, = O(by,), kdyz existuje konstanta ¢ > 0 a ng € N tak, ze
|an| < ¢|b,| pro vSechnan > ny.

Jestlize a, ~ by, pak se pro velkd n obé posloupnosti ,chovaji stejné“, jsou tzv.
asymptoticky ekvivalentni.

Priklad: Ovérte, ze ~ je relaci ekvivalence na mnoziné vsech posloupnosti. A

Tvrzeni a, = O(b,) naopak tikd, Ze (a,) neroste rychleji nez (b,) pro velkd n. Je
tedy znac¢né hrubsi nez ~.

Pokud b, > 0 pak lze definici uvedenou vyse preformulovat do nasledujictho tvaru
Qn,

anp ~b, < lim
n—oo

=1
bn, ’
a, = O(b,) < posloupnost <Zn> je omezena.
n

Priklad: Napriklad plati

n? + %n -1~ n2,
2n = O(n?),
- O(nQ)a
4n* = O(n?). A

Zapis a, = O(by) neni prilis stastny. Lepsi je ho chdpat ve smyslu a, € O(by,).
Historicky se vsak ujal a pouziva se. Naptiklad pokud a,, = O(n) a soucasné b,, = O(n),
neplyne odtud, ze a,, = b,,.

2.9 Priklady

V této podkapitole vypocteme nékolik zakladnich limit, které se casto hodi znat pri

vypoctech. V predeslé c¢asti textu jsme totiz odvodili nékolik vét, které vsak v podstaté

nelze pouzit, nezname-li limity aspon nékterych jednoduchych posloupnosti.
Pripomenme, zZe hned po zavedeni pojmu limity posloupnosti jsme si prakticky od-

Vv

400, a >0,
lim n% =<1, a =0,
n—oo

0, a < 0.

Pristupme nyni k dalsim prikladtm.
Priklad: Plati
lim /n = 1.

n—o0

Polozme h,, := {/n—1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n = 1,2,3,... Z binomické
véty dostaneme pro n > 2

n=(1+h)" =% (Z)hf; > 1+ <Z>hi

k=0
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a tedy pro n > 2 plati
n(n —1) 2
2 "
Pron > 2 je vyraz @ kladny a mizeme jim proto posledni nerovnost vydélit a diky
nezapornosti h, poté i odmocnit. Po téchto tpraviach dostdvame

n—1>

2
0< hy, <y/—.
n
Odtud ihned pomoci véty o seviené posloupnosti dostavame li_>m h, = 0. A
n o0

Priklad: Pro kazdé a € R, a > 0, je
Jim Va=1.

e Piipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati
1< {a < Yn.

V predchozim prikladé jsme vSak ukazali rovnost ILm Yn = 1. TudiZ podle véty o
n oo

seviené posloupnosti lim Va = 1.
n—oo

1
e Piipad 0 < a < 1: Z predchozi bodu plyne lim {/— =1, tudiz

n—00 a

lim ¥a = lim

1
— = 1.
n—oco n—o0o 7\1/1
a

lim Vn! = +oc0.
n—oo

Priklad: Plati

Pii vypoctu této limity vyuzijeme nasledujici trik. Cleny v sou¢inu dvou faktorial pro-
michame v ,zrcadlovém® poradi:

( 2.3.
—(1n)- (2 (1= 1) (- (1=2) -+ (n-1) =

Z grafu paraboly f(z) = z(n+ 1 — x) je zfejmé (vizte obrézek ¢. 2.8), ze
fk) = f(1) = f(n) =n
a proto (n!)? > n™. Kone¢né, 2n-t4 odmocnina déva

Unl > vVn — +oo. A

Priklad (!!!): Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti (a™) plati:

0, la| < 1,

1 =1
lim a" = ’ “ ’
n—00 00, a>1,

neexistuje, a < —1.
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Obrézek 2.8: Tlustrace k vypoctu ptrikladu vypocétu limity posloupnosti V/n!.

e Jednoduché pripady: Pokud a = 0 nebo a = 1, pak se jedna o konstantni posloupnost
jejiz limita je rovna prislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz ukézali, ze limita
((=1)™) neexistuje.

e Nechf 0 < |a| < 1. Plati

ja™ | =|a"| - |a] < |a"].

Posloupnost (]a”D je tedy klesajici a omezend, 0 < |a"| < |a|. Z véty o limité
monoténni posloupnosti plyne existence koneéné limity, oznacme ji L = li_>m ]a"|.
n oo

Posloupnost (|a”+1|) je vybrana z (|a”|) a proto maji stejnou limitu. Konecné

L= lim |a""| = lim |a|-|a"| = |a|- lim |a"| = |a]|- L.
n—00 n—00 n—r00
Diky predpokladiim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.

e Piipad @ > 1: Podobné jako v predchozim pi{padé ukdzeme, ze (a") je rostouci
posloupnost zdola omezenda napr. ¢islem 1. Existuje proto limita L = le a". Protoze
n oo
posloupnost roste, musi nutné byt L > a. Navic plati

L=lima"'=qa lima*=a-L.
n—o0 n—oo

Protoze ale L > a > 1 mulze tato nerovnost platit pouze v pripadé L = +oc.
e Piipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (a?") = ((ag)n) nyn{ podle piedchoziho
bodu plati lim a®® = +o0, protoze a? > 1.
n—oo

Limitu vybrané posloupnosti (a?"*1)) snadno spoéteme

lim ®"™ =a- lim ¢® =a- (+00) = —c0.
n—oo n—oo

Nasgli jsme dvé vybrané posloupnosti s rtuznymi limitami. Puvodni limita, tj.
li_>m a”, tedy neexistuje. A
n oo

Shriime si doposud odvozené limity v tabulce ¢. 2.1.
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posloupnost limita
400, a >0,
(n®) ., a=0,
0, a <0.

( n n' ) —"—OO
0, la| < 1,
(a”) 1, a=1,
+00, a>1,

neexistuje, a < —1.

Tabulka 2.1: Znamé posloupnosti a jejich limity.

2.10 Rekurentné zadané posloupnosti

Doposud jsme se v prikladech setkavali pouze s explicitné zadanymi posloupnostmi, tj.
pro dané n bylo a,, explicitné dano pomoci vzorce obsahujicitho pouze n. Pokud je n-
ty ¢len posloupnosti zadan pomoci predchéazejicich ¢lent, nazyvame danou posloupnost
rekurentni. Rekurentni posloupnost nemusi byt mozné prevést na explicitné zadanou.
Na rekurentni posloupnosti narazime velmi c¢asto, napr. Newtonova metoda, o které
budeme mluvit pozdéji, nam déva rekurentni posloupnost aproximujici feseni rovnic
tvaru f(z) = 0.

Priklad (Fibbonacci): Jednou z nejzndméjsich rekurentné zadanych posloupnosti je
Fibbonacciho posloupnost (F,)5 ; definovana predpisem

F,=F, 1+F, 2 n=3,45,..., Fi=F=1. A
Priklad: Uvazme posloupnost (a,) definovanou predpisem

ag=1 a ap,=+/an_1+2pron=2,3,4,....

Nejprve si vSimnéme, ze kdyby limita posloupnosti existovala (oznacme ji a), pak z
defini¢niho vztahu plyne

a= lim ap,.1 = lim va, +2=+Va+2.
n—o0 n—oo

Tento vztah je v Ry splnén bud pro a = 2 nebo a = +o00. Prvni moznost by nastala v
pripadé omezenosti, druhd v pfipadé neomezenosti, posloupnosti (ay,).
Pokusme se nejprve ukazat, ze (a,) je monoténni. Zrejmé a, > 0, n > 1, a tedy

Un < pi1 =Van +2 <= d2<a,+2 <= 0<(2—a)(an+1)
= q,<2.

Posloupnost roste, pravé kdyz a, < 2, n € N. Tuto nerovnost mizeme dokazat matema-
tickou indukef:

1. Pron =1: a, =1 < 2 plati z definice.

BI-ZMA, Kalvoda & Vagata, KAM FIT CVUT 35 7S 2014/2015



2. REALNE POSLOUPNOSTI CISELNE RADY

2. Predpoklddejme, ze pro pevné n € N, n > 1, plati a,, < 2: Potom
LP.
On+1 = Van+2 < V242=2.

Ukézali jsme, Ze posloupnost (a,,) je rostouci a shora omezend. M4 tedy konecnou limitu,
kterd je nutné rovna ¢islu 2. A

Studiem rekurentnich posloupnosti se podrobnéji zabyva predmét BI-ZDM. Pro né-
které typy rekurentnich posloupnosti (napf. linearnich s konstantnimi koeficienty a spe-
cidlni pravou stranou) existuji algoritmy na jejich feseni (tj. postupy pro ziskani jejich
explicitniho vyjédfeni). My se s rekurentni posloupnosti setkdme pfi studiu Newtonovy
metody a zkoumani slozitosti algoritmti v kapitole 9.2.

2.11 Ciselné fady

V této casti se budeme zabyvat specidlnim typem ¢iselnych posloupnosti, ¢iselnymi fa-
dami. Rady vznikaji postupnym séitanim ¢lentl zadané posloupnosti. Za¢néme nejprve
definici.

Definice 41: Formalni vyraz tvaru

o0
Zak:a0+a1+a2+---,
k=0

kde (ay)72, je zadana ciselnd posloupnost, nazyviame ¢iselnou fadou. Pokud je po-
sloupnost ¢asteénych souctu

n
Sp = Zaka TLEN[),
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném piipadé mlu-
vime o divergentni ¢iselné radé. Souc¢tem konvergentni rady Y 7o, ar nazyvame hod-
notu limity lim s,.
n—oo
Konvergence fady se zachova, zménime-li konecny pocet ¢lenu rady. Specialné kon-
vergence fady ) pZ ax je ekvivalentni konvergenci fady ) g2, ax pro libovolné zvolené
ng € N.

Poznamka: Je dilezité rozliSovat mezi pojmy ,posloupnost® a ,fada“. Castou chybou
je vzajemné pleteni a nepochopeni téchto pojmi. Napiiklad posloupnost (a,)2%;, a, =
n? je dobré si predstavovat jako sérii po sobé jdoucich ¢isel

1, 4,9, 16, 25, 36, ...
a fadu Y 0% a, pro stejnou posloupnost (a,) jako sérii po sobé jdoucich ¢isel
1, 5, 14, 30, 55, 91, ...
Priklad: Pro |¢| < 1 rada
oo
> (2.4)
k=0
konverguje. Skutecné, ¢leny posloupnosti ¢astecnych souctu lze primo secist,

n k_liqn—&—l

Sn=_4q

_ (2.5)
k=0 l—gq
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1
Takze hm Sn =1 V zavislosti na g proto soucet mizeme vyjadrit nasledovné
—q

[e.9]

1
k

= <1
> q T lq|

Poznamenejme, ze z rovnice (2.5) také plyne divergence rady (2.4) pro ¢ > 1 nebo
q < —1. Pokud g = 1, pak lze také snadno ovérit, ze diverguje. A

O nékterych faddch mizeme rovnou rozhodnout, ze diverguji, aniz bychom slozité
zkoumali jejich ¢astecné soucty. Mame totiz k dispozici nasledujici vétu.

Véta 42 (Nutnd podminka konvergence): Pokud fada > 32 ar konverguje, potom pro
limitu séitancii plati klim ap = 0.
—00

Dikaz. Ozna¢me S € R soucdet nasi konvergentni fady a (s,) posloupnost jejich ¢astec-
nych souctti. Pro libovolné kladné celé n plati

0<lan| =80 — Sn—1| =|sn =S+ S — spn—1| < |sn — S|+ |5 — sn—1].
Protoze S = lim s, dostavame z véty o seviené posloupnosti lim a, = 0. O
n—oo n—oo

Priklad: Predchozi vétu pouzivame k vyvraceni konvergence. Véta vlastné 1ika, ze po-
kud posloupnost s¢itanci nekonverguje k nule (nebo vitbec nemé limitu), pak ptislusna
rada diverguje. Napriklad o radach

i Vi i (1) i k+2
k? -1 ) N

k=1 k=1 o k3

muzeme ihned tvrdit, ze diverguji, protoze (poporadé)

k+2
lim VEk=+oo, lim (—1)* neexistuje, lim R A
k—+oo k—+o00 k—stoo k + 3

Podminka v predchozi vété je pouze nutna. Pokud séitanci konverguji k nule, tak
stale nemuzeme tvrdit, ze fada konverguje. To nam ukazuje nasledujici priklad.

Priklad: Uvazme fadu
i 1
o vk
tedy ap = ﬁ, pro k=1,2,... Vime jiz, ze plati
hm ar = 0.
k—o0

Ale pro ¢astecné soucty (s,) plati
n n

Proto lim s, = 4+00. Zkoumana fada diverguje. A
n— oo

— .

3\
3\
g

K odvozeni dalsich kritérii pro testovani konvergence fad budeme opét potiebovat
Bolzanovo-Cauchyovo kritérium.
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(0.)
Véta 43 (Bolzano-Cauchy): Rada Z ay, konverguje praveé tehdy, kdyz pro kazdé e > 0

k=0
existuje ng € R tak, ze pro kazdé n > ng a p € N plati
lan + ant1 + -+ angp| < e.

Diikaz. Jedné se pouze o pouziti Bolzanova-Cauchyova kritéria konvergence na posloup-
nost ¢asteénych souctit ptislusné rady a preznaceni nékterych symboli. O

Vsimnéte si, ze ma-li fada > 72, ar nezaporné cleny, pak je posloupnost jejich ¢as-
tenych souctd monoténni. Vime tedy, ze tato fada bud konverguje, nebo je limita jejich
¢astecnych souctu rovna +oo. Mame-li fadu ) _p—; ax s ¢leny ruznych znamének, pak je
prirozené ptét se, v jakém vztahu je jeji konvergence vzhledem k fadé Y 72, |ax|, kterd
ma uz nezaporné c¢leny.

Definice 44: Ciselnou fadu > re ax nazyvame absolutné konvergentni, pokud rada
Yorc g |ak| konverguje.

Véta 45: Pokud fada absolutné konverguje, potom konverguje.

Diikaz. Pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéra pro konvergenci rady. Bud >-72 a ab-
solutné konvergentni fada. Potom pro € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > ng a
p € N je

lan + @n1 + -+ angp| < lan| + ang1] + - + |angp| < e

Rada 3272, ax tedy konverguje. O

Poznamenejme, ze fady které jsou konvergentni, ale nejsou absolutné konvergentni,
jsou citlivé na zménu poradi s¢itani ¢lenti. Jinak feceno, u absolutné konvergentni rady
nezalezi na poradi, v jakém ¢leny s¢itdme, vysledek bude vzdy stejny. Tak tomu ale neni
u fad které konverguji neabsolutné.

Véta 46 (Leibniz®): Bud (ax)?2, monoténni posloupnost s nezdpornymi éleny konver-

gujici k nule. Potom je tada
o0

> (=Day

k=1

konvergentni.

Dukaz. Dukaz Leibnizova kritéria vynechavame. Plyne z Dirichletova kritéria, které jsme
si ani nevyslovili, natoz dokazali. O

Priklad: Priikladem konvergentni rady, kterd ale neni absolutné konvergentni je rada

i (=1)*

k=1 k

Skutecné, tato rada konverguje podle Leibnizova kritéria, protoze posloupnost (1/k) mé
kladné ¢leny a monoténné konverguje k nule. Rada z absolutnich hodnot ¢lent je 372 4 %
o které jiz vime, ze diverguje. A

itéri A dale vyslovi j i uzi A verovani utni -
Kritéria, kterd dale vyslovime, jsou prakticky pouzitelna k ovérovani absolutni kon
vergence Tfad. Za¢néme nejprve srovnavacim kritériem.

5Gottfried Leibniz, némecky matematik, 1646 — 1716.
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Véta 47 (Srovnavaci kritérium): Necht pro kazdé k € N plati odhad 0 < |ag| < bg a
necht fada Y 3 bx konverguje. Potom fada > 72 ar absolutné konverguje.

Dukaz. Opét pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéria. Lze postupovat shodné jako v
dukazu véty 45. Tvrzeni opét plyne z odhadu zaloZzeném na trojuhelnikové nerovnosti,

lan + any1 + - "an+p| <lan| + lant1| + -+ |an+p| <bp+bpy1+ - buyp. O

Jiz vime, Ze fada 332, ¢* konverguje pro |q| < 1. Tohoto faktu s vihodou vyuzijeme
v diikazu nasledujici véty.
Véta 48 (d’Alembertovo’ kritérium): Budte ax > 0, k € N. Pokud pro vSechna k € N
od jistého ng € N plati odhad

a
ﬂ§q<1’
ag

pak rada > .72 ar (absolutné) konverguje.

ak+1
Qg

Diikaz. Necht tedy pro kazdé k > kg plati odhad
pro kazdé k > kg plati

< ¢ < 1. Odtud nahlédneme, ze

k—k,
ar < g Pag,.

Uz ale vime, ze fada Y72, ¢* konverguje pro |¢| < 1. Podle srovnavaciho kritéria tedy
konverguje i fada Y 7o ak. O

Poznamka: K splnéni podminky d’Alembertova kritéria naptiklad staci, kdyz

. Af+1
lim —~F

=qg<l1.
k—oo Qg

Daéle poznamenejme, ze pokud vsechna a; jsou kladna a

Il > 4> 1 (2.6)
a

pro k > kg, potom rada
o
>
k=0

diverguje, protoze neni splnéna nutnid podminka konvergence. Skutecné, podle podilo-
vého kritéria pro posloupnosti pak totiz plati klim ay = +00. K splnéni podminky (2.6)
— 00
staci, aby
. An+1
lim

n—oo  q,

=q>1.

Poznamenejme, ze d’Alembertovo kritérium zdaleka neni vSemocné. Napriklad o fadé

POy % vime, ze diverguje. OvSem pro limitu podila plati
1
lim # = i =1

D’Alembertovo kritérium tedy o konvergenci, resp. divergenci, této konkrétni fady ne-
rozhodne. Existuji dalsi kritéria pro vysSetfovani konvergence ¢iselnych fad (Cauchyovo,
Gaussovo, a dalsi). V dalsi ¢asti prednasky odvodime jesté integralni kritérium.

Piistupme nyni k prvni zajimavé aplikaci ¢iselnych fad. Pomoci ¢iselné rady mtzeme
déat prirozeny vyznam nekoneénému desetinnému c¢iselnému rozvoji.

"Jean d’Alembert, francouzsky matematik, 1717 — 1783.
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Priklad (Desetinny rozvoj): Bud (ay)?2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z
mnoziny {0,1,...,8,9}. Potom klademe

00
O.a1a0as -+ = Z ag - 107F.

Rada konverguje a jeji soucet jednoznaéné definuje jisté realné ¢islo. Konvergence plyne
ze srovnavaciho kritéria, zrejmeé
1 k
ag - 1077 <9 | —
* - (10)

k
a fada Y72 (1—10) konverguje. A

2.12 Eulerovo cislo

vvvvvv

deme Eulerovo c¢islo nejprve definovat jako soucet jisté Ciselné rady a poté se budeme
vénovat dalsim zplsobiim jeho vypoctu a vlastnostem.

Uvazme fadu
i L _ 1+ — ! + ! + ! + -
K ! !
= k! 1! 3!
Jedné se o fadu nezapornych ¢lent pro jejichz podily plati
1

lim (k+1)!
k—o0

1
= lim —— =0<1.
Podle d’Alembertova kritéria proto rada konverguje.

Poznamka: Konvergenci této fady muzeme ukézat i pfimo (z definice). Posloupnost
jejich ¢aste¢nych souct”

"1
n=l g "

je monoténni a omezenda. Skutecné,

11 1 1
—1+1 - S
S N L N L S S DU
1 1 1 1 1— 4L
<1+1 — 4. =1 2" < 3.
Flt gttt gy =1+ i

Timto postupem ziskdavame i horni odhad hodnoty jeji limity. Soucet zkoumané rady
tedy lezi mezi ¢isly 1 a 3.

Definice 49 (Eulerovo ¢islo): Rada

=1

2

konverguje, jeji soucet znacime e a nazyvame Eulerovym cislem.

8Leonhard Euler, §vycarsky matematik, 1707 — 1783.
9Do konce této podkapitoly bude symbol s, vyhrazen pro tento soudet.
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2. REALNE POSLOUPNOSTI EULEROVO CisLoO

Pri vypoctech limit ¢asto narazime na potrebu vypocist limitu posloupnosti

ap 1= (1 + i)n (2.7)

Vsimnéte si, ze na ni nelze pouzit zadnou z dosud probiranych vét na vypocet limity.
Nejednd se o soucin/podil/odmocninu z zddnych znamych limit.

Lemma 50: Posloupnost (a,) konverguje a jeji limita je e. Tedy

n
lim a, = lim <1+ ) =e.
n—oo n—o0 n

Poznamka (Castd chyba): Pozor, ackoliv v limité

lim (1 + :L)” (2.8)

n—oo
. ) : . 1 )
vyraz v zavorce konverguje k 1, hﬁm 14+ — = 1, a konstantni posloupnost 1" = 1
n oo
konverguje k 1, neni limita (2.8) rovna 1!
Diikaz. Pomoci binomické véty a tipravou kombina¢nich ¢isel upravime!? vyraz pro a,,
1\" n n\ 1 n 1 k—1 ]
ap=(14+—-) = — = — 1—=.
() B (e Za L)

Odtud ihned plyne odhad a,, < s, < 3. Déale lze vyraz vyse odhadnout néasledovné

n+1 1 k—1 ]
< — 1-— = .
n Z k! 2 ( n+ 1) In+1

Pri odhadu jsme zvétsili kazdy vyraz v zavorce a pridali jeden kladny ¢len. Posloupnost
(an) je tedy monoténni a omezend. Oznac¢me jeji limitu a.
Pro m > n médme odhad

Odtud limitnim prechodem m — oo dostavame nerovnost

"1
az;;ﬁ:sm n=12...

Uzavirame, ze pro kazdé n plati nerovnost
an < Sp, < a.

Podle véty o limité seviené posloupnosti ziskdvame kyzenou rovnost a = e. Tim je dikaz
lemmatu dokoncen. O

°Pro m < n se standardné klade

ﬁ ar = 1.
k=n
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2. REALNE POSLOUPNOSTI EULEROVO CisLoO

Uvazme déle posloupnost
1 n+1
@,:<1+) . (2.9)

Protoze plati rovnost

je limita posloupnosti (b,,) také rovna e. Ukdzme, ze posloupnost (b,) je klesajici. Pro
kazdé n by tedy meélo platit

1 n+2 n-+2 n+2 n-+1 n+1 1 n+1
b =14+ —- = < =|14—- = b,. 2.10
B )

n+1
n—+2

n+2 (n+1)(n+1)\""!
() < )

n+1 (n+2)n

n+1
Po vynéasobeni kladnym c¢islem ( ) je tato nerovnost ekvivalentni

Upravime pravou stranu této nerovnosti:

(S5 o)

(n+2)n n+ 2
n+1 oy . s
=1+ ——— + dalsi ¢leny binomické formule.

(n+2)n

Ukéazeme-li
<n + 2) 14 n+1
n+1 (n+2)n

budeme hotovi. Protoze (Z—ﬁ) =1+ n%rl, dostavame nerovnost

1 n+1

< )
n+1  (n+2)n
coz je ekvivalentni
n(n+2) < (n+1)>%

To vSak ziejmé plati, ¢imz je nerovnost (2.10) dokdzana a (by,) je tedy klesajici.
Z vlastnosti posloupnosti (a,) a (b,) je zfejmé, Ze nerovnosti

1 n 1 n+1
an:<1+) <e<(1+> =b,
n n

plati pro kazdé kladné pfirozené n. Jinak feceno e € (ay, by,) pro kazdé n € N. Tato vlast-
nost nam umoznuje ziskat pribliznou hodnotu ¢isla e a znat chybu, které se dopustime
nahradime-li e hodnotou nékterého ¢lenu ay,, ¢i b, pro konkrétni n. Grafické znazornéni
a tabulku hodnot prvnich nékolika ¢lent naleznete na obrazku ¢. 2.9 a v tabulce ¢. 2.2.

Poznamka (Rychlost konvergence (a,) a (b,) k e): Pro délku intervalu (ay,, b,) plati

o= (1) ) -

:(1+H1}L)-bn:<1—nzl>~bn>

> c > 2
n+1" n+1
Tedy ani po vypoc¢tu aigog @ biggp nezname cifru na tretim misté za desetinnou carkou
v Eulerové cisle e.
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Uy by,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

Obrazek 2.9: Posloupnosti (a,) a (by) z rovnic (2.7) a (2.9).

G bn

2.0000000  4.0000000
2.2500000  3.3750000
2.3703704 3.1604938
2.4414062 3.0517578
2.4883200 2.9859840
2.5216264 2.9418974
2.5464997  2.9102854
2.5657845  2.8865076
2.5811748 2.8679720
2.5937425 2.8531167

olo|wNlo|la|lea|lw|v|—]|S

—
o

Tabulka 2.2: Cleny posloupnosti (ay,) a (b,) s presnosti na osm cifer. Vidime, Ze po-
sloupnosti nekonverguji k e pfili§ rychle (e ~ 2.7182818).

Lemma 51 (Odhad chyby pii vypoctu e pomoci fady): Pro rozdil e od s, (definice
pomoci fady) plati

1

0<e—sn§W, pron > 1.

Dukaz. Pro n > 1 plati odhad
N N 1
1 1 1 11— 55— 1
e— sy, = lim Z—glim Zﬁzlim—- 21 = 7.
N—oco e k! N—o0 s 2 N—oo0 2™ 1-— 3 2n

Pro k > 2 je totiz % < le_l. ]
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ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

Obrazek 2.10: Grafické znazornéni posloupnosti (sy,).

Sn

2.0000000
2.5000000
2.6666667
2.7083333
2.7166667
2.7180556
2.7182540
2.7182788
2.7182815
2.7182818

ol|lw|lw|lo|lale]|lw| || ~]S

—
]

Tabulka 2.3: Prvnich deset ¢lent posloupnosti s,,. Vypocet je proveden s presnosti na 8
cifer.

1 n
Priklad: Vypoctéte lim <1 + ) . Protoze
n—00 2

mn
1
1\" 1 2n \ 2
1+—) = 14+ —
( - 2n> (( i Qn) )
— ——
dp:=

a posloupnost (d,,) je vybrana z posloupnosti (a,) kterd konverguje k e, plati
1 n
lim <1+> = lim vd, = Ve. A
n—00 2n

n—oo

1 n
Priklad: Vypoctéte lim (1 — ) . Nejprve upravme vyraz
n—00 n

( 1 1 > " (n -1 ) n 1 1 1
_ g g = p . L .
n n (#) (1 + %) 1+
Posloupnost v jmenovateli prvniho zlomku je opét vybrana z (a,) a tudiz

1\" 1
lim (1—) =—.1=¢ L A
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2. REALNE POSLOUPNOSTI OBECNA MOCNINA A EXPONENCIALNI FUNKCE

3 n
Priklad: Vypoctéte limitu nh_}rrgo (1 + ) . Vyraz upravime nasledovné,
n
3\" 1375
n 3
—_———

Posloupnost (d,) neni vybrand za nasf (a,). Uplné stejné jako o (a,) vSak mizeme
i o (dy) ukdzat, ze je rostouci. Tudiz mé limitu. OvSem nyni (a,) je vybrand z (d,),
dsn, = ay. Takze limita (d,,) je e. Uzavirdme

lim (1 + 3) =é3. A
n—oo n

Poznamka: 7 predchozich prikladi by mélo byt zirejmé, ze

B n
V2
lim <1+ q) =eq,
n—00 n

propeZaqeN, qg>1.

2.13 Obecna mocnhina a exponencialni funkce

V této kapitolce ukazeme jak, pomoci limit posloupnosti definovat obecnou mocninu.
Definice ndm piimo dava navod, jak hodnotu obecné mocniny pocitat.
Ptipomenme, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme
a:=a-a---a.

n-Krat

Pri této definici plati

pro kladna n,m € N.
Ukazme si nejprve, jak definici mocniny rozsifit na racionalni exponenty:

1. Klademe a? := 1.

2. Prone€Z n<—1aa#0, definujeme a” := L.

a—n

1
3. Je-lig € Naa >0 polozime as := b, kde b? = a, b > 0 (takové b existuje zfejmé
pravé jedno).

4. Konec¢né, pro p € Z, kladné ¢ € N a a > 0 klademe
2 1\P
af; = (a‘ll) .

Stale plati pravidla a"™* = a” - a® a (a")® = a"® pro a > 0, r,s € Q. Zbyva ukézat, jak
definovat a® pro iracionalni x.

Lemma 52: Pro dané iracionalni x existuji posloupnosti (av,) a (5,,) takové, ze ay, 3, €
Q pro kazdé n € N, (av,) je rostouci, (/3,,) je klesajici a obé maji limitu x.
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Diikaz. Posloupnosti pozadovanych vlastnosti zfejmé zkonstruujeme jako kraje smrstu-
jicich se uzavienych interval obsahujicich x. Vizte diskuzi o axiomu tplnosti. O

Definice 53: Pro iraciondlni x a a > 0 polozime

a® = lim a® = lim o”",

kde (aw,) a (By) jsou posloupnosti z predchoziho Lemmatu.

Poznamka (Korektnost definice): VSimnéte si, Ze pro raciondlni r a s spliujici r < s a
kladné a > 1 plati
a” <a.

Odtud plyne, Ze (a®") je rostouci, (a’*) je klesajici a plati a® < a”» pro kazdé n. Podle
véty o limité monotonni posloupnosti existuji koneéné limity

lim a® < lim aPr.
n—oo n—oo

Déle lze ukézat, ze tyto limity jsou shodné a nezavisi na volbé posloupnosti (a,), ().
Pripad a < 1 se ovéri podobné.

Poznamka: Proa > 0 je funkce f, : R — R dand pfedpisem fo(x) :=a”s Dy, =R

e rostouci pokud a > 1,

e Kklesajici pokud 0 < a < 1,

e konstantni pokud a = 1.
Vyjma posledniho pifpadu je H; = (0, +00). Stéle plati a®¥ = a® - a¥ a (a®)? = a™".
Véta 54: Necht posloupnost (b,) konverguje k b € R a necht a > 0. Potom

bn b

lim a’™ = a’.

n—-+oo

Necht posloupnost kladnych ¢isel (a,) konverguje k a € RT a b € R. Potom

lim a® = ab.
n—-+00

Diikaz. K dikazu stari pouzit definici obecné mocniny. Vzhledem k technické naroc¢nosti
tento dikaz vynechavame. O

Priklad: Napriklad plati
1
lim 23t = 23,
n——+00
nebo
1 s
lim (2+) =27, AN
n—-+oo n
Definice 55: Bud 0 < a # 1, pak inverzni funkci k funkci f, nazyvame logaritmem o
zékladu a a znac¢ime log,. Plati
L Dloga - (Oa +OO)7 Hloga - R)
o log,(z - y) = log,(x) +log,(y), =,y >0,

e log, (z¥) = ylog,(z), x >0ayeR.
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Véta 56: Pro a > 0, a # 1 a posloupnost (b,,) kladnych ¢isel konvergujici k b € RT
plati

ngrfoo log, b, = log, b.
Diikaz. Jedna se o disledek véty ¢. 54, jejiz dliikaz jsme vSak vynechali. Podobné vyne-
chavame i dukaz tohoto tvrzeni. O

Priklad: Napiiklad plati

2 2
lim In L—H =In lim L—H =In 1 AN
2n2 +3 n—+oo 2n? 4+ 3 2

Definice 57: Funkci z — e® nazyvame exponencialni funkci, logaritmus o zakladu e
nazyvame prirozenym logaritmem a znacime In = log,.

vvvvvv

funkci viibec. VSimnéte si, ze pfimo z jejich definice plyne pro a > 0 dilezity vztah

a = e™? a proto

a® = e* ln(a).

Véta 58: Je-li (a,) posloupnost spliujici lim |a,| = 400, pak

1)
lim (1 + > =e.
n—-+oo an

n
Disledek 59: Pro redlné x € R plati lim (1 + x) =e".

n—-+oo n

Diikaz. Pro x = 0 je tvrzeni zrejmé. Pokud = # 0, pak

n\ T
n 1

lim (1+x) = <1+n> =e”,
n—-+00 n T

protoze lim |2| = +oo. O

8
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Cisla
cela, 8
harmonicka, 24
iracionalni, 8
prirozena, 8
racionalni, 8
realnd, 6
¢islo
Eulerovo, 40
kombinacni, 14
fada
¢iselna, 36
absolutni konvergence, 38
Bolzano-Cauchy, 37
d’Alembertovo kritérium, 39
nutnd podminka konvergence, 37
srovnavaci kritérium, 39

asymptota, 85
axiom
uplnosti, 9, 23

bod
hromadny, 23
inflexni, 84

dikaz
konstruktivni, 62
sporem, 8
déleni
ekvidistantni, 133
intervalu, 133
norma, 133
derivace, 68
inverzni funkce, 74
jednostrannd, 77
slozené funkce, 73
souctu, soucinu a podilu, 72
vyssich radua, 77
zékladni vzorecky, 76
diference, 156
dodefinovanani
spojité, 59
doplnéni
na c¢tverec, 128

dvojice
usporadana, 1

exponencidla, 47
extrém
nutnd podminka existence, 79
spojité funkce na uzavieném inter-
valu, 79

faktorial, 14
filtr
Gaussovsky, 152
formule
Newtonova, 138
funkce
derivace, 68
diferencovatelnd, 68
exponencialni, 45
extrémy, 78
graf, 10
konkéavni, 83
konvexni, 83
licha, 12
limita, 48
maximum, 78
minimum, 78
monotonie, 82
monotonni, 10
omezena, 12
omezend shora, 12
omezena zdola, 12
periodicka, 12
prubéh, 86
primitivni, 117
racionalni, 124
spojita na intervalu, 61
spojita v bodé, 59
spojita v bodé zleva, 59
spojita v bodé zprava, 59

suda, 12
tecna, 107
hodnota

absolutni, 8, 13
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implikace, 7 obor
index definic¢ni, 3
scitaci, 15 hodnot, 3
indukce obraz
matematicka, 13 mnoziny, 4
integral pri zobrazeni, 3
aditivita, 137 okoli, 7
aditivita v mezich, 137 jednostranné, 7
dolni, 133 levé, 7
horni, 133 oboustranné, 7
multiplikativita, 137 pravé, 7
neurc¢ity, 117 0sa
Riemanntv, 133 redlna rozsirena, 7
zobecnény Riemannuv, 141 5
integrace polomére
per partes, 120, 139 konvergence, 113
racionalnich funkei, 124 polynom, 106
substituce, 121, 122, 139 Bernsteiniiv, 150
zékladn{ pravidla, 118 stupen, 106
interpolace Taylortav, 107
kubické, 93 posloupnost, 17

aritmeticka, 13, 156

linearni, 93
divergentni, 21

interval, 7
Fibbonacciho, 35
kiivka geometricka, 14, 156
Gaussova, 152 klesajici, 18
konvergence konvergentni, 21
kvadraticka, 98 monotonni, 18
kritérium neklesajici, 18
podilové, 25 nerostouci, 18
kvocient, 14, 156 rekurentné zadand, 35
rostouci, 18
limita vybrand, 21
funkce, 48 pravidlo
jednostranna, 49 I’Hospitalovo, 86
logaritmus, 46 Simpsonovo, 136
metoda rovnice
nejmensich ¢tverct, 92 diferencidlni, 99
Newtonova, 95 rozklad
mnozina na korenové cinitele, 125
infimum, 131 r0ZVOj
maximum, 131 desetinny, 40
minimum, 131
potenéni, 2 separace korent, 94
supremum, 131 soucet
mocnina, dolni pti déleni, 133
obecné, 45 horni pti déleni, 133
soucin
nerovnost kartézsky, 1
trojihelnikova, 13 splines, 93
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spojitost
inverzni funkce, 73

tecna, 71
transformace
Fourierova, 153

usporadani, 7, 162

véta
Bolzano-Cauchy, 25
Bolzano-Weierstrass, 23
Heine, 51
Heine, pro jednostranné limity, 52
Lagrangeova, 82
metoda puleni intervalu, 61
o jednoznacnosti limity, 20
o limité monotonni posloupnosti, 24
o limité podilu, 27
o limité seviené funkce, 57
o limité seviené posloupnosti, 30
o limité slozené funkce, 55
o limité soucinu, 27
o limité souctu, 27
o limité vybrané posloupnosti, 22
o prirustku funkce, 82
Rolleova, 81
vzdalenost, 8
vzor, 3
mnoziny, 4
vzorec
Taylortv, 109

zakon
asociativni, 6
distributivni, 6
komutativni, 6

ZApis

sumacni, 15
zbytek

Peantv tvar, 110
zlomky

parcialni, 126
zobrazeni, 3

bijektivni, 5

hodnota v bodé, 3

identické, 5

injektivni, 4

inverzni, 5

na, 5

prosté, 4

BI-ZMA, Kalvoda & Vasgata, KAM FIT CVUT 167

slozené, 4

surjektivni, 5

vzajemné jednoznacné, 5
zazeni, 3
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