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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni ¢. 1
Rozjezd

Sumacni zapis, manipulace se sumami, diikaz matematickou indukci, aritmeticka a geo-
metrickd posloupnost, Pascaluv trojihelnik, kombinac¢ni ¢isla.

Znaceni

N = {1, 2,8, o prirozend ¢isla
/2 celd cisla
R realna c¢isla

Vénujme se nyni nejprve zkracenému zapisu souctli a soucini. Méjme n € N, ¢isel, oznacme
je a1, ag, as, ..., ap. Soucet (neboli sumu) a; + as + az + - - - + a, zkrdcené zapisujeme

n
al—l—a2+a3+...+an::Zai,
i=1

kde i je tzv. s€itaci index, ktery neni pevny, ale narustd po jedni¢ce od dolni meze (v
nasem pripadé 1) az po horni mez (v nasem piipadé n). Podobné lze zkracené zapsat soucin

n
aiasas...a, =: Hai.
=1

Stejny soucet lze zapsat mnoha riznymi zpusoby, napriklad plati (zdivodnéte!)

n n n+2

Ya=Ya=Y as

i=1 k=1 j=3
Priklad 1.1: Zapiste soucet zkracené pomoci sumy

a) —8—T7—6-5-4-3-2—-1-0+1+2+3,
b) 6+ 9+ 12+ 15+ 18 + - + 72,

¢) 14+ 449+ 16 + 25 + 36 + 49 + 64,

d) 1 —4+9—16+ 25— 36+ 49 — 64,

1
€) 5 +1+2+4+8+16.

Reseni. Uvadime pouze jeden z moznych zapisu.

3 24 8 8 4 6
a) i, b) 33i, o) o A) ()R, ) S 2= 22
i=— 1=2 i=1 i=1 i=—1 i=1
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Priklad 1.2: Zapiste soucet c¢) prikladu 1.1 ve tvaru 2325?.

Resend. Opét uvadime pouze vysledek.

12

> (i —4)%

=5

Diky komutativnimu, asociativimu a distributivnimu zakonu plati

n n n

Y (ai+bi) =D ai+y b (1.1)

=1 =1 =1

n n
Zaai =aa+aay+...+aa, =ala; +az+...+ay) :aZai. (1.2)
i=1 i=1

Pro tyto vztahy je podstatné, Ze meze scitacich indexti jsou shodné.

Nynf uz umime souc¢et zkracené zapsat. Casto je snahou najit pro zadany soucet explicitni
vysledek. Snad nejjednodussim souctem je soucet konstantnich clent, tj. je-lia; =as =--- =
an, = ¢ € R, pak trividlné plati

n
Zc:c+c—|—...+c:nc.
i=1

n-Krat

Zavedme nyni pojem aritmetické posloupnosti. Nekone¢nou posloupnost ¢isel a1, as, as, ...,
kde druhy a kazdy dalsi ¢len se ziskd pfictenim konstanty (oznac¢me ji d) ke ¢lenu predchozimu,
se nazyva aritmeticka posloupnost. Plati tedy a;11 = a; +d, i =1,2,3,....

Priklad 1.3: Sectéte prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti 1, 2, 3, ... (tj. a1 =1, d = 1).
Resend.
n

Sp=1+42+43+...+n=> i

Scitame-li stejnd ¢isla v opacném poradi pak zjevné plati
Sp=n+n-1)+n-2)+...41=> (n+1—1)

a proto podle (1.1)

n

258, =S, + S :Zn:i+zn:(n+1—i):z:(n+l):n(n+1),

=1 =1 =1

z ¢ehoz plyne
n(n+1)

Sp = 5

(1.3)

Priklad 1.4: S pomoci vysledku predchoziho piikladu sectéte prvnich n ¢lent aritmetické
posloupnosti s koeficienty a; a d.
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Resend.
n

spi=a1+ (a1 +d)+ (a1 +2d) + ...+ (a1 + (n = 1)d) =) (a1 + (i — 1)d) =

i=1

“ . n(n—1) a1 + (a1 + (n — 1)d) a + an

- dS (i —1) = d - - .
;m + ;(2 )=nay + 5 n 5 n=—

Soucet aritmetické posloupnosti je tedy dan nasobkem poctu Clentl s primérnou hodnotou
prvniho a posledniho ¢lenu. Vzorecek najde uplatnéni v karbanu, chceme-li rychle secist hod-
notu postupky!

Priklad 1.5: Sectéte

30 5 11 10
a) Y (2i—1), b) Y (4k+1) c) > 2i+> (1—20).
=1 k=—2 1=5 =5

a) 900, b) 56, c) 28.

Zavedme pojem geometrické posloupnosti. Nekone¢nou posloupnost ¢isel ai, ao, as, ...,
kde druhy a kazdy dalsi ¢len se ziskd nasobenim predchoziho ¢lenu konstantou (tzv. kvoci-
entem, oznacme jej zde q), se nazyva geometricka posloupnost. Plati tedy a;+1 = a;q, i =
1,2,3,....

Priklad 1.6: Sectéte prvnich n ¢lentd geometrické posloupnosti.

Reseni. V ramci feseni procvié¢ime i manipulaci se sumami.

n n n—1
Spi=atagtad+. . tad" =Y g i =a) ¢ =) ¢ =

i=1 i=1 i=0
=ai; +aq+ a1q2 + ..+ alqn_1 +a1q" —a14" =

nfl)

:a1+q(a1+a1q+a1q2—i—...+a1q —a1q" =a1+qS, —a1q"

a tedy

¢ili pro q¢ # 1

mn
-1

Sn = ai qq 1
Jaky je vysledek pro g =17
Priklad 1.7: Sectéte Y7, (—43+2).
Resend. . . .

(o) o tyr
2 2 A 2 3—-1

i=0 i=0
Priklad 1.8: Sectéte

n 6
a) Y 37, b) > 271 o) D (=DF2* ) D ¢, kdeg #1.
Jj=1 —
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—-n

3 . 1— n+1
5 (3" = 1)b) & <) 84, a) 4

a) T

Priklad 1.9: Tenisového turnaje hraného obvyklym zplisobem se zucastnilo 2™, n € N,
n > 0, hraca. Kolik utkani se odehrélo?

Reseni. Jelikoz v kazdém utkani vypadne pravé jeden hrac¢ a neporazen zustane jen absolutni
vitéz, odehrélo se 2" — 1 utkani.

Ulohu mtizeme Fesit i hrubou silou. V prvnim kole se hrélo % = 2771 utkani, v druhém
potom ? = 2772 atd. Posledni n-té kolo tvoiilo pouze 1 = 2° (findlové) utkani. Celkovy

pocet utkani je tedy dan souctem prvnich n ¢lenii geometrické rady s kvocientem 2 a prvnim
¢lenem a; = 1, tj.

Pripomenme princip diikazu matematickou indukci. Chceme ukazat platnost vyroku
A(n) pro vSechna n € N. To lze provést ve dvou krocich. V prvnim dokazeme platnost A(1)
a v druhém ukézeme, ze pravdivost A(n) implikuje pravdivost A(n + 1).

n(n+1)

Piiklad 1.10: Dokazte » k= 5

k=1

, pro n € N{0}, matematickou indukei.

Resent. Dva kroky matematické indukce:

1. krok Pro n =1 zjevné plati
1
> k=1
k=1
2. krok Predpokladejme platnost formule pro n. Potom

n+1 n

1 1 2
R DU | BN E | L)
k=1 k=1 2 2

Pfipomenme ,vzorce“:

a? — b =(a—b)(a+b),
a® — b = (a — b)(a® + ab + b*),
at — bt = (a® = b*)(a® + b?) = (a — b)(a® + a®b + ab® + b°).

Priklad 1.11: Dokazte .
a—=b"=(a—0) Z alpn e
i=0
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Resend. Ditkaz samoziejmé provedeme matematickou indukeci. Prvni krok je ziejmy. Necht
nyni formule plati pro n. Ukazeme jeji platnost pro n + 1.

a™ " = a(a™ — b)) + ab” + b(a"™ — b") — ba" = (a + b)(a" — b") + ab™ — ba" =

= {indukéni prepoklad} = (@ — b) > (a’ 1" 17 4+ a'b" %) + ab™ — ba" =

—

i=0
n n—1
= (a —b) (Z a' b 4 Z aib”_i> + ab™ — ba"
i=1 =0

=2(a —b) Z a'b"" — (a — b)b" — (a — b)a" + ab™ — ba"
=0

— 2(a _ b) Zaibn—i _ (an+1 o bn-i—l)
=0

Odtud okamzité plyne
n
an+1 o bn+1 — (CL o b) Z a’ibnfi‘
i=0

Zavedme Pascaltv trojahelnik jakozto nasledujici schéma:

n=20: 1

n=1: 1 1

n =2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4: 1 4 6 4 1
atd.

Kazdy nehrani¢ni prvek je souctem dvou nad nim stojicich prvki, hranié¢ni prvky jsou jed-
nicky. Oznacme k-ty prvek (pocitdno od 0) v n-tém radku (pocitdno rovnéz od 0) symbolem
(3), k€{0,1,2,..., n}. Z definice Pascalova trojihelniku potom plati

ny (n-—1 n—1
k)T \k—1) T\ %
proke{l,2,...,n—1}.

Priklad 1.12: Dokazte, ze prvky Pascalova trojihelniku jsou kombinacni ¢isla, tj.

n n!
(k) T kl(n— k)l

Resend. Diikaz provedeme matematickou indukei po fadcich. Pro nulty i prvni fadek formule
zjevné plati, stejné tak na hranach, kde dava jednicku. Ukézeme platnost formule mimo hrany
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n + 1-Tadku za predpokladu jeji platnosti na radku n-tém.

n—+1 n n . v .y _
( L ) = (k‘ B 1) + (k) = {indukéni predpoklad} =

B n! n! _k (n+1)!
T Dt 1=k Bm—k) n+lMnt+l—Fk)
n+l1-k @+ (n+1)
n+1 kKn+1-k! kn+1-k!

Priklad 1.13: Pomoci matematické indukce dokazte binomickou vétu: pro kazdé =z € R a
n € N plati

(1+2z)" = i (Z)xk

k=0
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Cviceni €. 2
Funkce a jejich vlastnosti

Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, vzor a obraz mnoziny, prosté funkce, slozené funkce,
inverzni funkce, elementarni funkce.

Znaceni

S inverzni funkce k funkci f
FOA) obraz mnoziny A pii zobrazeni f
T A) vzor mnoziny A pri zobrazeni f
f O g slozend funkce, (f o g)(z) := f(g(z))
Dy o defini¢ni obor funkce f
Hyoo obor hodnot funkce f
flar oeeeonn. zizeni funkce f : R — R na mnozinu M C Dy, tj. funkce h : R — R takova,

ze h(zx) = f(x), Yo € D), =M C Dy

Toto cviceni je stile jesté z vétsi casti opakovaci. Funkce a pojmy zde vyskytujici se by
studentiim mély byt znamé. Novymi pojmy mohou byt vzor a obraz mnoziny, které byly
probrany na prvni tvodni prednasce. Nez zacnete Tesit nasledujici sadu prikladi doporucuji
pripomenout si vlastnosti (defini¢ni obor, obor hodnot a graf) mocninnych funkei, odmocnin,
logaritmu a exponencialni funkce.

Priklad 2.1: Urcete pfirozené defini¢ni obory nasledujicich funkei.
a) f(r) =Va? -z -2,
Ve +1

Inx

Resend. Uvedme Teseni asponi jednoho bodu, tieba b). Abychom uréili prirozeny defini¢ni obor
funkce g je potieba nalézt vSechna redlna z pro kterd ma vyraz

Jr+1

Inx

smysl jakozto realné ¢islo. Jmenovatel zlomku musi byt nenulovy a argument logaritmu musi
byt kladny. V citateli se vyskytuje licha odmocnina jejiz definiéni obor je celé R. Piipustna x
tedy musi splnit dvé podminky

Inx#0 a z>0.

Logaritmus (libovolného zakladu) je nulovy pouze pro = 1. Dostavame proto vysledek

Dy = (0, +00) ~ {1}.
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Podobnym postupem bychom dospéli k defini¢nim obortum ve zbyvajicich bodech a) a c).

Df = (—OO,—1>U<2,+OO), Dh:R\{O,l}.

Priklad 2.2: Naleznéte pfirozeny definiéni obor Dy je-li

a) J@) = /1 al,
1

b) f(ﬂj‘) = \4/3—33+m,

1
¢) f(x):\/x2—3x+2+m.

a) Dy = (—1,1), b) Dy = (—1,3) ~ {0}, ¢c) Dy = (—1,1) U (2,3).

Priklad 2.3: Nechf je funkce f : R — R déna predpisem
f(x) = 2 + 4o +5.

Uréete f~1({0,1}) a f({0,1}). Rozhodnéte zda je f prosta.
Resend. f({0,1}) = {5,10}. Nalezeni f~1(0) je ekvivalentni feSen{ rovnice

2?2 +4x4+5=0,
ktera ale 7z4dné realné feseni nema. K uréeni f~!(1) fesime rovnici
2 +4r+5=1,tj. (x+2)2 =0,
kterd mé4 jeden dvojndsobny kofen —2. Mame tedy f~1({0,1}) = {—2}. Jelikoz f je kvadra-
tickd funkce, nemuze byt ze své podstaty prostd. Snadno napr. nahlédneme, ze f(—3) = f(—1).
Priklad 2.4: Necht je funkce f: R — R déana predpisem
f(z) =222 + 22 — 4.

Urcete f((—1,1)) a f~1((0,400)).

Resend. Funkce f je opét kvadratickd. Miizeme si usnadnit praci vytknutim dvojky,
f(x) =2(a* +x - 2),

a urcit pruaseciky s osou z,

xi=;<—1ivé;8):{12

Vrchol (vzhledem ke kladnosti konstanty u x? fakticky minimum) paraboly se nachézi v bodé
o souradnicich
(ZL‘++ZE’_ f<$++$_)> i <_1 _9)
2 2 S\ 2 2)
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Na zakladé téchto informaci jiz mtizeme nacrtnout graf funkce f.

y=flz)
1 T
_9
2
Obrazem mnoziny (—1, 1) je proto mnozina <—%, 0>. Vzorem mnoziny (0, +00) je mnozina

(=00, —2) U (1, 4+00).
Priklad 2.5: Necht je funkce f : R — R zaddna predpisem
f(z) :==+v2 - 3z.

Nacrtnéte graf této funkce. Urcete piirozeny definicni obor Dy a obor hodnot Hy. Dokazte,
ze je tato funkce prosta.

Resend. Argument sudé odmocniny musi byt nezdporny, tedy musi platit 2 — 3z > 0, tzn.
Dy = (—00,2/3). Graf nechdme na doplnéni ¢tendfem. Hy = (0,00). Nechf nyni z1, 22 € Dy
a soucasné f(x1) = f(x2). Potom odvodime x; = xo. Funkce f je tedy prosta na Dy.

Priklad 2.6: Reste tlohu 2.5 pro funkci
f(z) = V2 - 3z.

Resend. Treti odmocnina je definovana na celém R a proto D r=R. Hf = R. Prostost ovéiime
podobné.

Priklad 2.7: Méjme funkci f : R — R danou pfredpisem
f(x) =z +|z|

Je f prosta? Jaky je jeji obor hodnot? Jakd mnozina je vzorem mnoziny (0,1)7
Neni prostd. Hy = ]Ra', f_l((O, 1)) = (—o0,1/2).

Priklad 2.8: Méjme funkci f : R — R danou predpisem
f(x) =2z + |z|.

Je f prosta? Je na? Naleznéte vzor mnoziny (—1,1) a obraz mnoziny (—1,2). Nacrtnéte graf
funkce f. Naleznéte inverzni funkci f~!, existuje-li.
Je prostéd i na. f((—1,2)) = (=1,6), f~*((=1,1)) = (=1,1/3), f_l(z) = {E
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Pred resenim nasledujicich prikladii si pripomente definici slozené funkce a zopakujte
pojmy vnéjsi a vnitini funkce.

Priklad 2.9: Naleznéte néjaké dvé funkce f a g, f # g, tak, aby
a) fog=gof
b) fog#gof.

Moznych feseni je mnoho a nechavdme je na ¢tenarové fantazii.

Pripomente si definici funkeci sin z, cos x, tg x, cotg z, nejlépe pomoci jednotkové kruznice.
Uhly mérime v obloukové mire, definujte radian.

Priklad 2.10: Nacrtnéte grafy vyse zminénych goniometrickych funkci, demonstrujte, ze
nejsou na R prosté.

Priklad 2.11: Nacrtnéte grafy arcsin, arccos, arctg a arccotg, které definujeme jako inverze
k ziZenim (ve stejném poradi)

sin |(—7r/2,7r/2>7 COs ’(0,7T>7 tg ’(—7r/2,7r/2)a cotg |(0,7r)'
Priklad 2.12: Urcete numerické hodnoty vyrazu

1
arcsin 0, arcsin (—1), arccos —

\/i,

1
arccos 2 arctg 1, arccotg 1.

Priklad 2.13: Necht je funkce f : R — R dana predpisem
flz) =2z — 1|+ |z + 1.

Naleznéte f(A) pro A = (0,2), f~1(B) pro B = (2,3) a obor hodnot H.
F(A) =(2,5), F7H(B) = (0,1) U (1,4/3), Hy = (2, +00)

Pi#iklad 2.14: Vypoctéte f(x + 1) je-li f(x —1) = 222 — 3z + 1.

22% 4 5z + 3

Priklad 2.15: Naleznéte inverzni funkci k funkci f, je-li

a) f(z)=1-3z,

b) f(z) = 125,

c) f(x) =10"",

d) f(x)=1+In(z +2),
e) f(z) = g

a) fTH@) =51 —2),b) fl@)=1-3,0) f '(z) = —1+log(x), d) f (@) ="' =2,¢) f'(2) = iz In 725
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Cviceni ¢. 3
Posloupnosti

Posloupnosti, limita posloupnosti (definice a vypocet), vybrand posloupnost.

Znaceni

(@)52 1 1EDO SErUCNEIT (@p) «.oveeee et posloupnost
I g ot limita posloupnosti

n—+o00

R rozsifend redlna osa

H o okoli bodu a € R

Priklad 3.1: Naleznéte explicitni predpis pro n-ty ¢len zadanych posloupnosti. Posloupnosti
indexujte od jedné.

1. Posloupnost vSech po sobé jdoucich sudych ¢isel vétsich nebo rovno osmi.
1. Posloupnost 1,1,2,2,3,3,...
74i. Periodicky se opakujici posloupnost 0,1,0,—1,0,1,0,—1,...

Resend. Samoziejmé existuje mnoho moznych zpisobti jak tyto posloupnosti popsat. Napii-
klad:

i. ap=8+2(n—1),n=1,2...,

71. Pomoci dolni celé ¢asti mizeme psét

pripadné
_n_1 n+1
744. Staci vhodné volit hodnoty funkce sin,
-1
tn :sm(”Q)”, n=1,2,3,...

Pripomenme definici nékolika ruznych typt posloupnosti. Posloupnost (a,) nazyvame
e rostouci, pokud a, < any1,
e klesajici, pokud a, > any1,

e nerostouci, pokud a, > apy1,
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e neklesajici, pokud a, < apy1,

kde se vSude pozaduje aby dana nerovnost platila pro vSechna n z N. Posloupnost nazyvame
monoténni, pokud je nerostouci nebo neklesajici.

Piiklad 3.2: Rozhodnéte o monotonii nasledujicich posloupnosti'

3 =——,n=1223,...

Z a’n n+17n ) ) ) )

3 n+ 2)?

1. an:(2n),n:1,2,3,...
Resend.

1. Je rostouci. Protoze pro kazdé n =1,2,3, ... plati

n n+1
ap < Qp41 & n—|—1<n+2 s P4+ m<n®+2n+1 ©0<1.

1. Je klesajici. Podminka a, > a1 je ekvivalentni pozadavku

(n+2)%  (n+3)?

on ontl S M+ 8n+8>n +6n+9 & n+2n—1>0.

Ten je ale splnén pro kazdé n = 1,2, 3,... Skutecné, kvadratické rovnice
22 4+26—-1=0

mé feSeni z = -1 ++2 < 1.

Priklad 3.3: Rozhodnéte o monotonii nésledujicich posloupnosti.

a) (n*—2n)>

n=1’

b) (n* — 3n)zozl,

a) rostouci, b) neklesajici, ¢) klesajici, d) ani jednoho typu.

Pripomenme definici limity ¢iselné posloupnosti, kterou nejlépe zapiseme pomoci kvanti-
fikatori:

Jim_a, = o PN (VHy)(3np € N)(Vn € N)(n > ng = a, € Hy).
Zde H, oznacuje okoli bodu a € R. Struéné feceno, posloupnost (a,) ma limitu o, pravé kdyz
v kazdém okoli bodu « lezi vSechny ¢leny posloupnosti az na konecny pocet vyjimek.
Ukazme si nyni, jak podminku v definici limity posloupnosti ovérit na konkrétnich prikla-

dech.

Podrobnéji: uréete zda-li se jednd o posloupnost rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici ¢ monotonni.
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Priklad 3.4: Pomoci definice limity dokazte, ze

lim SR _
n—oo  n

Resent. Pro € > 0 zvolime libovolné ng € N spliujici ng > % Pak pro n > ng plati

sin(n)

1 1
—0’§<<5.

n n  ng

Priklad 3.5: Pomoci definice limity dokazte, Ze

a) lim (n+(—1)") = +o0,

n—-+00

b) 1m1(1+(7?n>—1.

n—-+oo

Definici k vypoctu limit pouzivame ziidka, ¢astéji se opirdme o znamé zakladni limity,
napiiklad na prednésce zminované

400, a >0,

lim n% =<1, a =0,
n—-+o0o

0, a < 0.

V kombinaci se znalosti vét o souctu, souc¢inu a podilu limit? pak miizeme poéitat i limity
komplikovanéjsich posloupnosti.

Priklad 3.6: Vypoctéte limity:

i. lim (5n3 — Tn+ 1)

n—-+oo
oomi—Tn+1

7. lim 5

n—r+00 n*—3
. P —Tn+41
775, lim

n—+oo  n3—3
. oomi—Tn+1
jv. lim

Resend.

i. Abychom mohli pouzit zminovanou vétu, je nutné vyraz nejprve vhodné upravit (vytknuti
nejvice rostouciho ¢lenu),

1
lim (5n3—7n+1): lim n3<5— 7 >:+oo~(5—0—0):+oo,

2
n—-+o0o n—-+oo n n

2Necht lima, = a a limb, = b, kde a,b € R. Potom

lim(anern):aer, hman’bn:(]wb’ llmzl:%,

za predpokladu, Ze jsou vyrazy na pravych strandch definovany.
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7. Limita citatele i jmenovatele je nekonecnd, ¢elime nedefinovanému vyrazu % Musime

+
tedy opét upravovat:

7 1
P —Tn+1 n3(5—p+$) , 5— 5+ 25 5
lim ————— = lim = lim n e = 400 - — = +00.
n——+o00 ns—3 n——+o00 n2 ( o i) n——+o0o 1—=3 1
) n
751. Podobnym postupem jako v #i. dostaneme
. mdP—Tn+1
lim ————— =5.
n—+o0 n’ —3
1. Podobnym postupem jako v #i. dostaneme
5n — Tn+ 1
T AL
n——+0o n*—3
Priklad 3.7: Vypoctéte limitu:
1 1
lim ntl ~ n—4
1 1
e T T =g
5/4.
Priklad 3.8: Vypoctéte limitu:
, 1 n 2 n 3 T n—1
ntoo \n2 | n2 ' 2 n? )’

Reseni. Podle formulky odvozené na prvnich cvicenich 1 +2+3+---4+n—1=(n—1)n/2 a
tudiz:
i (G 2 ) gy L]
n—+oo \n2  n?2 n2 n? n—toon? 2 2
Zduraznéme, ze nelze pouzit vétu o limité souctu, nebot pocet s¢itancii roste s n do nekonecna.
Pokud bychom nespravné tuto vétu pouzili, ziskali bychom nespravny vysledek 0 4+ 0+ 0 +
-+ 0=0.

Priklad 3.9: Vypoctéte limitu

2

n 1—n3

li —_
n—l>r—|r—loon+1+n2—1

Je zkoumand posloupnost nerostouci nebo neklesajici?
-1, je nerostouci i neklesajici.

K vété o limité souc¢tu poznamenejme, Ze ji nelze obratit. Z existence limity lim(a,, + by,)
obecné neplyne existence limit lim a,, a lim b,,. Nap¥. uvazte a, = (—=1)" a b, = (=1)"*!, pak
an + b, =0.

Priklad 3.10: Vypoctéte limity
lim vn+1—+/n a lim n2/3(\3/n+ —{”/ﬁ)
n—-+00

n—-+4o0o
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Resend. V obou se vyskytuje nedefinovany vyraz +o0o— (+00). Rozsifime-li vhodnou jednickou
dostavame

. — ) n+1—n
ngr—ir-loo et _\F_ngr-&r-loo\/n-i-l-i-\/ﬁ_o’

. 23( 37 _ 37\ _ 1 2/3 nt+l-—n 1
nEIJIrloon ( nt \/ﬁ) _ngriloon (n—|— 1)2/3—|— ((n—|— 1)n)1/3—|—n2/3 o 3

Poznamenejme, ze vyrazy podobného typu lze vyhodné upravovat pouzitim vzorce pro
a™ — b"™ odvozeného na prvnim cviceni. Zde ve tvaru

a—>

{Lf - \/5 - a(m—=1)/n + a(n—2)/npl/n 4+t al/np(n—=2)/n + p(n=1)/n"

Priklad 3.11: Vypoctéte limitu:

lim v2n+1—+/n.

n—-+0o0o
+o00.
Priklad 3.12: Vypoctéte limitu:
n(n+1)
lim (~1)"%
n—oo n-+1

Resend. Exponent u —1 neni nic jiného nez soucet prvnich n ¢lenti aritmetické posloupnosti,
ten je s rostoucim n napreskacku dvakrat sudy a dvakrat lichy. Limita tedy neexistuje, lze
sestrojit vybrané posloupnosti jdouci k +1.

Dalsi zédkladni limitou z prednéasky, ktera se nam bude ve zbytku cviceni hodit, je

+00, a>1,

1 =1

lim a" = ’ “ ’
n—>+00 0, la] < 1,

neexistuje, a < —1.

Priklad 3.13: Vypoctéte limitu:

on _ 9—n
im ———— 7
n—+oo 21 4 271
1.
Priklad 3.14: Spoctéte limitu:
2 2

2

Priklad 3.15: Bud a > 0. Vypoctéte nasledujici limity:
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i. lim ?"Va,

n—-+4o0o

.. . 1

. lim *"%“W/—a.
n—4o00

Resend.

i. Na prednésce zaznélo lim /a = 1 (pfipadné zazni, pfipomerite). Mdme urc¢it limitu vy-

brané posloupnosti a ta je stejna.

i1. Vzhledem k lichym odmocnindm *"*/—a = —

+l/a. Limita je potom —1.

Domaci cviceni 3.16: Vypoctéte nasledujici limity, nebo dokazte jejich neexistenci.

1
2) lim cos(n + ),
n—-+oo n

: _1\n
b) Tim (14 (~1)")n,
1 1
on + In
¢) lim 2—3°
n—-+oo 37 =+ 5n
a) 0, b) neexistuje, c) 1.

Domaci cviceni 3.17: Vypoctéte limitu:

lim n(x/n2—|—l—n>.

n——+o00

1

3-

Domaci cviceni 3.18: Vypoctéte limity

(n+1)* = (n—1)?

R N iy pe s
Vnd+n
b) lim —,
n—+oo n+1
1ttt
c) lim 7 T
n—>+ool+§+§+--~+37
Q) n?+2 142n

n—1>r—|I-1<>o n+4 2—}—% ’
a)3,b) 1, c) 4/3, d) —4.

Domaéci cviceni 3.19: Dokazte
100n

ey =0

V/n2 sin n!

im
n—+oo n 41

b)

Y

. n
¢) Jm o =0
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Cviceni ¢. 4
Posloupnosti, pokracovani

Véta o seviené posloupnosti, Eulerovo ¢islo, podilové kritérium.

B e Eulerovo ¢islo

Pripomenme vétu o limité seviené posloupnosti: necht pro posloupnosti (a,), (b,) a (¢,,) plati
i) existujf limity lima,, = lim¢, =: a € R,
i1) existuje ng € N tak, ze nerovnost a,, < b, < ¢, plati pro kazdé n > ny,

potom existuje limita posloupnosti (b,) a jeji hodnota je a. Déle také pripomenme limity
probrané na prednéasce

lim Yn=1, lim Ya=1, a>0, lim Vn!l=+oc.

n—oo

Priklad 4.1: Spoctéte limitu:

lim {/4n3 + 5.
n—oo
Resend. Pro vSechna kladné n € N plati
1< Vand +5 < Von3 = V9v/n’.

Posloupnosti dolnich i hornich odhadt maji stejnou limitu, jmenovité jednicku. Tudiz limita
seviené posloupnosti existuje a rovna se rovnéz jedné.

Priklad 4.2: Spoctéte limitu

3=

lim
n—oo

((n+1)!+ (n—l—2)!)

n!
1.

Priklad 4.3: Spoctéte limitu:
lim L\/m

n—00 \/ﬁ

Zde |z] oznacuje dolni celou ¢ast redlného ¢isla z, tedy celé ¢islo |z| spliujici |z] < z <
lz] + 1.

Na prednasce bylo Eulerovo ¢islo definovano jako soucet ¢iselné rady

i 1
€= -—.
b k!
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Dale jsme odvodili rovnost
1 n
e = lim (1 + ) .
n—00 n

Durazné na tomto misté upozornujeme na castou nespravnou upravu

n—oo

. e .
lim (1+n> # lim (140)" = 1.

Toto ,,castecné limiténi“ samoziejmé nelze ospravedlnit a predstavuje tak pouze casty omyl.

Priklad 4.4: Vypoctéte limitu:
1 3n+2
lim (1 + ) .
n—oo n

Resent. Stadi upravit na zndmou limitu
1 3n+2 1\" 3 1 2 .
lim (1+) — lim ((1+) ) (1+) )
n—00 n n—00 n n

Priklad 4.5: Vypoctéte limitu

1\"
lim <1 + > .
n—00 2n

1\" 1 2n 1/2
dm (145,) ZJL%O((”%) ) Ve

protoze ((141/(2n))?") je vybrand z ((141/n)") a lim \/a,, = /& pokud (a,) je posloupnost
s nezapornymi Cleny splnujici lima,, = a > 0, coz také vime z prednasky.

Reseni. Nyni

Priklad 4.6: Vypoctéte limitu:

3 n
lim (1 + ) .
n—00 n

lim (1 + ) = lim (1 + n) =e3.
n—00 n n—00 7

Z posloupnosti ((1+ %)%) totiz lze vybrat podposloupnost konvergentni k e a zaroven je tato
3

posloupnost monoténni' a tedy ma limitu.

4 n
lim (1 — ) .
n—00 n

1Coz lze ukazat stejné jako na prednisce.

Priklad 4.7: Vypoctéte limitu
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Resend. Tento piipad miizeme pievést na limitu typové shodnou s predchozim piikladem,

. " . n—4 " . 1 —4
h_>m 1—— = 11_)111 T—’—Z_L = h_>m ( )n—4 ( )4 4
n—00 n n—oo \ n — n—00 4 4 e
1+-4)" 1+ -4

Poznamenejme, ze z téchto prikladi by mélo byt patrné, ze

P n

7 »
lim (1 + q) = e
n—00 n

Priklad 4.8: Vypoctéte nasledujici limity

) <n2+3n+2>2n
a) lim |——| ,

propeZaqgéeN.

n—+00 n?2 4+ 2n
n
b) lim n"- <3—i—2n> )
n—-+oo n

a) e?, b) €.

Priklad 4.9: Vypoctéte limitu

. In(n®+4n+2)
lim
n—oo In(3n* +5)

Reseni. V pribéhu feseni uzijeme znalosti na prednasce uvedeného tvrzeni, ze lim a, = a >0
n—oo

implikuje nlLI%O Ina, =Ina.

a2 W4 ieR))  2math(ieie )
A TG 1) (0 (34 ) = lim_ (a1 5]

1 4 2
~ lim 2+mln(1+g+p)_l
n——+o0 4+ﬁln(3+%) 2

Ptipomente si dilezitou limitu 1i_>m a” v zavislosti na hodnoté a € R.
n—oo
Priklad 4.10: Vypoctéte nasledujici limitu:

lim 2" +5)
n—oo In (4" — 2)

oo

In
Ind"

Priklad 4.11: Dokazte podilové kritérium: Bud (ay,) posloupnost kladnych ¢lent. Pokud
existuje kladné ¢ € R a ng € N tak, ze pro n € N vétsi nebo rovno nez ng je

(a) Gp41

< q<1,potom lim a, =0.
an n—oo
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(b) ntl g > 1, potom lim a, = +oco.
n n—oo
Reseni. Pifpad (a). Pro n > ng zfejmé mame 0 < a,, < an,q™ ™. Tvrzeni pak plyne z véty o
seviené posloupnosti a predpokladu 0 < ¢ < 1
Pripad (b). Pro n > ng zfejmé mame a,, > an,q" ™. Tvrzeni pak plyne piimo z definice
limity a predpokladu q > 1.

. . v ; v. o . . Gp41
Poznamenejme, ze k ovéreni podminky staci zkoumat hodnotu limitu lim "l Tato

n—oo  q,

vSak nemusi vzdy existovat.
Priklad 4.12: Vypoctéte limity

’I’L2

a) lim —
) n—oo 2N’
n!

b) lim

n—o0o b’
N
c) lim —.
n—oo n3
a) 0, b) +o00, ¢) +oo.

Nésleduji dalsi ptriklady vhodné k samostatnému procviceni, ale je mozné se jim vénovat
i na cviceni podle ¢asovych moznosti.

Domaéci cviceni 4.13: Vypoctéte limity
a) lim VYn+1,

n—oo
Vn3 +2n —1

b
) nl—golo n-+2 ’
o 1 (n+ 1)+ (n+2)!
n—00 (n+3)! ’
|

lim —

n—oco (n 4 1)! — n!

a)1,b)1,¢)0,d)0

Domaci cviceni 4.14: Vypoctéte limity

a) lim sin y/n ’

n—00 n

n

b) lim ——
) 60 2 4 sin(n)’

27" 4 37"
) Mmoo
: 1\
d) lim /narctg ((—1)"n),
a) 0, b) +o0, peclivé zduvodnéte! ¢) +oo, d) neexistuje

Domaéci cviceni 4.15: a) Existuje konvergentni aritmetickd posloupnost?
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b) Které geometrické posloupnosti jsou konvergentni?

Vysledek tohoto prikladu naleznete nize. Pokuste se nejprve sami na otazky odpovédét, teprve poté svou odpovéd konzultujte

s Fesenim.

Domaéci cviceni 4.16: Vypoctéte

2 n
a) lim <n+ ) ,

n+3
Inn

b) lim —,

n—oo n

In(2n? 31
c) lim n(2n” + 3n )

n—00 Inn

a) e~ !, b)0,c) 3.

Domaéci cviceni 4.17: Vypoctéte limity

y n?+4n+3
a) lim, n? + 3n + 2

b) lim nln (n — 1),

n—00 n-+1

. (n—l—l)”
c) lim (—5——) .
n—oo \n“ +n

a) e, b) =2, ¢) 0.

Y

Vysledek Doméciho cvigeni 4.15: a) Ano, s diferenci d = 0, tedy ty které jsou konstantni. b) geometrickd posloupnost konverguje

pravé tehdy kdyz jeji kvocient spliiuje g € (—1,1).
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Cviceni €. 5
Ciselné fady

Opakovani prikladi na limity, ¢iselné rady.

Na rozcviceni je mozno zopakovat si vypocet limity posloupnosti na nasledujicim prikladeé.
Priklad 5.1: Vypoctéte nasledujici limity, pripadné dokazte jejich neexistenci.
n2e? — 2"

im ——,
n—oo md + 41

2 n242n
by lim <n+2n> |

a)

n—00 (n + 1)2

: n?+n
c) lim (—1)" 7",

d) lim (24 (=1)")n.

n—oo
a) 0,b) e” !, ¢) 1, d) +oo.
Na tomto prikladé demonstrujeme definici konvergence ¢iselné rady.

Ptiklad 5.2: U néasledujicich fad » 32, ax nejprve najdéte castecny soucet s, = > p_p ay
a rozhodnéte o konvergenci, pripadné naleznéte soucet.

> 1
2) L;k(kﬂ)’

o 3F + 2F
by

k=0

X 2k+1
) Z 2 2

= kA (k+1)
Resend.

a) Pro ¢éstecny soucet plati

N SO I O BN 1
n = - — — =1
k,lk(k+1) k:1k k:1k+1 14+n
Protoze

lim s, =1,

n—oo

rada konverguje a jeji soucet je 1.
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b) Pro ¢asteény soucet plati

3k + 2k n Ll 1— 3"%
S":Z ZQk Z3k 1_1 T 11 -
k=0 2 3
Protoze
1 2+ 57
im s, = - ==
n 2 2 9
rada konverguje a jeji soucet je %
c) Pro ¢astecény soucet plati
2k +1 "1 - 1
KRy 1 R DY R DY R

Protoze

fada konverguje a jeji soucet je 1.
Vyjma definice mame k vySetfovani (absolutni) konvergence ¢iselnych rad z prednasky k
dispozici nasledujici kritéria:

e nutnou podminku konvergence,

e Leibnizovo kritérium,

e d’Alembertovo kritérium,

e srovnavaci kritérium.

Priklad 5.3: Rozhodnéte o konvergenci nasledujicich rad.

o0

a) Z (1+ 2_k),

k=0

b) Y k37F,
k=0

> sink
c) Z o

k=0
Resend.
a) Rada diverguje. Nenf splnéna nutns podminka konvergence. Zde

lim (1+27%) =1#0.

k—o00

b) Rada konverguje, lze pouzit d’Alembertova kritéria:

P Gl VE S SRV 3 D
Fi—s 00 k3—k T 3k50 k3 '
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c¢) Rada absolutné konverguje, pouzijeme srovnavaci kritérium:
(o]
pro k € N je |sin(k) - 277 <27F atada Z 2% konverguje.
k=0
Poznamenejme, ze v tomto pripadé nelze pouzit d’Alembertovo kritérium.

Priklad 5.4: Rozhodnéte o konvergenci nasledujicich rad.

> 14k
2) kzl+k2’
=1

b) S VE(VETT - VE),
k=1

) - (_1)k
c E —
|
= (2k+1)!
Resend.
a) Diverguje, protoze

1+k 1+k 1 1 1
> = 4>
1+k2 = 2k2 2k:2+2k: - 2k

o
1
pro kazdé k =1,2,3... a o fadé Z e prednésky vime, ze diverguje.
k=1

b) Diverguje, protoze neni splnéna nutnd podminka konvergence.

c¢) Lze pouzit d’Alembertovo kritérium k vySetfeni absolutni konvergence a ukdzat konver-
genci rady.

Priklad 5.5: Rozhodnéte o konvergenci nasledujicich rad.

D BIEEIOE

k=0

> k!
b) Zﬁv

k=0

c) ZE?

k=0

9 kz 2k 4 32k’
=0

o0 32k

)2 5y

k=0
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Resend. V prvnim pifkladé lze pouzit srovnavaci kritérium, v ostatni d’Alembertovo. Vysledky:
a) konverguje, b) konverguje, ¢) diverguje, d) konverguje, e) diverguje.

Domaéci cviceni 5.6: Vysetiete konvergenci nasledujicich rad

2) i (_1)k2k’ b) ik:aog—k

o

k=1 k=1
k3 +3 > L 1+ k
) > 3 d) > (-1 :
k3 = 1+ k2

a) diverguje, b) konverguje, c) diverguje, d) konverguje.
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Cviceni C. 6
Limita funkce

Limita funkce; jednostrannd limita; existence limity; vypocet limit.

Znaceni

Hm f(@) = € limita funkce f v bodé a
T—a

llm F(@) = o limita funkce f v bodé a zprava
T—a4

Hm f(Z) = o limita funkce f v bodé a zleva
T—a—

Na prednasce se limita realné funkce realné proménné definovala nasledovné: Necht funkce
f je definovana na okoli bodu @ € R s moznou vyjimkou bodu a samotného a necht ¢ € R.
Rekneme, 7e f méa v bodé a limitu ¢, pokud pro kazdé okoli H,. bodu ¢ existuje okoli H, bodu
a tak, ze pokud = € H, \ {a} pak f(z) € H,.
K vypoctu limit mame nyni k dispozici véty o limitadch souctu, soucinu, podilu, slozené
funkce a Heineho vétu. Dale mame z prednasky odvozené limity
In(1+ z) e’ —1 y sin

lim ——= =1, lim =1, lim
x—0 x z—0 xT z—0 X

=1

Také jiz muzeme vyuzivat spojitost exponencidly, logaritmu, sinu, kosinu...Néktef{ uz na
prednasce méli, jini mit teprve budou.
Priklad 6.1: Vypoctéte limitu:

. 3 —2r—1

lim ———.

a——-172° —2r — 1
Resend. Jelikoz —1 je kofenem polynomu v ¢itateli i jmenovateli, musime vytknout vyraz
(z + 1), na tomto misté si pfipomente déleni polynomu polynomem.
e —20 -1 (x4 1) (2?2 -2z —1) 1

lim ——— =1 = _,
a1 75— 2z — 1 x—l>n—11(x+1)(x4—x3+x2—x—1) 3

Priklad 6.2: Vypoctéte limitu:

lim (I+2)(1+22)(1+3z) — 1.
z—0 x

6.

Priklad 6.3: Pomoci definice vypoctéte limity

. 1
lim —.
r—04+ X
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Resend. Na této limité znovu demonstrujeme definici. Bud H, o (c) = (¢, +00) zadané okoli
+00, ¢ > 0. Polozme § = 1. Potom pro z € Hy (6) ~ {0} = (0,6) plati 0 < z < § a proto
1>¢elileHio(c)a

lim — = +o0.
:E—>0+ €T
Podobné lze nalézt druhou limitu,
lim — = —o0.
z—=0_ I
Priklad 6.4: Vypoctéte limitu
o1
2
—+o0.
Priklad 6.5: Vypoctéte limity
. 24+x—6
lim

o1y 22 — 4z + 37
Reseni. Po tpravé
$2+x—6_ 1 2 +x—6
22 —4x+3 x—1 z—3

ihned uzavirdme
. 24+1—6 1+1-—-6
lim oo —— " =

—_ = +00.
o1y 22 —4dx + 3 —2 >0

Priklad 6.6: Vypoctéte limity:

lim e*.
T—F00
Resend.
lim e =400, lim e =0.
T—r+00 T——00
Jako argument lze pouzit zndmé ¢iselné limity lim e" = 400, resp. lim e " = 0, mono-
n—+o0 n—+00
tonii e¥ a Heineho vétu. Nacrtnéte téz prubéh exponencialy.
Priklad 6.7: Vypoctéte limity:
. In(1+€%)
lim ———=.
r—+oo x
Resend.
In (1 z In(e®- (1 - In (1 - 1
g BOEE) g, Wl (de™) o el e 1 i n(te ) = 1.
r— 400 €T Tr—+00 €T Tr—+00 €T r— 400 €T
In(1+e*
i 2+
T——00 €T
Priklad 6.8: Vypoctéte limitu:
. In(1+€%)
lim ——=.
T——00 et
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Reseni. Pomoci véty o limité slozené funkce

In (1 x
lim 711( +e) = lim
T——00 e’ y—0 Y

In(1+y)

Navic jsme pouzili znalost jedné z limit uvedené na zacatku této kapitoly, ted je vhodny cas

tyto limity pripomenout, protoze budou potieba dale.

Priklad 6.9: Vypoctéte limitu:

R |
lim .
z—0 x
3.
Priklad 6.10: Vypoctéte limitu:
3r _ dx
. € e
lim
z—0 X
-~
Priklad 6.11: Vypoctéte limitu:
. sin (bz)
lim ———=.
z—0 x
5.
Priklad 6.12: Vypoctéte limitu:
. sin (2z)
lim ——=

2—0 sin (3z)

Wi

Priklad 6.13: Vypoctéte limitu:

. 1—cosz
lim ——.
x—0 x2
1
L.
Priklad 6.14: Vypoctéte limitu:
sin x
lim .

Tz—+o0 I

Reseni. Zde mame k dispozici vétu o limité seviené funkce. Jelikoz

1 sin x 1
Ve>0: —— < <
T T x

a obé mezni funkce maji stejnou (nulovou) limitu, je nulova i limita hledana.

Priklad 6.15: Vypoctéte jednostranné limity:

. 1
lim arctg ——.
r—1+ 1—
Resend.
lim arct L I
r—1+ & 1—=x =T 2 ’

Pro ilustraci nac¢rtnéte graf funkce arctg x.
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Domaci cviceni 6.16: Vypoctéte limitu:

lim arcsin
Tr—+0c0o

™

5 -

Domaci cviceni 6.17: Vypoctéte limity

) i 3+ 222 — 8x
a) lim
e—2 23 — 322 — 4z + 12’
2
z°+3x—4
b) L
)xigl+x3—4x2+x+6’
c) lim < ,
z—0 et e 7T
T _
d) lim & —°.
z—1 x—1

a) —3, b) —oco, ¢) 1,d) e.
Domaci cviceni 6.18: Vypoctéte limity

a) 11:15% cosx(x) (2sin(z) + x),

by lim @)

ToT/2 T — 5
t

i B)

-0 tg(2x)

2:5_1

d) lim

a—0 sin(z)
a)3,b) —1,¢) 3,d) 2.
Domaéci cviceni 6.19: Vypoctéte limity

)l x* — b
& w—l>r—&r-1<>ox2—3x—|—1’

V142 -1
b) lim ———

z—0 €T

3
) lim R
¢ z—+oo \ 22 + 1 ’

a) 400, b) 0, ¢) 0.

Domaci cviceni 6.20: Vypoctéte limity

0 (G~ )

cosx — sinx
b) lim —,
) :pg}rl/z; cos(2x)
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Cviceni ¢. 7
Spoijitost a derivace funkce

Spojitost funkce; rizné piipady nespojitosti; derivace; vypocet derivace.

Znaceni

12 T P dolni cela cast x
1 >0

SEN(T) = Q0 =0ttt zndmenko (signum) z
-1 <0

@) derivace funkce f v bodé a

Priklad 7.1: Nacrtnéte graf funkce f(z) = |z|. Rozhodnéte, kde je f spojitd, pripadné
spojita zleva nebo zprava.

Reseni. Funkce f je spojitd na R\ Z, v bodech = € Z je spojitd zprava, ale zleva nespojité.
Skute¢né, pro a € R\ Z totiz existuje okoli H, bodu a tak, ze pro z € H, je |x] = |a| a proto

lim|] = lim |a = [a.

Pokud ale a € Z, pak podobné

lim |z| = lim |a] = |a]

r—a+ r—a+

lim |z] = lim (la] —1) = |a] — 1.

Tr—a— T—a—

Nakonec uvadime nacrtek.
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1 1 1 o4 1 1 1 1

I I I 3 I I I I

I I I 2 I I I I

1 1 1 1 ‘ ‘ 1 1

I I I I I I I I

S S — F————+——
40 =3 =2 -1 0| 1 2 3. 4.7
e el __1_

I I I I 1" I I I

I I I I I I I I
- - - - @—O---F - - - - - === =+ =

I I I I —92 I I I

I I I I I I I I

| | | | -3 | | |

I I I I I I I I
e

I I I I —4 I I I
I ST R 5.

Priklad 7.2: Nacrtnéte graf funkce f(x) = sgn (sin z). Rozhodnéte, kde je f spojitd, pfipadné
spojita zleva nebo zprava.

Funkce f je spojitd na R\ A, kde A := {kw|k € Z}. V bodech mnoziny A neni spojitd ani zleva ani zprava.

Priklad 7.3: Urcéete defini¢ni obor funkce

f) = :U32— Tr +6

a rozhodnéte, v kterych bodech mimo defini¢ni obor je mozné tuto funkci dodefinovat tak,
aby vysledna funkce byla spojita.

—x—2

Resend. Protoze plati rovnost
2 —x—2=(z—2)(z+1),

je definiénim oborem funkce f mnozina Dy = R~ {—1,2}. Cislo 2 je ale i kofenem polynomu

v Citateli, takze
5

lim = —.
z—2 3

V bodé 2 je mozné funkci spojité dodefinovat hodnotou % V bodé —1 to mozné neni. Pro
jednostrané limity totiz plati

lim f(z) = Foo.

r——14

Priklad 7.4: Rozhodnéte, zda-li je mozné funkci

1
f(x) = arctg —
x
spojité dodefinovat v bodé 0. Co lze Tici na stejnou otazku pro funkci

g(z) = f(x)*?

2
f nemd v bodé 0 limitu, nelze ji spojité dodefinovat. Funkci g lze v bodé 0 spojité dodefinovat Z-.

Cvigeni BI-ZMA, FIT CVUT 32 7S 2013/2014



Priklad 7.5: Zderivujte nasledujici funkce a urcete jejich defini¢ni obory, stejné tak urcete
defini¢ni obory zderivovanych funkci.

1 2

Q) f@) =2+ Va4 YE, ) f@) =+ o, o) (5+20)°3 — 40).
Resend.
0 f'@) =1+ 3=+ 2z Dy = (0.00). Dy = (0.%)
b) /() =~ ~ 5, Dy = Dy =R\ {0}

) f'(x) = —20(12z 4+ 17)(5 + 22)°(3 — 42)", Dy = Dy =R.
Priklad 7.6: Zderivujte nasledujici funkce.

Resent.
a) f'(z) = _ope

b) f'(x) = () = (na + 1)a”
¢) f(x) =2z +2"n2.

Domaéci cviceni 7.7: Zderivujte néasledujici funkce.

a) f/(z) = e e, b) 2In(3)3°" 2

Priklad 7.8: Zderivujte nasledujici funkce a urcete jejich defini¢ni obory, stejné tak urcete
defini¢ni obory zderivovanych funkeci.

a) f(x) =In(sinz), b) f(z)=In(In(sinz)), ¢) f(z)=arctgz®, d) f(z)= arcsin%.

Resend.

a) f'(z) = cotgz, Dy = Dy = U (2km, (2k + 1)m)

kEZ
b) Dy =0, tudiz derivaci netfeba déle pocitat
322
"(2)= ——, D;=Dy =R
1
d) f'(z) = —ﬁﬂ, Dy = (—00,—1) U (1,00), Dy = (—00, —1) U (1, 00).
e \x?2 -1
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Domaéci cviéeni 7.9: Zderivujte funkci f(z) = sin (Inx).
F(a) = cos(l;)(:l:))

Priklad 7.10: Dokazte, ze plati:

2] = sgn x pro x # 0
neexistuje pro x =0.

Reseni. V bodé z = 0 je derivace zleva rovna —1, kdezto derivace zprava je rovna 1, tudiz
derivace v tomto bodé neexistuje.

Zopakujme pojem tecna ke grafu funkce. Rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé a
je déna predpisem y = f’(a)(x — a) + f(a), pokud f’(a) € R a pfedpisem = = a, pokud
f'(a) = +oc nebo f'(a) = —oco a funkce f je v bodé a spojital. Derivace funkce f v bodé a
je rovna tangens uhlu «, ktery tecna grafu funkce f v bodé a svird s osou .

Priklad 7.11: Naleznéte body, ve kterych je te¢na funkce

flx) = %mﬁ/g’ + %az -3z
rovnobézna s osou x nebo y.
Resend. Prvnimu pifpadu odpovidaji feSeni rovnice
1 1

5 2/
f,(f):ﬂl’/d 5—%:0,

jez jsou dvé, x = =+ (6/5)3/2. Druhému piipadu potom body z Dy, kde f'(x) = +oo, tedy = = 0.

Priklad 7.12: Naleznéte body, ve kterych te¢na funkce

1/, 1
f(z) = ) <€ - e;,;>
svird s osou z thel 45°.
Resend. Resfme tedy rovnici
1
fl(x) =tg4s* =1 < i(ex—i—e"’") =1 & €e'—-1=0,

jejimz jedinym TeSenim je e* = 1, ¢ili x = 0.
Priklad 7.13: Urcete obsah trojuhelnika, ktery je ohranicen te¢nou ke grafu funkce
fla)=a""

v bodé a, a > 0, osou x a osou y. Pro jakou hodnotu parametru a je tato plocha nejvétsi?

!'Naptiklad te¢nu k sgn v bodé 0 nedefinujeme, sice sgn’(0) = +oo ale sgn v 0 nenf spojitd, pojem tecny
tak postrada smysl.
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Resend. Rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé a zni

1( )+1
=——(x—a)+ ~-.
y a? a

Priiseciky tecény s osami z a y tedy jsou body (2a, 0) a (0,2a~!). Plocha hledaného trojtihelniku
je konstantni a rovna 2. V tomto prikladé tedy jesté neni nutné umét hledat extrémy funkce,
to bude obsahem dalsich cviceni.

Piiklad 7.14: Spoctéte 1., 2., a 3. derivaci funkce f(x) a uréete £ (x) pro kladné p¥irozené
n v nasledujicich pripadech:

a) f(z)=e", b) 2%, ¢) 2%, a €N, d) 2% a ¢ N, e) f(z) =sinz, f) f(z) = cosu.
Resent.
a) f ="
b) f'(x) =322, f"(z) =6z, f"(z)=6, f™ =0pron>3

¢) (@) = {O‘(O‘ —1)..(a=n+1)z®" proazn
0 proa <n

d) fM (@) =a(a—1)...(a —n+1)z""

(=1)™cosz  pron=2m+1,meN

(-1)™sinz  pron=2m,meN, m>1

(

(

—1)™sinz pron=2m-—1,meN, m>1
)

—1)"™cosx pron=2m,meN, m>1.

Domaci cviéeni 7.15: Je funkce f definovana predpisem

0, x <0,

x, 0<x <1
flz) = )

—x +4r—2, 1<x<3,

4 —x, z > 3,

spojita na svém defini¢nim oboru?
Ano.

Domaéci cviceni 7.16: Pro jakou hodnotu redlného parametru a € R je funkce
z+1, r <1,
flz) = 2
3—azx®, xz>1

spojita?

Je spojita pro a = 1.
2

-1
7 neni definovana v bodé x = 1. Lze ji dodefi-

Domaéci cviceni 7.17: Funkee f(z) = —
3 _

novat tak, aby byla v bodé 1 spojitd?
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Ano, lze. Definujeme f(1) := %

sin(x
o ( )1 neni definovana v bodé x = 0. Lze ji v tomto
e p—
bodé dodefinovat tak, aby byla v bodé 0 spojita?
1

Ano, a to hodnotou lim f(z) = =.
x—0 2

Domaci cviceni 7.19: Vypoctéte derivace nasledujicich funkci

Domaci cviceni 7.18: Funkce f(x) =

1
arcsin(z)’

a) f(x) =arctge®, b) f(z) =zsin(z)cos(z), c¢) f(z)=Inlz|, d) f(z)=

o N ' by 1 ) = 1 !
Tres O F@=gsin@a)+acos2e), o fiz)=2, d) fio)= (arcsin(2))2 Vi— a2

DomaAci cviéeni 7.20: Pro funkci f najdéte body a € Dy tak, Ze jeji tecna v bodé a svira

a) f'(x) =

thel « s osou .

D) f(2) = (> —2)", a=

i

¢) f(x) = —arctg(x), «

a) a=+3"%4 b)aec{0,1},¢c) a=0.

Domaci cviéeni 7.21: Vypoctéte derivace nésledujicich funkei (a, b, ¢, d jsou kladné redlné

parametry)
a x b 2P 1 2 3
) ) =24 T D 0@ = (50) o f@)=va (s - vat),
b
D f@ =ty O i) = <f+1>(fl> P) (@) = (2% = 32+ 3) (2 + 22— 1),
W) f(@) = f—+~2b*+2bz» D@ = 2(5-0) 0 S0 = L f ) S = o
fl(z) = — 23/2 ) f(x) = 42® — 32° — 8z + 9.

Doméci cviéeni 7.22: Pro funkci f(x) = 3z — 2/z vypoctéte f(1), f/(1), f(4), f'(4), f(a?)
a f'(a?). (a € R.)

FO) =1, f/(1) =2, f(4) =8, f'(4) = 3, f(a®) = 3a® = 2Jal, f'(a®) =3 — .

Domaci cviceni 7.23: Pro funkci f(z) = w spoctéte f(—1), f'(—1), f(2), [’ (%) pro
a # 0.

F=1) = =5, f'(-1) = =8, [/(2) = 42, f (1) = a*(3a® + 10a — 1)

Domaci cviceni 7.24: Naleznéte derivace nasledujicich funkci

a) f(z) = %OS(@ b) f(z) = xsinz +cosz, ¢) f(z) =sin(sin(x)), d) f(z)= ,/tgg,
. .2 x
e) f(z) =sinvV1+422, f) f(z) = arcsin o 9) f(z) = 1o arctg x.
, 1 — cos(z) — z sin(x) , , . , 1 1
a) f'(w) = oD ZTID) [y o0 = gcos(a), ©) f (x) = cos (sin(x)) - cos(x), d) f'(z) = = _ __
(1 7cos(x))2 ° ‘ ¢ S( ) ° 4 (sin %) 2 (cos %)3/2
, _zcosV1+ a2 , _ 2 , _ T 2
e)f(x)—ﬁ»f)f(f)—*myg)f@)— 2(1+12>'
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Domaéci cviceni 7.25: Vypoctéte derivace nésledujicich funkei (a, b jsou redlné parametry)

a) f(z)=2%, b) f(@)=2-10", ¢) f(z) =277, d) WZ%’

e) f(z) =ae™*", f) f(z) =a"2" (zde a > 0), g) f(x)=2%, h) f(z)=e/"FL.

2e”

e) f'(z) = 72ab2me_b212, f) f'(x) = (z In(a) + a)azza_l, g) f(z) = 23" . In(2) - 3% - In(3), a) f'(z) = eVEHL

a) f'(z) = 2%1In(2), b) f'(z) = (1 + xln(lO)) 210, ¢) f'(z) = %(ln(w) - 1)2ﬁ, d) f'(z) =
1

2vz + 1
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Cviceni €. 8
Extrémy realnych funkci

Extrémy realnych funkci; vysetfovani prubéhu redlnych funkei.

Priklad 8.1: Urcete nejvétsi a nejmensi hodnoty nabyvané nasledujicimi funkcemi na zada-
nych intervalech.

1. f(x) =2 —2y/x na (0,4)

2. f(z) = % na (0,4)

3. f(z) =ze " na (0,00)
Regend.

1. f(0)=f(4) =0. fl(x) =1- ﬁ je nulovd v bodé 1 a pfitom f(1) = —1. Na daném
intervalu tedy f nabyva maxima v krajnich bodech (s hodnotou 0) a minima v bodé 1
(s hodnotou —1).

2. f'(x) = 2(x +1)72 > 0, funkece f je tedy na daném intervalu rostouci, maxima na-

byvé v pravém krajnim bodé (s hodnotou f(4) = ) a minima v levém krajnim bodé

(s hodnotou f(0) = —1).
3. f(0) =0, xh—>Holo f(x) =0. f'(z) = e *(1 — x) je nulovad v bodé 1 a v tomto bodé ma f

maximum s hodnotou e~!. Minimum s hodnotou 0 je potom nabyvano v levém krajnim

bodé.

Priklad 8.2: Naleznéte extrémy, urcete limity v krajnich bodech defini¢niho oboru a bodech
nespojitosti, vySetiete konvexnost/konkévnost funkce

f(z) =322 — 2

a nacrtnéte jeji graf.

Reseni. Derivace f'(x) = 6x — 322 je nulova pro x = 0 (f(0) = 0) a z = 2 (f(2) = 4), pfitom

ll,rf f(z) = Foo. Nahlédneme, ze v bodé 0 ma f ostré lokdlni minimum a v bodé 2 ostré
T o

lokalni maximum. (Lze ovéfit z druhé derivace.) Déle f”(x) = 6(1 — x), a proto shrnujme, Ze
f je konvexni na (—o0, 1) a konkévni na intervalu (1, co).
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Nez se pustime do nasledujiciho prikladu pripomente si pojem asymptoty grafu funkce.

Priklad 8.3: Vysettete prubéh funkce (véetné asymptot)

fla) =+

a nacrtnéte jeji graf.

Reseni. Ziejmé Dy = R\ {0}. Derivace f/(z) = 1 — 2273 je nulovd v bodé v/2. Dale mame

lim f(z) = oo a lim f(z) = +o0o. V bodé /2 je tedy nutné ostré lokalni minimum.
x—0+ r—=to0

f"(z) = 627 > 0, a funkce f je tudiZ na D konvexni. Dile ll)lil (f(z) —x) = 0, primka

y = z tedy predstavuje asymptotu v +co. Vedle toho je pfimka x = 0 svislou asymptotou.

Priklad 8.4: Vysetiete pribéh nésledujicich funkei
L f(z) = (a® +1)°2,
2. f(z) = (xz +1)%/3 22,

2

3. f(z) = 50

Resend.
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. Defini¢cnim oborem zadané funkce je mnozina Dy = R. Pro prvni a druhou derivaci plati
[(@) =32 (@2 + 1)1,

f@) =3 (@ + 12 +2%? +1)72), zeDy.

Uzavirdme, ze funkce je spojitd na svém defini¢nim oboru, klesd na intervalu (—oo,0) a

roste na intervalu (0, 4+00). V bodé 0 nastava lokalni minimum. Funkce je konvexni na R.
Pro limity na ,krajich“ defini¢cniho oboru plati

lim f(z)= lim (2% +1)*? = +00.

r—+oo xr—r+0o0o

Asymptoty v £0oo neexistuji, protoze

lim @: lim l-(562—1—1)3/2::|:oo.

z—Foco g T—Foo I

Pruseciky s osou x neexistuji. Prusecik s osou y je pouze jeden, (0, 1).

Y

r

. Definiénim oborem zadané funkce je mnozina Dy = R. Pro derivaci plati

dr + 3

/ _ Lt _

f (l’) =2z 3(.%‘4—1)1/3’ x # 1a

N (1 ARt el LN a? L
f(=1) = lim s 1 —xgn_ll CESNE neexistuje.

Derivace v bodé —1 neexistuje, ale presto je zde funkce spojit4,
Jim f(x) = 0= f(-1)

Ze znaménka derivace dale odvodime monotonii.

interval (—o0,—3/4) (=3/4,—1) (=1,0) (0,4oc0)
znaménko derivace — + - +
monotonie kles4 roste kles4 roste

. Defini¢nim oborem funkce f je mnozina D; = R~ {—2}. Pro limity plati

. z?
xinfnzi f) = 2+ 00,
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Protoze

lim le, lim f(z)—1-2=-2,
r—+oo g r—+oo
je asymptotou piimka x = —2 a v +o0 pfimka y = z — 2. Jedinym prusecikem s osami je

bod (0,0). Pro derivace funkce f plati

roy r(r+4)
f (CC) - (2+$)27
" _ 8 T o

Nase funkce f je tedy konvexni na intervalu (—2,400) a konkavni na intervalu (—oo, —2).
Typ monotonie vyéteme z prvni derivace:

interval (—o0,—4) (—4,-2) (-2,0) (0,+00)
znaménko derivace + — — +
monotonie roste klesa klesa roste
Funkce nabyvé lokalniho maxima v bodé x = —4 s hodnotou f(—4) = —8 a lokélniho

minima v bodé x = 0 s hodnotou f(0) = 0.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

[e.e]
Priklad 8.5: Urcete nejvetsi ¢len posloupnosti (C/ﬁ)

n:l'

Reseni. Piejdéme od diskrétniho ke spojitému problému, tj. hledejme maximum funkce f(x) :=

¥/x na intervalu (1,00). f(1) =1, lim f(x) = 1. Derivace f'(z) = /(1 —Inx)x=? je nulova
x o0

v bodé e a pritom f(e) > 1. Nejvétsimu clenu posloupnosti tedy odpovida n = 2 nebo n = 3.

Numericky ovéiime, Ze nejvétsim ¢lenem posloupnosti je /3.

Priklad 8.6: Urcete, kolik korenti mé rovnice

22 —z—lnzx—1=0
a nasledné je separujte. Potom diskutujte, kolik kofentt ma rovnice
?—z—Inz—a=0

v zéavislosti na parametru a.
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Regeni. Ozna¢me f(z) = 2® — z — Inx, tato funkce je definovdna na intervalu Dy = (0, 00).

Derivace f'(z) =2z —1 — 2~ ! je na Dy nulovd pouze v bodé 1 a pfitom f(1) = 0. Soucasné
lim, o4 f(z) = limg—oo f(2) = o0. Graf funkce f(z) — a tudiz protind osu x dvakrdt pro
a > 0, jednou pro a = 0 a vubec pro a < 0. Pro a = 1 dostavame jeden koren na intervalu
(0,1) a druhy na intervalu (1, co).

y = f()

0 1 2 z

a) Lokélni minimum v bodé 1 (f(1) = 0); lokalni maximum v bodé e? (f(e?) = 4e2).
b) Lokdalni minimum v bodé 1 (f(1) = 2); lokdlni maximum v bodé —1 (f(—1) = —2).

¢) Lokélni minimum v bodé 3/4 (f(3/4) < 0); lokalni maximum nem.

Domaéci cviceni 8.8: Jaké nejvétsi a nejmensi hodnoty a v jakém bodé nabyva funkce
a) f(z)=cosx + & cos 2z na intervalu (0, 2),

b) f(z) = /5 — 4z na intervalu (—1,1)?

2) Maximem je /(0) = f(27) = § a minimem f(27/2) = f(4/s) = .

b) Maximem je f(—1) = 3 a minimem f(1) = 1.

Domaéci cviceni 8.9: Vysetiete prubéh funkce

a) f(z) = (z+1)%",

¢) flz) = (z+1)%° — (z - 1),

Q) fla) ="z,
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f) fla)=a"e,

g) f(z) =zarctgw,
h) f(z) = arcsin 2%

2)

b)

o)

d)

e)

0

g)

h)

1+z2°

Dy = R, rostouci na (—oo, 8) klesajici na (8, +00), lokdlni maximum v bodé 8 s hodnotou 9°¢~%, konkévn{ na (—co, —1) a
(5,11), konvexni na (—1,5) a (11, +00), limgz— oo f(z) = 0 a limg—, oo = —o0, asymptotou v +oo je y = 0.

Dy =R ~ {1}, rostouci na celém defini¢énim oboru, konvexni na (—oo, —1) a (0, +00), konkavni na (—1,0), prusecik s osou
z je v —1, prusecik s osou y v 1, je spojité dodefinovatelnd v bodé 1 hodnotou 4/3, asymptotou v +oo je y = z.

VySetfovana funkce je lichd, stac¢i proto uvazovat pouze z > 0. Zde je funkce rostouci na (0,1) a klesajici na (1,+o00),
pro derivaci plati lim, 14 f'(z) = —co a limgy—1- f'(z) = +oo, déle f(1) = 2?3 funkce ma lokéln{ maximum v bodé 1
s hodnotou 22/37 limg o0 f(z) = 0.

3 8/3

Dy = (0, +00), rostouci na (0, e?) a klesajici na (e?, +o0), konkdvni na (0, e%3 a konvexni na (e¥3, +00) lokalni maximum
v bodg, e? s hodnotou 2 limg 5400 f(z) =0, limg_,04 = —o0 asymptotou v +00 je y = 0 a v 0 pfimka x = 0, prusecikem

s osou x je bod 1. ¢

Dy =R, rostouci na (—1/2, +00), klesajici na (—oo, —1/2), konvexni na ((—3 —41)/8, (=3 + \/41)/8) konkdvni na zbytku

R, lokalni minimum v bodé —1/2 s hodnotou —v/5, lim,_, +o0 f(x) = %1, asymptotou v +oo je pfimka y = +1, priseéik

s osou y je —2 a s osou x je 2.

Dy =R, rostouci na (0, 2/3) a klesajici na (—o0,0) a (2/3,+00), lokdlni minimum v bodé 0 s hodnotou 0 a lokdlni maximum
2

v bodé 2/3 s hodnotou (%) 3 e72/3 konvexni na (—OO, (2—\/6)/3) a ((2—&-\/6)/3, —4—00)7 konkdvni na ((2—\/6)/37 (2+\/€)/3)7

limz 400 f(x) =0, limg—, — oo f(z) = —o0, asymptotou v +oo je y = 0, jedinym prise¢ikem s osami je bod z =y = 0.

Dy = R, klesajici na (—o0, 0), rostouci na (0, +00), lokdlni minimum v bodé 0 s hodnotou 0, lim; 4+« f(z) = 400, konvexni
na celém R, asymptotou v oo je pfimka y = £ 5.

Dy = R, klesajici na (—oo, —1) a (1, +00), rostouci na (—1, 1), lokdlni maximum v 1 s hodnotou 7/2 a lokalni minimum v —1
s hodnotou —=/2, konvexni na (—1,0) a (1, 400), konkdvni na (—oo, —1) a (0,1), limy 4 f(x) = 0, asymptotou v +oo je
piimka y = 0.
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Cviceni c. 9
L'Hospitalovo pravidlo, Taylorova véta, opakovani
L’Hospitalovo pravidlo; Taylorova véta a jeji vyuziti k pfibliznym vypoctam.
Nez se pustite do pocitani nasledujicich prikladti, pripomerite si predpoklady 1’Hospitalova

pravidla.

Priklad 9.1: Pomoci 'Hospitalova pravidla spocitejte nasledujici limity.

—1+1
a) lim ~ —i—na:’ b) limzlnz?, ¢) lim

™
5 tarctge
z—1 1—x2 z—0 T —00 r—1

Resend.

a) Limita je typu 8, 1 — 22 a —2z jsou nenulové na okoli bodu 1 pro z # 1 a jak hned
nahlédneme, limita podilu derivaci existuje. Proto je nasledujici vypocet opravnény

1+ 2

P s g I — == ="h

x71+lnx1§

b) Nejprve vyraz upravime (jednim z dvou moznych zpusobi, druhy by zde nepomohl),

In 22
rlnz? = .

z
Pokud =z — 0, pak limita citatele je —oo a limita jmenovatele neexistuje. Protoze ale

.1 . . . S .y .
hr% ‘—‘ = +o0, % a —z% je nenulové na okoli 0 pro & # 0 a jak ihned ovérime, limita
T— T

podilu derivaci existuje, muzeme 1’'Hospitalovo pravidlo pouzit. Dostavame

Inz? 1 2
lim zInz? = lim — 2 Jim —% = lim(—2z) = 0.
z—0 z—0 = z—0 -2 z—0
c) Jedna se o limitu typu %. Podobné jako v predchozim prikladé je jmenovatel % i jeho

derivace —x% nenulovéd pro z # 0 a navic limita podilu derivaci existuje, jak vidime v né-

sledujicim vypoctu

T 4arctgz p ! 2 1
lim 2 OOBTIH g TR oy Yo fim = 1,

1m — 1
T——00 r—1 T——00 — —= z——o00 1 + x2 T——00 — + 1
T

Priklad 9.2: Pomoci I’'Hospitalova pravidla vypoctéte limity

arctg x
e —cosx ) Tz —1 . Inzx
., b) lim L

a> lim z—1 $3 —1 ’ T——+00 \/E

z—=0 x+sinx
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1 arctg x : 1 .0

. earctgm — COST IH. .. 5 € +sinx e’ +0 1
lim ————— =" lim 1+a = 140 = —.
z—0 x+sinx z—0 1+ cosx 1+1 2

Predpoklady pro pouziti I’'Hospitala jsou splnény: limita je typu %, limita podilu derivaci
existuje, xsinz i 1 4+ cosx jsou nenulové na okoli 0 pro = # 0.

b) V tomto pripadé lze pouzit bud ,piimy*“ vypocet,

JT-1 z—1 1 1
lim = lim . = -
a—l 23 —1  a=l(z—1)(224+2+1) yx+1 3

1 1
2 6

nebo alternativné mtizeme pouzit I’Hospitalovo pravidlo. Limita je totiz typu 8, 2 —11i
322 jsou nenulové pro x € (0,2),  # 1, a limita podilu derivaci existuje,

\/5 -1 H. . %$—1/2 1

c) Jedna se o limitu typu i%, T i %x*1/2 jsou nenulové pro x >0 a

Inz yh. 1

1
lim — =" lim —%—=2 lim — =0
- .

r—+00 \/,E r—+00 Ex 1/2 T—+00 \/E

Priklad 9.3: Pomoci I’'Hospitalova pravidla spocitejte nésledujici limity.

T —e T -2 1 1
a) lim u, b) lim sin (x — 1)tgﬁ, ¢) lim ( — ) :
z—0 x —sinzx z—1 2 z—=1\Inz x-1

Reseni. Zde uz jenom struéné (dopliite ovéieni predpokladi!)

. et—e =2z .. e4+e -2y .. e —ePru ., e+e’”
a)lim ——— = lim—— = lim ——— = lim—— =2
z—0 x —sinzx z—=0 1 —cosx z—0 sinx z—0 COSXT
b) lim sin ( it T y sin (z — 1) rm 5 cos(x—1) 2
o1 T 89 T cos L 201 —Zsin T ow
, <1 1 ) . z—1—Inzu 1-1
c)lim | — — —— ) = lim ————= = lim +—+——*——
s>l \Inz -1 z—1 Inz(x —1) =1 2(r—1)+Inx
I'H. .. z—1 . 1 1
=" lim _ =

_ = lim —— = —.
z=lgx—14+xzlner 2—=124+1Inz 2

Priklad 9.4: Vypoctéte limitu posloupnosti

. Inn
lim
n—oo nf

pro libovolné ¢ > 0.
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Resend. Jedna, se sice o limitu posloupnosti, ale pomoci Heineho véty k jejimu vypocétu mizeme
pouzit 'Hospitalovo pravidlo. Podrobnéji, nasledujici vypocet limity funkce,
1

lim lim = lim — =0,
z—+oo € r—+o00 ex€T r—+oo £€

8=

Inz ru.

M

je korektni, protoze jsme I'Hospitalovo pravidlo pouzili na limitu typu 52

derivaci existuje (uvazujeme £ > 0!).
Posloupnost (n) zfejmé konverguje do 400 a proto podle Heineho véty a ptredchoziho
vypoctu plati

a limita podilu

Inn

lim =0.
n—oo nf

Zopakujme si znéni Taylorovy véty. Z prednasky zndme n-ty Tayloriv polynom funkce
f v bodé a. Taylorova véta tvrdi:
Necht n € N a funkce f je spojitd do n-té derivace na okoli H, bodu a a necht f ("“)(x)
existuje pro x € H,. Potom pro libovolné x € H, existuje bod ¢ lezici mezi body a a z tak,
ze plati

n_ (k) (g (n+1) (n+1)
f(l‘) — Z f ( >(CL‘ . a)k + f (6) o a)n+1 — Tn,a(x) + f (6) (CE o a)n—&—l.

£k i) @ (n+ 1)

Posledni ¢len, f(z) =Ty q(z) =: Ry q(x), nazgvame Lagrangeovym zbytkem. Zduraznéme,
ze hodnota & zavisi na volbé x a n.

Pokud a = 0 pak v rdmci zjednoduseni znaceni tento bod neuvadime v dolnich indexech.
Tj. PiSeme T, misto T, 0 a R, misto R, .

Priklad 9.5: Pro funkci f(x) = % naleznéte 5. Tayloruv polynom v bodé 0.

Resend. Pro ucely derivovani upravime f(z) =1+ x%rl Nyni snadno napoéteme prvnich pét
derivaci:

, 1 I 2 m 6

A e 1 R
24 120

M@ = 1Y@ = e

Po dosazeni x = 0, dostaneme nésledujici Tayloriv polynom:

Ts(z) =2 —a+2% — 2% + 2% — 25

Priklad 9.6: Pro funkci f(z) = tgz naleznéte 3. Tayloruv polynom v bodé 0.

Reseni. Pro prvni t¥i derivace mame:

Fle) = — )= 2T gy o

cos? x’ cosd z’

1+ 2sin?z
costx

Jelikoz f(0) = f”(0) = 0, shrnujeme, ze hledany Taylortv polynom je

1
Ts(z) =z + g:zg.
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Domaéci cviceni 9.7: Pro funkci f(z) = arcsin z naleznéte 3. Taylorav polynom v bodeé 0.

Domaéci cvi¢eni 9.8: Pro funkci f(z) = ﬁ naleznéte 5. Taylortuv polynom v bodé 0.

Nasledujici tri priklady ukazuji rtizné zptisoby pouziti Taylorovy véty.

Priklad 9.9: Odhadnéte chybu ve vypoctu sinx pomoci polynomu z — % pro x € <—%, %)

Népovéda: Ukazte, ze © — % jsou prvni dva nenulové ¢leny Taylorova polynomu pro funkci
sin z, a rozdil odhadnéte pomoci Lagrangeova tvaru zbytku.

Resend. Snadno ovéfime, Ze x — %3 je skutecné 3-ti Tayloruv polynom (zaznélo i na prednésce),
ptritom T3(x) = Ty(z). Pro absolutni hodnotu Lagrangeova zbytku po Ty mame

1
< a0 ~ 0.000260417

2

Priklad 9.10: Pro jakd z je absolutni hodnota chyby piiblizného vyjadfeni cosz ~ 1 — %
mensi nez 10747

Népovéda: Viz napovéda pro tlohu 9.9.

>3 v 4 4 v 2 Vv v v o4
Reseni. Snadno ukézeme, ze Th(x) = T3(z) = 1 — % (rovnéz zaznélo na predndsce). Lagran-

getiv zbytek odhadneme podobné jako vyse:

ARG cos§ at
[Ra(e)] = ’ R il TR TS
Pozadujeme, aby % < 1074, odtud
V24
7] < Y22 ~0.22.

10

Priklad 9.11: Jak velké n musite zvolit, aby chyba pfi vypoétu f(z) = In(1 + z) pomoci
n-tého Taylorova polynomu funkce f v bodé 0 na intervalu (0,1/2) byla mensf nez 10767
Vypoctéte i prislusny Taylortiv polynom.

Resend. Nejprve musime nalézt prislusny Tayloriv polynom. Pro derivace funkce f plati

f@)=(l+z), fla)=—— f//(x):_mlx)?’ fm(x):(lfw)?"

7 toho jiz nahlédneme, Ze

F®) () = (_1)15::5)‘[ DY o f0(0) = (1) (k—1)! pro kEN.

Navic f(9(0) = £(0) = 0. n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé 0 proto je
no(_q1\k+l

To(z) = Z 7( 1}2 z*.

k=1
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Pro absolutni hodnotu chyby po n-tém Taylorové polynomu plati

(=1)™-n!
Bue)| = [ | L Jal™)
()] = _

(n+1)! 1+ n+1°

Je-li z € (0, 1/2), pak jisté

Row)| < — .01
e R )

Prvni n, které spliuje m <1075 je n = 15.
Domaéci cviceni 9.12: Vypoctéte nasledujici limity

i vVi+zr—1
1m ———.
=0 /8 + 1 — 2

) sin®(x — 1)
@) i%x4—x3—3x2+5x—27 b)

a) 3, b) 6.

Domaci cvi¢eni 9.13: Naleznéte paty Tayloriiv polynom funkce f(z) = 2° + 2z — 322 +3
v bodé 0.

Je k nalezeni na této strance.

Domaéci cviceni 9.14: Najdéte tfeti Taylortv polynom funkce f(x) = arcsin(x) v bodé 0.
1 -

Ts3(z) =z + gmd.

Domaéci cvi¢eni 9.15: Najdéte n-ty Tayloruv polynom funkce f(x) = ze® v bodé 0.

n

_ L »
Tn(f)_Z(kfl)l '

k=1
Domaci cviceni 9.16: Najdéte 2n-ty Tayloruv polynom funkce f(z) = % v bodé 0.
D g2k
Ty (z) = Z SR
k=0

Domaci cviéeni 9.17: Pomoci pfislusného Taylorova polynomu funkce f(z) = e* druhého
stupné vypoctéte pribliznou hodnotu 4%/5 a odhadnéte chybu tohoto priblizného vysledku.
To(z) =1+ @+ &, To(—1/4) = 25/32 & 0.781250, |e_1/4 - T2(71/4))| < LWDT +6.00260

Domaéci cviceni 9.18: Pomoci Taylorova polynomu ¢tvrtého stupné v bodé 0 funkce f(x) =
In(1 + ) naleznéte pribliznou hodnotu In(1.5). Chybu v tomto pfipadé nemusite odhadovat.

Ty(1/2) = 77/192 ~ 0.401042.

Domaci cvieni 9.19: Jaky stupen musi mit Taylorav polynom 7),(z) v bodé 0 funkce
f(z) =In(1 + x) aby se na intervalu (—1/2,1/2) funk¢ni hodnoty f a T, lisily nejvice o 0.17

n=9.
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Cviceni ¢. 10
Neurcity integral
Primitivni funkce, substituce, per partes.

Ptipomente si definici primitivni funkce a pravidla pro integrovani souctu a soucinu
(linearita). Zdiraznéme, Ze na rozdil od derivovani neni obecné poucky pro integraci sou¢inu!
” " e, . . 2
Priklad 10.1: Naleznéte primitivn{ funkei k funkei (2 + x?’) .
Resend. .

/(2+x3)2dx:/4+4x3+x6dx:4x+x4+%+0,

Priklad 10.2: Vypoctéte neurcity integral

1 /
1 3 —5 4 7 —1
/(l—mg>\/x\/§dx—/x/“—x /4dx:?x/4+4x 4.

Poznamenejme, ze primitivni i integrovana funkce jsou definovany jen pro x > 0.

Resend.

Priklad 10.3: Naleznéte primitivni funkci k funkci

72
1422
Resent.
22 1
/1+$2dx:/1dx—/1+x2dx:x—arctgx‘+0.

V souvislosti s tlohou vysSe upozornujeme, Ze se znalosti integrovani mocninnych funkei
nevystac¢ime. Je nutné zapamatovat si tabulku integral elementarnich funkci, ktera je k na-
lezeni v prednaskach. Jmenovité zahrnuje primitivni funkce k funkcim

1 1 1 1
cos?z’ sin?x’ /1 — 22 1+ 22
Rozeberme vétu o substituci v neurcitém integralu (prvni verze): Necht pro funkce

f a ¢ plati

1. f ma primitivni funkci F' na intervalu (a, b),

%, b*(b > 0), sinz, cosz,

2. ¢ je na intervalu («, 8) diferencovatelnd,
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3. ¢((a, B)) C (a,b).

Potom funkece f(¢(t))¢'(t) mé na intervalu (o, 8) primitivni funkei a plati

/f(¢>(t))¢’(t)dt = F(¢(t)) + C.

Priklad 10.4: Vypoctéte neurcity integral

1
/ dzx.
T+ 3

1 1
/ dz = {sub: u =z + 3, du:dx}:/—duzln\ul+Czln|x+3|+C.
x+3 u

Resend.

Primitivni funkce existuje na mnoziné R\ {—3}.

Priklad 10.5: Vypoctéte neurcity integral
/(23} —3)0dz.
Resend.

1 1
/(2.7} —3)1% 4z = {sub: u =22 -3} = 3 /uwdu = 5(21‘ -3t c

Priklad 10.6: Naleznéte primitivni funkci k funkci
V1+ 4z
Resend.
/ V1 +4rdr = {sub: u=1+4z} = i/ul/wdu = é—i(l + 4x)' 4 C.

Primitivn{ funkce je definovdna na intervalu (—3, o).

Priklad 10.7: Vypoctéte neurcity integral

1
/7 dx.
et e %

Resend.

! [ tsubr e = [ — L du— arctae®
/mdx—/l_i_ezxdx—{sub.u—e}—/1+u2du—arctge +C.

Priklad 10.8: Vypoctéte neurcity integral

X
dz.
/x4+1x
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x B T 1 1 9
/mdm— {sub. uU=2x }_§/I+u2du_ iarctgx +C.
Priklad 10.9: Naleznéte primitivni funkci k funkci

1
zvVInx

/ ! dx:{sub:u:lnx}:/u_l/zdu:2vlnx+0.

zvInx

Toto je primitivni funkci pro = > 1.

Priklad 10.10: Zintegrujte

/ln(x) dz.
Néapovéda: Integrujte per partes.
Resend.

/ln(m)dx:/l~ln(a:)dm:a:1n(:v)—/gda:::cln(x)—x—i—(?.

Priklad 10.11: Zintegrujte

/ cos® x dzx.

Napovéda: Integrujte per partes.
Resend.
cos’ zdx = sinz cosz + /sin2x dr =sinxcosxz + = — /c0s2xdx
—
1—cos?
coz implikuje, ze

1
/COSdeng—Fisinmcosx—i-C.

Dalsim moznym zptsobem vypoctu je pouzit formulku pro dvojnasobny thel:

1 2 1 1
/COSQ$dZC = / —i_c%(m)dx =3 (x + 2sin(2x)> +C

Pripomente si obecné schéma integrace racionalnich lomenych funkci podrobné probrané
v 10. pfednasce.

Priklad 10.12: Zintegrujte

4

T
——dx.
/1:2+93—2 v
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Resend. Nejprve vydélime ¢itatel jmenovatelem, zbytek po déleni je obecné opét podil dvou
polynom, pricemz polynom v ¢itateli zbytku je jiz nizSiho stupné nez polynom ve jmenovateli:

4

-5 6
— =2 —x+3+ T
224+x—2

2 +r -2
Pro integraci zbytku rozlozime jeho jmenovatel na kofenové ¢initele:

e —2=(x—1)(z+2)
a poté cely zbytek na tzv. parcialni zlomky:

—5x+6 A B (A+ B)x+2A—-B
2 - + -
v +x—2 r—1

r+2 224x—2

Odtud nutné

A+ B=-5 2A— B=6.
Resenim této soustavy je dvojice A = %, B = %. Nyni jiz snadno integrujeme
4
x 1 1 16 1
——dx = 2 3+ - - — d
/x2+x—2 o /x v +3x—1 3a+2 "
3 22

1 16
= 3—?+3x+71n]w— 1| — Eln\x+2\+C’.
Toto je primitivni funkci na R\ {—2,1}.

Priklad 10.13: Naleznéte primitivni funkci

1
/ pov dzx.
Resend. Po rozkladu na parcidlni zlomky (poznamenejme, Ze ¢itatel nad 1 + 22 se hled4 ve
tvaru Az + B):

) 1 1 1
_ 3 1
/1:4—1dx_/ —

1+l'2+l‘

4
= ——arct
11T prerd
Primitivni funkce je ddna na mnoziné R\ {—1,1}

1 1
Eln]m—l\ — Zln|x+1]+0.
Priklad 10.14: Zintegrujte

1
/3302 +2 de.

Reseni. Jelikoz na R, 322 +2 # 0 (jinymi slovy diskriminant odpovidajici kvadratické rovnice
je zaporny), mizeme postupovat nasledovné:

/1 d /11 d 1 actg<\/§ >+C’
5 = [| = sdz=—ar —x .
3x% + 2 21+(\/§x) V6 2

Priklad 10.15: Zintegrujte

1
—— dx.
/1:2+x+1 “
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Resend. Jelikoz je diskriminant pro rovnici 2 + x + 1 = 0 opét zéporny, postupujeme jako
vyse (tzv. Gprava na Ctverec):

/ / 2 arct 21‘+1+C
= —arctg ——— .
x2+:c+1 34 1))2 V3 8 V3

(@43

Priklad 10.16: Zintegrujte

1
dx
/ 1+
Néapovéda: Vhodnou substituci prevedte na integral z racionalni lomené funkce.

Resend.

/1+fdx—{sub t_f}—/%dt:/Qdt_2f21n(1+f)

1+t 1+t
Toto je primitivni funkce pro z > 0.

Domaci cvicéeni 10.17: Naleznéte primitivni funkce k funkcim

)/de

)3
b) /de,

c) /10ydy,
d) /a””exdzz:,
e) /(1;Z)2dz,

2
f) /L%dx,

cos?x - sin®zx

2) / tg? zdw,

h) /2sin2 gdaz.

a) vz +C, b) %:c2/3+ %17/6+ %x5/3+%m13/6+c, c) 11‘01710 +C,d) &

1+lna +C,e) =1 —2In|z|+2+C, f) —cotgz —tgz+C,
g)tgx —x+ C, h) z —sinz + C.

Domaci cviceni 10.18: Naleznéte primitivni funkce k funkcim (vyuzijte vétu o substituci)

a) /@xig)g)dx,
) /2x\/x27+1d:c,
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c) /xﬂdx,

3
T
Y [ gorrt

¢) / 6z — 5 dz,
2v/3z%2 — 5z 4+ 6
sin x
f d
) / o2z
g) /sin(2x — 3)dz,

(arctg z)?
h) [ &6
) / 1+ 22 dz,

D /(arcsinx)li”mdx’
1 / 1fexdx’

k) /a:lilxdx’

) e

m) /x6xj_4d:r,

0) /\/%dx’

p) /mex2dm,

q) / cotg xdz.

a) —ém +C,b) 2(@*+ )Y+ C,0) —2(1—2)¥?+ 0, d) E@*+1)YP+C,e) V322 =52+ 6+ C, f) =t= + C, g)

cos

—3% cos(2z — 3) + C, h) %(arctgw)3 + C, i) 7%m +C,j) In (1 + ez) +C k) In(lnz) + C, 1) —In(1 + cos® z) + C, m)
V2

22 4+ C, o) 125 arcsin 2%, p) %612 + C, q) In|sin(z)| + C.

1 3 1
g arctg & + C, n) 375 drctg

Domaci cviceni 10.19: Zintegrujte
a) [ {’;‘—fdm,
b) [e*coszdx

141 T
a) —% + C, b) %(sinx—i—cosx)

Domaéaci cviceni 10.20: Vypoctéte neurcité integraly
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a) / arccos z dz,
b) /xcos2xd:v,

c) /1112(:1:) dz,

d) /:1:21n(1+x)dx,

e) /sin Inzdz,

f) /:L’ZCLdeC,

2 3 2 3
1 1
a) xarccosz—+/1 — x24C, b) %:—i sin21+g cos 2z4+C, ¢) z In’(z)—2z In(z)+22+C, d) _%+%_§+ J;I In(14+xz)+C,
T, . z<a” 2za” 2a”
e)g(smlnmfcoslnm)%»c, f) ha  Infa ln3a+c'

Domaci cvicéeni 10.21: Zintegrujte
a) /Qx;cj-ldx’

) [ et

I [

e) /x;pj;xddzn

a) g - ;ﬁarctg (Vaz) + ¢, b) 2

5 1 2
= arctg <\/;a:> + C, c) arctg (2z+ 1) + C, d) §In|:1:72\ + §In|:1:+ 1+ C, e)
22

?+a:+2ln|z—2\+c'.
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LI 4 r v
Cviceni c. 11
Urcity integral
Riemanniv urcity integral; vypocet obsaht ploch ohrani¢enych kiivkami; objem a obsah

rotacniho télesa; délka kiivky.

Priklad 11.1: Vypoctéte integrél
L
/ sinz dz.
0
Regend. ~
2, z ™
/ sinzdz = [—cosz|; = —cos - +cos0 = 1.

0

Priklad 11.2: Vypoctéte integrél

1

/ arccos x dzx.
0

Regend.
1 x 0
_ 1 220 - & -1/2 _
2duv—{sub.t—l :1:}— 2/1t dt =1

1
/ arccos ¢ dz = [x arccos m](l) + ——
0 0 1—=x

Zamyslete se, pro¢ predchozi dvé ilohy nutné vedly k témuz vysledku.

Priklad 11.3: Vypoctéte integrél
Inb
/ e’ dx.
0
Resend.
Inb5
/ e®dz = [e"]"° = 4.
0

Priklad 11.4: Vypoctéte obsah plochy ohranic¢ené kiivkami

Reseni. Plocha vymezena krivkami je zndzornéna na obrazku 11.1. Jeji velikost, S, odvodime

z geometrické interpretace Riemannova integralu:

1
Sz/ Vo —z?dr =
0

[SSE )
\

W =
w

ZS 2013/2014
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Obréazek 11.1: (x,y) : 22 <y < /T

1 &

Priklad 11.5: Urcete plochu kruhové vysece prislusnou stiedovému thlu a.

Resend. Uvazujme pilkruh o poloméru R: 22 + 4% < R?, y > 0. Jeho hranici jsou grafy funkeci
y =0,y =+vVR2— z2. Odtud pro jeho plochu, S, pomoci integrace per partes dostaneme:

1 t2

R 1
S:/ \/RQ—xde:R2/ \/1—t?dt:R2[t\/1—t2]£1+R2/ ——dt
—-R -1 —1V1—1¢2
1
:_32/ V1—2dt + R?
-1

1 1
——dt=-S+R*n
/_1 V1—1t2
a tedy S = R?7/2. Alternativné miizeme pouzit substituci = Rsint:

w/2

R
S:/ VR? —22dx =
-R

Recos(t) - Rcos(t)dt = R? /5 1+ cos(2t) dt =
—/2 0

1 w/2
_ P2 e _ P2
=R [t +3 sm(2t)}0 = R°m/2.
Plocha vysece je potom R2a/2 (linearn{ zévislost).

Ptipomente si obecnou formuli pro vypocet objemu rota¢niho télesa. ,,Odvodte® ji jako
soucet objemtu valct infinitezimalni vysky dz. Vizte obrazek 11.3. Objem télesa vzniklého
rotaci plochy mezi osou = a grafem funkce f kolem osy x lze vypocist pomoci vzorce

V= ﬂ'/ab f(z)?dx.

Priklad 11.6: Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohranic¢ené kiivkami

y=uzx, y=2z—a°

kolem osy .

Reseni. Snadno zjistime, Ze spoleéné priiseciky kiivek jsou body [0,0], [-1,—1] a [1,1] (viz
obrazek 11.2). Pro objem rotacniho télesa, V', dostaneme:
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Obrézek 11.2: Grafy funkef y(z) =z a y(z) = 22 — 23

Y
1 ,,,,,,
-1 3
l 1 x
S 1
y = f(x) Objem infinitesimalniho vélce je 7 f(z)%dz.
fl@)|----- T T——
a r b 7

Obrazek 11.3: Objem rotacniho télesa.

! 332 .2 24
V:27r/(2x—:v) —z*dr = —m.
0 35
Priklad 11.7: Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci kruhu

:1:2+(y73)2§1

kolem osy x. Jedné se tedy o objem jisté ,pneumatiky“.

Res$eni. Dany kruh mé stied o soufadnicich [0, 3] a polomér velikosti 1. P¥itom je ohranicen
polokruznicemi

ye(z) =3+ V1—22 ze(-1,1).

7 obecné formule pro objem rota¢niho télesa potom plyne
1 1
V= 71'/ [y+(a:)2 - y_(x)ﬂ dz = 127?/ V1 —z2dx = 672,
-1 -1
kde jsme vyuzili vysledku z dlohy 11.5.
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Pripomente si obecnou formuli pro vypocet povrchu rota¢niho télesa. ,,Odvodte* ji jako
soudet povrchu plastu vélet vysky /1 + ¢/ (x)? dz (tzv. element délky kiivky).
Priklad 11.8: Spoctéte povrch télesa z tdlohy 11.7.

Resend. Povrch spoéitdme jakozto soucet dvou povrehi, jednoho vzniklého rotaci kiivky y, a
druhého vzniklého rotaci kiivky y_, tedy

—27r/ Y+ () /1 + 9 (z )de+27r/ Y 14y (z)?dx

dz = 1272,

=2r [ <>+y<>>\/11_7 m/ﬁ

Priklad 11.9: Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci ¢dsti kiivky y = —a2 + a + 2 lezici
nad osou x.

Resend. Priseciky paraboly s osou z jsou —1 a 2, jeji vrchol lezi nad osou x, takze (pti vypoctu
je pomérné efektivni pouzit per partes)

2 2
V:w/ (—x2+x+2)2dx:77/ (x4 1)*(z — 2)%dz =
-1

2 2
:—7r3/ (z+1)(z — 2)3de = 1— (m—2)4dx:

3.4
2 512 817
3~4-5[(x_2)}_1_ﬁ‘

=T

Na prednésce byla kiivka v roviné zavedena jako zobrazeni F : ¢ — (f(t), g(t)) definované
na intervalu (a, b) takové, ze f a g jsou spojité realné funkce na (a, b). Pokud jsou f a g navic
spojité diferencovatelné, vypocteme délku kiivky pomoci vzorecku

L= /ab JF? + g(b)2 at.

Priklad 11.10: Vypoctéte obvod kruhu o poloméru R.

Reseni. Vhodnou parametrizaci kruhu je naptiklad F(t) = (Rcos(t), Rsin(t)), t € (0,2m).
Proto pro obvod kruhu O plati

O = /027r \/( — Rsin(t))2 + (Rcos(t )) dt=R 0%1 dt = 27R.

Piiklad 11.11: Vypoctéte délku kitvky F(t) = (v, 1), ¢ € (1,4).

4 M7 4
/1 Vg Tode= [\/E}1=2—1:1.

Coz neni prekvapivé, protoze se jednd o usecku spojujici body (1,1) a (2,1).

Reseni. Podle vzorce

Priklad 11.12: Spoctéte délku éasti grafu funkee y = z/x pro 0 < z < 4.
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Resend.

4 3 \? 4 9 4 10 2\*
L:/ 1+ (=vz da::/ 1+ -xdr= - Vydy= (=] (1072 —1).
0 2 0 4 91 3

Diskutujte obecny vztah pro délku grafu funkce, tedy parametrizaci grafu funkce f na
(a,b) pomoci F(t) = (t, f(t)), t € (a,b).

Domaci cviceni 11.13: Vypoctéte urcité integraly

a) /1 (1+263)°dt,

-1
2t
b ——dt
) /0 1+¢2 7

7r/4
c) / tg zdx,
0

b
d) / In(z)dz, kde 0 < a < b,
a

3
e) / xe Ydux,

-1

f) /07T sin®(2)dz,

I
——dux,

8 /o 1+ x

1
h) / 22V/1 — z2da.

0

a) 2Z,b) 1In5,¢c)Inv2,d)a—b+1n S—Z, e) —4e 3, f) 4,2 3 —In4,h) %.
Domaéci cviceni 11.14: Vypoctéte plochy néasledujicich ttvari:

a) elipsa se stfedem v bodé [0, 0], hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b. (Ndvod: a > b > 0,
Pocitejte obsah jen ¢asti v prvnim kvadrantu, vyuzijte integraci per partes.)

b) parabolickych dveri vysky 5 a sitky jednoho kridla 2. Vizte Obrazek 11.4.
c¢) plochy ohrani¢ené kifvkami y =22 ay =2 —x
d) plochy ohrani¢ené kiivkami y = 22 — 2x —3 a y = —22 + 62 — 3.

a) mab, b) 42, ¢) 2, d) &,

Domaci cviceni 11.15: Odvodte vzorec pro vypocet povrchu a objemu rota¢niho kuzele o
poloméru podstavy R > 0 a vysce h > 0.

2
ZR%h.

Domaci cvicéeni 11.16: Vypoctéte objem a povrch koule o poloméru R > 0.
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2
/ \ @
Obrazek 11.4: Vlevo: Parabolické dvete vysky 5 a sitky kiidla 2. K¥ivka ohranicujici tento
utvar je parabola. Vpravo: Kruh o poloméru r a se stredem [0, 0].

g

Obrazek 11.5: Plocha z Doméciho cviceni 11.14 c).

V =47R? S =4rR?

Domaéci cviéeni 11.17: Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci kolem osy = plochy ohra-
nicené kiivkami y = x a y = sin(z) na intervalu (0, 7/2).

2
(7% —6).

Domaci cviceni 11.18: Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci ¢asti paraboly y = 22 okolo
osy = nad intervalem (0, 1).

V=x

Domaci cvic¢eni 11.19: Naleznéte obsah plochy vzniklé rotaci ¢ésti kiivky y = 23 okolo osy
x nad intervalem (0, 1).

s =% (1072 - 1).

Domaéci cviceni 11.20: Vypoctéte délku césti kiivky F(t) = (’522, %(1 — 2t)3/2>, spojujici
body (0,1/3) a (1/8,0).
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Prvnimu bodu odpovid4 hodnota parametru ¢t = 0 a druhému t = % Takze

1/2
3
f:/ \/t2+1—2tdt:§.
0
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