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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni ¢. 1
Rozjezd

Sumacni zapis, manipulace se sumami, diikaz matematickou indukci, aritmeticka a geo-
metrickd posloupnost, Pascaluv trojihelnik, kombinac¢ni ¢isla.

Znaceni

N = {1, 2,8, o prirozend ¢isla
/2 celd cisla
R realna c¢isla

Vénujme se nyni nejprve zkracenému zapisu souctli a soucini. Méjme n € N, ¢isel, oznacme
je a1, ag, as, ..., ap. Soucet (neboli sumu) a; + as + az + - - - + a, zkrdcené zapisujeme

n
al—l—a2+a3+...+an::Zai,
i=1

kde i je tzv. s€itaci index, ktery neni pevny, ale narustd po jedni¢ce od dolni meze (v
nasem pripadé 1) az po horni mez (v nasem piipadé n). Podobné lze zkracené zapsat soucin

n
aiasas...a, =: Hai.
=1

Stejny soucet lze zapsat mnoha riznymi zpusoby, napriklad plati (zdivodnéte!)

n n n+2

Ya=Ya=Y as

i=1 k=1 j=3
Priklad 1.1: Zapiste soucet zkracené pomoci sumy

a) —8—T7—6-5-4-3-2—-1-0+1+2+3,
b) 6+ 9+ 12+ 15+ 18 + - + 72,

¢) 14+ 449+ 16 + 25 + 36 + 49 + 64,

d) 1 —4+9—16+ 25— 36+ 49 — 64,

1
€) 5 +1+2+4+8+16.

Reseni. Uvadime pouze jeden z moznych zapisu.

3 24 8 8 4 6
a) i, b) 33i, o) o A) ()R, ) S 2= 22
i=— 1=2 i=1 i=1 i=—1 i=1
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Priklad 1.2: Zapiste soucet c¢) prikladu 1.1 ve tvaru 2325?.

Resend. Opét uvadime pouze vysledek.

12

> (i —4)%

=5

Diky komutativnimu, asociativimu a distributivnimu zakonu plati

n n n

Y (ai+bi) =D ai+y b (1.1)

=1 =1 =1

n n
Zaai =aa+aay+...+aa, =ala; +az+...+ay) :aZai. (1.2)
i=1 i=1

Pro tyto vztahy je podstatné, Ze meze scitacich indexti jsou shodné.

Nynf uz umime souc¢et zkracené zapsat. Casto je snahou najit pro zadany soucet explicitni
vysledek. Snad nejjednodussim souctem je soucet konstantnich clent, tj. je-lia; =as =--- =
an, = ¢ € R, pak trividlné plati

n
Zc:c+c—|—...+c:nc.
i=1

n-Krat

Zavedme nyni pojem aritmetické posloupnosti. Nekone¢nou posloupnost ¢isel a1, as, as, ...,
kde druhy a kazdy dalsi ¢len se ziskd pfictenim konstanty (oznac¢me ji d) ke ¢lenu predchozimu,
se nazyva aritmeticka posloupnost. Plati tedy a;11 = a; +d, i =1,2,3,....

Priklad 1.3: Sectéte prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti 1, 2, 3, ... (tj. a1 =1, d = 1).
Resend.
n

Sp=1+42+43+...+n=> i

Scitame-li stejnd ¢isla v opacném poradi pak zjevné plati
Sp=n+n-1)+n-2)+...41=> (n+1—1)

a proto podle (1.1)

n

258, =S, + S :Zn:i+zn:(n+1—i):z:(n+l):n(n+1),

=1 =1 =1

z ¢ehoz plyne
n(n+1)

Sp = 5

(1.3)

Priklad 1.4: S pomoci vysledku predchoziho piikladu sectéte prvnich n ¢lent aritmetické
posloupnosti s koeficienty a; a d.
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Resend.
n

spi=a1+ (a1 +d)+ (a1 +2d) + ...+ (a1 + (n = 1)d) =) (a1 + (i — 1)d) =

i=1

“ . n(n—1) a1 + (a1 + (n — 1)d) a + an

- dS (i —1) = d - - .
;m + ;(2 )=nay + 5 n 5 n=—

Soucet aritmetické posloupnosti je tedy dan nasobkem poctu Clentl s primérnou hodnotou
prvniho a posledniho ¢lenu. Vzorecek najde uplatnéni v karbanu, chceme-li rychle secist hod-
notu postupky!

Priklad 1.5: Sectéte

30 5 11 10
a) Y (2i—1), b) Y (4k+1) c) > 2i+> (1—20).
=1 k=—2 1=5 =5

a) 900, b) 56, c) 28.

Zavedme pojem geometrické posloupnosti. Nekone¢nou posloupnost ¢isel ai, ao, as, ...,
kde druhy a kazdy dalsi ¢len se ziskd nasobenim predchoziho ¢lenu konstantou (tzv. kvoci-
entem, oznacme jej zde q), se nazyva geometricka posloupnost. Plati tedy a;+1 = a;q, i =
1,2,3,....

Priklad 1.6: Sectéte prvnich n ¢lentd geometrické posloupnosti.

Reseni. V ramci feseni procvié¢ime i manipulaci se sumami.

n n n—1
Spi=atagtad+. . tad" =Y g i =a) ¢ =) ¢ =

i=1 i=1 i=0
=ai; +aq+ a1q2 + ..+ alqn_1 +a1q" —a14" =

nfl)

:a1+q(a1+a1q+a1q2—i—...+a1q —a1q" =a1+qS, —a1q"

a tedy

¢ili pro q¢ # 1

mn
-1

Sn = ai qq 1
Jaky je vysledek pro g =17
Priklad 1.7: Sectéte Y7, (—43+2).
Resend. . . .

(o) o tyr
2 2 A 2 3—-1

i=0 i=0
Priklad 1.8: Sectéte

n 6
a) Y 37, b) > 271 o) D (=DF2* ) D ¢, kdeg #1.
Jj=1 —
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—-n

3 . 1— n+1
5 (3" = 1)b) & <) 84, a) 4

a) T

Priklad 1.9: Tenisového turnaje hraného obvyklym zplisobem se zucastnilo 2™, n € N,
n > 0, hraca. Kolik utkani se odehrélo?

Reseni. Jelikoz v kazdém utkani vypadne pravé jeden hrac¢ a neporazen zustane jen absolutni
vitéz, odehrélo se 2" — 1 utkani.

Ulohu mtizeme Fesit i hrubou silou. V prvnim kole se hrélo % = 2771 utkani, v druhém
potom ? = 2772 atd. Posledni n-té kolo tvoiilo pouze 1 = 2° (findlové) utkani. Celkovy

pocet utkani je tedy dan souctem prvnich n ¢lenii geometrické rady s kvocientem 2 a prvnim
¢lenem a; = 1, tj.

Pripomenme princip diikazu matematickou indukci. Chceme ukazat platnost vyroku
A(n) pro vSechna n € N. To lze provést ve dvou krocich. V prvnim dokazeme platnost A(1)
a v druhém ukézeme, ze pravdivost A(n) implikuje pravdivost A(n + 1).

n(n+1)

Piiklad 1.10: Dokazte » k= 5

k=1

, pro n € N{0}, matematickou indukei.

Resent. Dva kroky matematické indukce:

1. krok Pro n =1 zjevné plati
1
> k=1
k=1
2. krok Predpokladejme platnost formule pro n. Potom

n+1 n

1 1 2
R DU | BN E | L)
k=1 k=1 2 2

Pfipomenme ,vzorce“:

a? — b =(a—b)(a+b),
a® — b = (a — b)(a® + ab + b*),
at — bt = (a® = b*)(a® + b?) = (a — b)(a® + a®b + ab® + b°).

Priklad 1.11: Dokazte .
a—=b"=(a—0) Z alpn e
i=0
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Resend. Ditkaz samoziejmé provedeme matematickou indukeci. Prvni krok je ziejmy. Necht
nyni formule plati pro n. Ukazeme jeji platnost pro n + 1.

a™ " = a(a™ — b)) + ab” + b(a"™ — b") — ba" = (a + b)(a" — b") + ab™ — ba" =

= {indukéni prepoklad} = (@ — b) > (a’ 1" 17 4+ a'b" %) + ab™ — ba" =

—

i=0
n n—1
= (a —b) (Z a' b 4 Z aib”_i> + ab™ — ba"
i=1 =0

=2(a —b) Z a'b"" — (a — b)b" — (a — b)a" + ab™ — ba"
=0

— 2(a _ b) Zaibn—i _ (an+1 o bn-i—l)
=0

Odtud okamzité plyne
n
an+1 o bn+1 — (CL o b) Z a’ibnfi‘
i=0

Zavedme Pascaltv trojahelnik jakozto nasledujici schéma:

n=20: 1

n=1: 1 1

n =2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4: 1 4 6 4 1
atd.

Kazdy nehrani¢ni prvek je souctem dvou nad nim stojicich prvki, hranié¢ni prvky jsou jed-
nicky. Oznacme k-ty prvek (pocitdno od 0) v n-tém radku (pocitdno rovnéz od 0) symbolem
(3), k€{0,1,2,..., n}. Z definice Pascalova trojihelniku potom plati

ny (n-—1 n—1
k)T \k—1) T\ %
proke{l,2,...,n—1}.

Priklad 1.12: Dokazte, ze prvky Pascalova trojihelniku jsou kombinacni ¢isla, tj.

n n!
(k) T kl(n— k)l

Resend. Diikaz provedeme matematickou indukei po fadcich. Pro nulty i prvni fadek formule
zjevné plati, stejné tak na hranach, kde dava jednicku. Ukézeme platnost formule mimo hrany
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n + 1-Tadku za predpokladu jeji platnosti na radku n-tém.

n—+1 n n . v .y _
( L ) = (k‘ B 1) + (k) = {indukéni predpoklad} =

B n! n! _k (n+1)!
T Dt 1=k Bm—k) n+lMnt+l—Fk)
n+l1-k @+ (n+1)
n+1 kKn+1-k! kn+1-k!

Priklad 1.13: Pomoci matematické indukce dokazte binomickou vétu: pro kazdé =z € R a
n € N plati

(1+2z)" = i (Z)xk

k=0
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