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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni ¢. 10
Neurcity integral
Primitivni funkce, substituce, per partes.

Ptipomente si definici primitivni funkce a pravidla pro integrovani souctu a soucinu
(linearita). Zdiraznéme, Ze na rozdil od derivovani neni obecné poucky pro integraci sou¢inu!
” " e, . . 2
Priklad 10.1: Naleznéte primitivn{ funkei k funkei (2 + x?’) .
Resend. .

/(2+x3)2dx:/4+4x3+x6dx:4x+x4+%+0,

Priklad 10.2: Vypoctéte neurcity integral

1 /
1 3 —5 4 7 —1
/(l—mg>\/x\/§dx—/x/“—x /4dx:?x/4+4x 4.

Poznamenejme, ze primitivni i integrovana funkce jsou definovany jen pro x > 0.

Resend.

Priklad 10.3: Naleznéte primitivni funkci k funkci

72
1422
Resent.
22 1
/1+$2dx:/1dx—/1+x2dx:x—arctgx‘+0.

V souvislosti s tlohou vysSe upozornujeme, Ze se znalosti integrovani mocninnych funkei
nevystac¢ime. Je nutné zapamatovat si tabulku integral elementarnich funkci, ktera je k na-
lezeni v prednaskach. Jmenovité zahrnuje primitivni funkce k funkcim

1 1 1 1
cos?z’ sin?x’ /1 — 22 1+ 22
Rozeberme vétu o substituci v neurcitém integralu (prvni verze): Necht pro funkce

f a ¢ plati

1. f ma primitivni funkci F' na intervalu (a, b),

%, b*(b > 0), sinz, cosz,

2. ¢ je na intervalu («, 8) diferencovatelnd,
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3. ¢((a, B)) C (a,b).

Potom funkece f(¢(t))¢'(t) mé na intervalu (o, 8) primitivni funkei a plati

/f(¢>(t))¢’(t)dt = F(¢(t)) + C.

Priklad 10.4: Vypoctéte neurcity integral

1
/ dzx.
T+ 3

1 1
/ dz = {sub: u =z + 3, du:dx}:/—duzln\ul+Czln|x+3|+C.
x+3 u

Resend.

Primitivni funkce existuje na mnoziné R\ {—3}.

Priklad 10.5: Vypoctéte neurcity integral
/(23} —3)0dz.
Resend.

1 1
/(2.7} —3)1% 4z = {sub: u =22 -3} = 3 /uwdu = 5(21‘ -3t c

Priklad 10.6: Naleznéte primitivni funkci k funkci
V1+ 4z
Resend.
/ V1 +4rdr = {sub: u=1+4z} = i/ul/wdu = é—i(l + 4x)' 4 C.

Primitivn{ funkce je definovdna na intervalu (—3, o).

Priklad 10.7: Vypoctéte neurcity integral

1
/7 dx.
et e %

Resend.

! [ tsubr e = [ — L du— arctae®
/mdx—/l_i_ezxdx—{sub.u—e}—/1+u2du—arctge +C.

Priklad 10.8: Vypoctéte neurcity integral

X
dz.
/x4+1x

Cvi¢eni BI-ZMA, FIT CVUT 50 7S 2013/2014




x B T 1 1 9
/mdm— {sub. uU=2x }_§/I+u2du_ iarctgx +C.
Priklad 10.9: Naleznéte primitivni funkci k funkci

1
zvVInx

/ ! dx:{sub:u:lnx}:/u_l/zdu:2vlnx+0.

zvInx

Toto je primitivni funkci pro = > 1.

Priklad 10.10: Zintegrujte

/ln(x) dz.
Néapovéda: Integrujte per partes.
Resend.

/ln(m)dx:/l~ln(a:)dm:a:1n(:v)—/gda:::cln(x)—x—i—(?.

Priklad 10.11: Zintegrujte

/ cos® x dzx.

Napovéda: Integrujte per partes.
Resend.
cos’ zdx = sinz cosz + /sin2x dr =sinxcosxz + = — /c0s2xdx
—
1—cos?
coz implikuje, ze

1
/COSdeng—Fisinmcosx—i-C.

Dalsim moznym zptsobem vypoctu je pouzit formulku pro dvojnasobny thel:

1 2 1 1
/COSQ$dZC = / —i_c%(m)dx =3 (x + 2sin(2x)> +C

Pripomente si obecné schéma integrace racionalnich lomenych funkci podrobné probrané
v 10. pfednasce.

Priklad 10.12: Zintegrujte

4

T
——dx.
/1:2+93—2 v
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Resend. Nejprve vydélime ¢itatel jmenovatelem, zbytek po déleni je obecné opét podil dvou
polynom, pricemz polynom v ¢itateli zbytku je jiz nizSiho stupné nez polynom ve jmenovateli:

4

-5 6
— =2 —x+3+ T
224+x—2

2 +r -2
Pro integraci zbytku rozlozime jeho jmenovatel na kofenové ¢initele:

e —2=(x—1)(z+2)
a poté cely zbytek na tzv. parcialni zlomky:

—5x+6 A B (A+ B)x+2A—-B
2 - + -
v +x—2 r—1

r+2 224x—2

Odtud nutné

A+ B=-5 2A— B=6.
Resenim této soustavy je dvojice A = %, B = %. Nyni jiz snadno integrujeme
4
x 1 1 16 1
——dx = 2 3+ - - — d
/x2+x—2 o /x v +3x—1 3a+2 "
3 22

1 16
= 3—?+3x+71n]w— 1| — Eln\x+2\+C’.
Toto je primitivni funkci na R\ {—2,1}.

Priklad 10.13: Naleznéte primitivni funkci

1
/ pov dzx.
Resend. Po rozkladu na parcidlni zlomky (poznamenejme, Ze ¢itatel nad 1 + 22 se hled4 ve
tvaru Az + B):

) 1 1 1
_ 3 1
/1:4—1dx_/ —

1+l'2+l‘

4
= ——arct
11T prerd
Primitivni funkce je ddna na mnoziné R\ {—1,1}

1 1
Eln]m—l\ — Zln|x+1]+0.
Priklad 10.14: Zintegrujte

1
/3302 +2 de.

Reseni. Jelikoz na R, 322 +2 # 0 (jinymi slovy diskriminant odpovidajici kvadratické rovnice
je zaporny), mizeme postupovat nasledovné:

/1 d /11 d 1 actg<\/§ >+C’
5 = [| = sdz=—ar —x .
3x% + 2 21+(\/§x) V6 2

Priklad 10.15: Zintegrujte

1
—— dx.
/1:2+x+1 “
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Resend. Jelikoz je diskriminant pro rovnici 2 + x + 1 = 0 opét zéporny, postupujeme jako
vyse (tzv. Gprava na Ctverec):

/ / 2 arct 21‘+1+C
= —arctg ——— .
x2+:c+1 34 1))2 V3 8 V3

(@43

Priklad 10.16: Zintegrujte

1
dx
/ 1+
Néapovéda: Vhodnou substituci prevedte na integral z racionalni lomené funkce.

Resend.

/1+fdx—{sub t_f}—/%dt:/Qdt_2f21n(1+f)

1+t 1+t
Toto je primitivni funkce pro z > 0.

Domaci cvicéeni 10.17: Naleznéte primitivni funkce k funkcim

)/de

)3
b) /de,

c) /10ydy,
d) /a””exdzz:,
e) /(1;Z)2dz,

2
f) /L%dx,

cos?x - sin®zx

2) / tg? zdw,

h) /2sin2 gdaz.

a) vz +C, b) %:c2/3+ %17/6+ %x5/3+%m13/6+c, c) 11‘01710 +C,d) &

1+lna +C,e) =1 —2In|z|+2+C, f) —cotgz —tgz+C,
g)tgx —x+ C, h) z —sinz + C.

Domaci cviceni 10.18: Naleznéte primitivni funkce k funkcim (vyuzijte vétu o substituci)

a) /@xig)g)dx,
) /2x\/x27+1d:c,
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c) /xﬂdx,

3
T
Y [ gorrt

¢) / 6z — 5 dz,
2v/3z%2 — 5z 4+ 6
sin x
f d
) / o2z
g) /sin(2x — 3)dz,

(arctg z)?
h) [ &6
) / 1+ 22 dz,

D /(arcsinx)li”mdx’
1 / 1fexdx’

k) /a:lilxdx’

) e

m) /x6xj_4d:r,

0) /\/%dx’

p) /mex2dm,

q) / cotg xdz.

a) —ém +C,b) 2(@*+ )Y+ C,0) —2(1—2)¥?+ 0, d) E@*+1)YP+C,e) V322 =52+ 6+ C, f) =t= + C, g)

cos

—3% cos(2z — 3) + C, h) %(arctgw)3 + C, i) 7%m +C,j) In (1 + ez) +C k) In(lnz) + C, 1) —In(1 + cos® z) + C, m)
V2

22 4+ C, o) 125 arcsin 2%, p) %612 + C, q) In|sin(z)| + C.

1 3 1
g arctg & + C, n) 375 drctg

Domaci cviceni 10.19: Zintegrujte
a) [ {’;‘—fdm,
b) [e*coszdx

141 T
a) —% + C, b) %(sinx—i—cosx)

Domaéaci cviceni 10.20: Vypoctéte neurcité integraly
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a) / arccos z dz,
b) /xcos2xd:v,

c) /1112(:1:) dz,

d) /:1:21n(1+x)dx,

e) /sin Inzdz,

f) /:L’ZCLdeC,

2 3 2 3
1 1
a) xarccosz—+/1 — x24C, b) %:—i sin21+g cos 2z4+C, ¢) z In’(z)—2z In(z)+22+C, d) _%+%_§+ J;I In(14+xz)+C,
T, . z<a” 2za” 2a”
e)g(smlnmfcoslnm)%»c, f) ha  Infa ln3a+c'

Domaci cvicéeni 10.21: Zintegrujte
a) /Qx;cj-ldx’

) [ et

I [

e) /x;pj;xddzn

a) g - ;ﬁarctg (Vaz) + ¢, b) 2

5 1 2
= arctg <\/;a:> + C, c) arctg (2z+ 1) + C, d) §In|:1:72\ + §In|:1:+ 1+ C, e)
22

?+a:+2ln|z—2\+c'.
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