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11 Urcity integral 56
Riemanniiv urcity integral; vypocet obsahtl ploch ohranic¢enych kiivkami; objem a obsah
rotacniho télesa; délka krivky.
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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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LI 4 r v
Cviceni c. 11
Urcity integral
Riemanniv urcity integral; vypocet obsaht ploch ohrani¢enych kiivkami; objem a obsah

rotacniho télesa; délka kiivky.

Priklad 11.1: Vypoctéte integrél
L
/ sinz dz.
0
Regend. ~
2, z ™
/ sinzdz = [—cosz|; = —cos - +cos0 = 1.

0

Priklad 11.2: Vypoctéte integrél

1

/ arccos x dzx.
0

Regend.
1 x 0
_ 1 220 - & -1/2 _
2duv—{sub.t—l :1:}— 2/1t dt =1

1
/ arccos ¢ dz = [x arccos m](l) + ——
0 0 1—=x

Zamyslete se, pro¢ predchozi dvé ilohy nutné vedly k témuz vysledku.

Priklad 11.3: Vypoctéte integrél
Inb
/ e’ dx.
0
Resend.
Inb5
/ e®dz = [e"]"° = 4.
0

Priklad 11.4: Vypoctéte obsah plochy ohranic¢ené kiivkami

Reseni. Plocha vymezena krivkami je zndzornéna na obrazku 11.1. Jeji velikost, S, odvodime

z geometrické interpretace Riemannova integralu:

1
Sz/ Vo —z?dr =
0

[SSE )
\

W =
w
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Obréazek 11.1: (x,y) : 22 <y < /T

1 &

Priklad 11.5: Urcete plochu kruhové vysece prislusnou stiedovému thlu a.

Resend. Uvazujme pilkruh o poloméru R: 22 + 4% < R?, y > 0. Jeho hranici jsou grafy funkeci
y =0,y =+vVR2— z2. Odtud pro jeho plochu, S, pomoci integrace per partes dostaneme:

1 t2

R 1
S:/ \/RQ—xde:R2/ \/1—t?dt:R2[t\/1—t2]£1+R2/ ——dt
—-R -1 —1V1—1¢2
1
:_32/ V1—2dt + R?
-1

1 1
——dt=-S+R*n
/_1 V1—1t2
a tedy S = R?7/2. Alternativné miizeme pouzit substituci = Rsint:

w/2

R
S:/ VR? —22dx =
-R

Recos(t) - Rcos(t)dt = R? /5 1+ cos(2t) dt =
—/2 0

1 w/2
_ P2 e _ P2
=R [t +3 sm(2t)}0 = R°m/2.
Plocha vysece je potom R2a/2 (linearn{ zévislost).

Ptipomente si obecnou formuli pro vypocet objemu rota¢niho télesa. ,,Odvodte® ji jako
soucet objemtu valct infinitezimalni vysky dz. Vizte obrazek 11.3. Objem télesa vzniklého
rotaci plochy mezi osou = a grafem funkce f kolem osy x lze vypocist pomoci vzorce

V= ﬂ'/ab f(z)?dx.

Priklad 11.6: Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy ohranic¢ené kiivkami

y=uzx, y=2z—a°

kolem osy .

Reseni. Snadno zjistime, Ze spoleéné priiseciky kiivek jsou body [0,0], [-1,—1] a [1,1] (viz
obrazek 11.2). Pro objem rotacniho télesa, V', dostaneme:
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Obrézek 11.2: Grafy funkef y(z) =z a y(z) = 22 — 23

Y
1 ,,,,,,
-1 3
l 1 x
S 1
y = f(x) Objem infinitesimalniho vélce je 7 f(z)%dz.
fl@)|----- T T——
a r b 7

Obrazek 11.3: Objem rotacniho télesa.

! 332 .2 24
V:27r/(2x—:v) —z*dr = —m.
0 35
Priklad 11.7: Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci kruhu

:1:2+(y73)2§1

kolem osy x. Jedné se tedy o objem jisté ,pneumatiky“.

Res$eni. Dany kruh mé stied o soufadnicich [0, 3] a polomér velikosti 1. P¥itom je ohranicen
polokruznicemi

ye(z) =3+ V1—22 ze(-1,1).

7 obecné formule pro objem rota¢niho télesa potom plyne
1 1
V= 71'/ [y+(a:)2 - y_(x)ﬂ dz = 127?/ V1 —z2dx = 672,
-1 -1
kde jsme vyuzili vysledku z dlohy 11.5.
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Pripomente si obecnou formuli pro vypocet povrchu rota¢niho télesa. ,,Odvodte* ji jako
soudet povrchu plastu vélet vysky /1 + ¢/ (x)? dz (tzv. element délky kiivky).
Priklad 11.8: Spoctéte povrch télesa z tdlohy 11.7.

Resend. Povrch spoéitdme jakozto soucet dvou povrehi, jednoho vzniklého rotaci kiivky y, a
druhého vzniklého rotaci kiivky y_, tedy

—27r/ Y+ () /1 + 9 (z )de+27r/ Y 14y (z)?dx

dz = 1272,

=2r [ <>+y<>>\/11_7 m/ﬁ

Priklad 11.9: Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci ¢dsti kiivky y = —a2 + a + 2 lezici
nad osou x.

Resend. Priseciky paraboly s osou z jsou —1 a 2, jeji vrchol lezi nad osou x, takze (pti vypoctu
je pomérné efektivni pouzit per partes)

2 2
V:w/ (—x2+x+2)2dx:77/ (x4 1)*(z — 2)%dz =
-1

2 2
:—7r3/ (z+1)(z — 2)3de = 1— (m—2)4dx:

3.4
2 512 817
3~4-5[(x_2)}_1_ﬁ‘

=T

Na prednésce byla kiivka v roviné zavedena jako zobrazeni F : ¢ — (f(t), g(t)) definované
na intervalu (a, b) takové, ze f a g jsou spojité realné funkce na (a, b). Pokud jsou f a g navic
spojité diferencovatelné, vypocteme délku kiivky pomoci vzorecku

L= /ab JF? + g(b)2 at.

Priklad 11.10: Vypoctéte obvod kruhu o poloméru R.

Reseni. Vhodnou parametrizaci kruhu je naptiklad F(t) = (Rcos(t), Rsin(t)), t € (0,2m).
Proto pro obvod kruhu O plati

O = /027r \/( — Rsin(t))2 + (Rcos(t )) dt=R 0%1 dt = 27R.

Piiklad 11.11: Vypoctéte délku kitvky F(t) = (v, 1), ¢ € (1,4).

4 M7 4
/1 Vg Tode= [\/E}1=2—1:1.

Coz neni prekvapivé, protoze se jednd o usecku spojujici body (1,1) a (2,1).

Reseni. Podle vzorce

Priklad 11.12: Spoctéte délku éasti grafu funkee y = z/x pro 0 < z < 4.
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Resend.

4 3 \? 4 9 4 10 2\*
L:/ 1+ (=vz da::/ 1+ -xdr= - Vydy= (=] (1072 —1).
0 2 0 4 91 3

Diskutujte obecny vztah pro délku grafu funkce, tedy parametrizaci grafu funkce f na
(a,b) pomoci F(t) = (t, f(t)), t € (a,b).

Domaci cviceni 11.13: Vypoctéte urcité integraly

a) /1 (1+263)°dt,

-1
2t
b ——dt
) /0 1+¢2 7

7r/4
c) / tg zdx,
0

b
d) / In(z)dz, kde 0 < a < b,
a

3
e) / xe Ydux,

-1

f) /07T sin®(2)dz,

I
——dux,

8 /o 1+ x

1
h) / 22V/1 — z2da.

0

a) 2Z,b) 1In5,¢c)Inv2,d)a—b+1n S—Z, e) —4e 3, f) 4,2 3 —In4,h) %.
Domaéci cviceni 11.14: Vypoctéte plochy néasledujicich ttvari:

a) elipsa se stfedem v bodé [0, 0], hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b. (Ndvod: a > b > 0,
Pocitejte obsah jen ¢asti v prvnim kvadrantu, vyuzijte integraci per partes.)

b) parabolickych dveri vysky 5 a sitky jednoho kridla 2. Vizte Obrazek 11.4.
c¢) plochy ohrani¢ené kifvkami y =22 ay =2 —x
d) plochy ohrani¢ené kiivkami y = 22 — 2x —3 a y = —22 + 62 — 3.

a) mab, b) 42, ¢) 2, d) &,

Domaci cviceni 11.15: Odvodte vzorec pro vypocet povrchu a objemu rota¢niho kuzele o
poloméru podstavy R > 0 a vysce h > 0.

2
ZR%h.

Domaci cvicéeni 11.16: Vypoctéte objem a povrch koule o poloméru R > 0.
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2
/ \ @
Obrazek 11.4: Vlevo: Parabolické dvete vysky 5 a sitky kiidla 2. K¥ivka ohranicujici tento
utvar je parabola. Vpravo: Kruh o poloméru r a se stredem [0, 0].

g

Obrazek 11.5: Plocha z Doméciho cviceni 11.14 c).

V =47R? S =4rR?

Domaéci cviéeni 11.17: Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci kolem osy = plochy ohra-
nicené kiivkami y = x a y = sin(z) na intervalu (0, 7/2).

2
(7% —6).

Domaci cviceni 11.18: Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci ¢asti paraboly y = 22 okolo
osy = nad intervalem (0, 1).

V=x

Domaci cvic¢eni 11.19: Naleznéte obsah plochy vzniklé rotaci ¢ésti kiivky y = 23 okolo osy
x nad intervalem (0, 1).

s =% (1072 - 1).

Domaéci cviceni 11.20: Vypoctéte délku césti kiivky F(t) = (’522, %(1 — 2t)3/2>, spojujici
body (0,1/3) a (1/8,0).
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Prvnimu bodu odpovid4 hodnota parametru ¢t = 0 a druhému t = % Takze

1/2
3
f:/ \/t2+1—2tdt:§.
0
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