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Obsah Cviceni

Predmluva

1 Rozjezd
Sumacni zapis, manipulace se sumami, dukaz matematickou indukci, aritmeticka a geome-
trickd posloupnost, Pascaltv trojihelnik, kombinac¢ni ¢isla.

1 Funkce a jejich vlastnosti
Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, vzor a obraz mnoziny, prosta funkce, slozend funkce,
inverzni funkce, elementdrni funkce.

3 Posloupnosti
Posloupnosti, limita posloupnosti (definice a vypocet), vybrana posloupnost.

4 Posloupnosti, pokracovani

Véta o seviené posloupnosti, Eulerovo ¢islo, podilové kritérium.
5 Ciselné rady

Opakovani priklad na limity, ¢iselné rady.

6 Limita funkce
Limita funkce; jednostranna limita; existence limity; vypocet limit.

7 Spojitost a derivace funkce
Spojitost funkce; razné pripady nespojitosti; derivace; vypocet derivace.

8 Extrémy realnych funkci
Extrémy realnych funkei; vysetfovani priabéhu redlnych funkei.

9 L’Hospitalovo pravidlo, Taylorova véta, opakovani
L’Hospitalovo pravidlo; Taylorova véta a jeji vyuziti k pribliznym vypoctim.

10 Neurdity integral
Primitivni funkce, substituce, per partes.
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11 Urcity integral 56
Riemanniiv urcity integral; vypocet obsahtl ploch ohranic¢enych kiivkami; objem a obsah
rotacniho télesa; délka krivky.
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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni €. 2
Funkce a jejich vlastnosti

Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, vzor a obraz mnoziny, prosté funkce, slozené funkce,
inverzni funkce, elementarni funkce.

Znaceni

S inverzni funkce k funkci f
FOA) obraz mnoziny A pii zobrazeni f
T A) vzor mnoziny A pri zobrazeni f
f O g slozend funkce, (f o g)(z) := f(g(z))
Dy o defini¢ni obor funkce f
Hyoo obor hodnot funkce f
flar oeeeonn. zizeni funkce f : R — R na mnozinu M C Dy, tj. funkce h : R — R takova,

ze h(zx) = f(x), Yo € D), =M C Dy

Toto cviceni je stile jesté z vétsi casti opakovaci. Funkce a pojmy zde vyskytujici se by
studentiim mély byt znamé. Novymi pojmy mohou byt vzor a obraz mnoziny, které byly
probrany na prvni tvodni prednasce. Nez zacnete Tesit nasledujici sadu prikladi doporucuji
pripomenout si vlastnosti (defini¢ni obor, obor hodnot a graf) mocninnych funkei, odmocnin,
logaritmu a exponencialni funkce.

Priklad 2.1: Urcete pfirozené defini¢ni obory nasledujicich funkei.
a) f(r) =Va? -z -2,
Ve +1

Inx

Resend. Uvedme Teseni asponi jednoho bodu, tieba b). Abychom uréili prirozeny defini¢ni obor
funkce g je potieba nalézt vSechna redlna z pro kterd ma vyraz

Jr+1

Inx

smysl jakozto realné ¢islo. Jmenovatel zlomku musi byt nenulovy a argument logaritmu musi
byt kladny. V citateli se vyskytuje licha odmocnina jejiz definiéni obor je celé R. Piipustna x
tedy musi splnit dvé podminky

Inx#0 a z>0.

Logaritmus (libovolného zakladu) je nulovy pouze pro = 1. Dostavame proto vysledek

Dy = (0, +00) ~ {1}.
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Podobnym postupem bychom dospéli k defini¢nim obortum ve zbyvajicich bodech a) a c).

Df = (—OO,—1>U<2,+OO), Dh:R\{O,l}.

Priklad 2.2: Naleznéte pfirozeny definiéni obor Dy je-li

a) J@) = /1 al,
1

b) f(ﬂj‘) = \4/3—33+m,

1
¢) f(x):\/x2—3x+2+m.

a) Dy = (—1,1), b) Dy = (—1,3) ~ {0}, ¢c) Dy = (—1,1) U (2,3).

Priklad 2.3: Nechf je funkce f : R — R déna predpisem
f(x) = 2 + 4o +5.

Uréete f~1({0,1}) a f({0,1}). Rozhodnéte zda je f prosta.
Resend. f({0,1}) = {5,10}. Nalezeni f~1(0) je ekvivalentni feSen{ rovnice

2?2 +4x4+5=0,
ktera ale 7z4dné realné feseni nema. K uréeni f~!(1) fesime rovnici
2 +4r+5=1,tj. (x+2)2 =0,
kterd mé4 jeden dvojndsobny kofen —2. Mame tedy f~1({0,1}) = {—2}. Jelikoz f je kvadra-
tickd funkce, nemuze byt ze své podstaty prostd. Snadno napr. nahlédneme, ze f(—3) = f(—1).
Priklad 2.4: Necht je funkce f: R — R déana predpisem
f(z) =222 + 22 — 4.

Urcete f((—1,1)) a f~1((0,400)).

Resend. Funkce f je opét kvadratickd. Miizeme si usnadnit praci vytknutim dvojky,
f(x) =2(a* +x - 2),

a urcit pruaseciky s osou z,

xi=;<—1ivé;8):{12

Vrchol (vzhledem ke kladnosti konstanty u x? fakticky minimum) paraboly se nachézi v bodé
o souradnicich
(ZL‘++ZE’_ f<$++$_)> i <_1 _9)
2 2 S\ 2 2)
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Na zakladé téchto informaci jiz mtizeme nacrtnout graf funkce f.

y=flz)
1 T
_9
2
Obrazem mnoziny (—1, 1) je proto mnozina <—%, 0>. Vzorem mnoziny (0, +00) je mnozina

(=00, —2) U (1, 4+00).
Priklad 2.5: Necht je funkce f : R — R zaddna predpisem
f(z) :==+v2 - 3z.

Nacrtnéte graf této funkce. Urcete piirozeny definicni obor Dy a obor hodnot Hy. Dokazte,
ze je tato funkce prosta.

Resend. Argument sudé odmocniny musi byt nezdporny, tedy musi platit 2 — 3z > 0, tzn.
Dy = (—00,2/3). Graf nechdme na doplnéni ¢tendfem. Hy = (0,00). Nechf nyni z1, 22 € Dy
a soucasné f(x1) = f(x2). Potom odvodime x; = xo. Funkce f je tedy prosta na Dy.

Priklad 2.6: Reste tlohu 2.5 pro funkci
f(z) = V2 - 3z.

Resend. Treti odmocnina je definovana na celém R a proto D r=R. Hf = R. Prostost ovéiime
podobné.

Priklad 2.7: Méjme funkci f : R — R danou pfredpisem
f(x) =z +|z|

Je f prosta? Jaky je jeji obor hodnot? Jakd mnozina je vzorem mnoziny (0,1)7
Neni prostd. Hy = ]Ra', f_l((O, 1)) = (—o0,1/2).

Priklad 2.8: Méjme funkci f : R — R danou predpisem
f(x) =2z + |z|.

Je f prosta? Je na? Naleznéte vzor mnoziny (—1,1) a obraz mnoziny (—1,2). Nacrtnéte graf
funkce f. Naleznéte inverzni funkci f~!, existuje-li.
Je prostéd i na. f((—1,2)) = (=1,6), f~*((=1,1)) = (=1,1/3), f_l(z) = {E
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Pred resenim nasledujicich prikladii si pripomente definici slozené funkce a zopakujte
pojmy vnéjsi a vnitini funkce.

Priklad 2.9: Naleznéte néjaké dvé funkce f a g, f # g, tak, aby
a) fog=gof
b) fog#gof.

Moznych feseni je mnoho a nechavdme je na ¢tenarové fantazii.

Pripomente si definici funkeci sin z, cos x, tg x, cotg z, nejlépe pomoci jednotkové kruznice.
Uhly mérime v obloukové mire, definujte radian.

Priklad 2.10: Nacrtnéte grafy vyse zminénych goniometrickych funkci, demonstrujte, ze
nejsou na R prosté.

Priklad 2.11: Nacrtnéte grafy arcsin, arccos, arctg a arccotg, které definujeme jako inverze
k ziZenim (ve stejném poradi)

sin |(—7r/2,7r/2>7 COs ’(0,7T>7 tg ’(—7r/2,7r/2)a cotg |(0,7r)'
Priklad 2.12: Urcete numerické hodnoty vyrazu

1
arcsin 0, arcsin (—1), arccos —

\/i,

1
arccos 2 arctg 1, arccotg 1.

Priklad 2.13: Necht je funkce f : R — R dana predpisem
flz) =2z — 1|+ |z + 1.

Naleznéte f(A) pro A = (0,2), f~1(B) pro B = (2,3) a obor hodnot H.
F(A) =(2,5), F7H(B) = (0,1) U (1,4/3), Hy = (2, +00)

Pi#iklad 2.14: Vypoctéte f(x + 1) je-li f(x —1) = 222 — 3z + 1.

22% 4 5z + 3

Priklad 2.15: Naleznéte inverzni funkci k funkci f, je-li

a) f(z)=1-3z,

b) f(z) = 125,

c) f(x) =10"",

d) f(x)=1+In(z +2),
e) f(z) = g

a) fTH@) =51 —2),b) fl@)=1-3,0) f '(z) = —1+log(x), d) f (@) ="' =2,¢) f'(2) = iz In 725
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