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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni ¢. 3
Posloupnosti

Posloupnosti, limita posloupnosti (definice a vypocet), vybrand posloupnost.

Znaceni

(@)52 1 1EDO SErUCNEIT (@p) «.oveeee et posloupnost
I g ot limita posloupnosti

n—+o00

R rozsifend redlna osa

H o okoli bodu a € R

Priklad 3.1: Naleznéte explicitni predpis pro n-ty ¢len zadanych posloupnosti. Posloupnosti
indexujte od jedné.

1. Posloupnost vSech po sobé jdoucich sudych ¢isel vétsich nebo rovno osmi.
1. Posloupnost 1,1,2,2,3,3,...
74i. Periodicky se opakujici posloupnost 0,1,0,—1,0,1,0,—1,...

Resend. Samoziejmé existuje mnoho moznych zpisobti jak tyto posloupnosti popsat. Napii-
klad:

i. ap=8+2(n—1),n=1,2...,

71. Pomoci dolni celé ¢asti mizeme psét

pripadné
_n_1 n+1
744. Staci vhodné volit hodnoty funkce sin,
-1
tn :sm(”Q)”, n=1,2,3,...

Pripomenme definici nékolika ruznych typt posloupnosti. Posloupnost (a,) nazyvame
e rostouci, pokud a, < any1,
e klesajici, pokud a, > any1,

e nerostouci, pokud a, > apy1,
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e neklesajici, pokud a, < apy1,

kde se vSude pozaduje aby dana nerovnost platila pro vSechna n z N. Posloupnost nazyvame
monoténni, pokud je nerostouci nebo neklesajici.

Piiklad 3.2: Rozhodnéte o monotonii nasledujicich posloupnosti'

3 =——,n=1223,...

Z a’n n+17n ) ) ) )

3 n+ 2)?

1. an:(2n),n:1,2,3,...
Resend.

1. Je rostouci. Protoze pro kazdé n =1,2,3, ... plati

n n+1
ap < Qp41 & n—|—1<n+2 s P4+ m<n®+2n+1 ©0<1.

1. Je klesajici. Podminka a, > a1 je ekvivalentni pozadavku

(n+2)%  (n+3)?

on ontl S M+ 8n+8>n +6n+9 & n+2n—1>0.

Ten je ale splnén pro kazdé n = 1,2, 3,... Skutecné, kvadratické rovnice
22 4+26—-1=0

mé feSeni z = -1 ++2 < 1.

Priklad 3.3: Rozhodnéte o monotonii nésledujicich posloupnosti.

a) (n*—2n)>

n=1’

b) (n* — 3n)zozl,

a) rostouci, b) neklesajici, ¢) klesajici, d) ani jednoho typu.

Pripomenme definici limity ¢iselné posloupnosti, kterou nejlépe zapiseme pomoci kvanti-
fikatori:

Jim_a, = o PN (VHy)(3np € N)(Vn € N)(n > ng = a, € Hy).
Zde H, oznacuje okoli bodu a € R. Struéné feceno, posloupnost (a,) ma limitu o, pravé kdyz
v kazdém okoli bodu « lezi vSechny ¢leny posloupnosti az na konecny pocet vyjimek.
Ukazme si nyni, jak podminku v definici limity posloupnosti ovérit na konkrétnich prikla-

dech.

Podrobnéji: uréete zda-li se jednd o posloupnost rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici ¢ monotonni.
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Priklad 3.4: Pomoci definice limity dokazte, ze

lim SR _
n—oo  n

Resent. Pro € > 0 zvolime libovolné ng € N spliujici ng > % Pak pro n > ng plati

sin(n)

1 1
—0’§<<5.

n n  ng

Priklad 3.5: Pomoci definice limity dokazte, Ze

a) lim (n+(—1)") = +o0,

n—-+00

b) 1m1(1+(7?n>—1.

n—-+oo

Definici k vypoctu limit pouzivame ziidka, ¢astéji se opirdme o znamé zakladni limity,
napiiklad na prednésce zminované

400, a >0,

lim n% =<1, a =0,
n—-+o0o

0, a < 0.

V kombinaci se znalosti vét o souctu, souc¢inu a podilu limit? pak miizeme poéitat i limity
komplikovanéjsich posloupnosti.

Priklad 3.6: Vypoctéte limity:

i. lim (5n3 — Tn+ 1)

n—-+oo
oomi—Tn+1

7. lim 5

n—r+00 n*—3
. P —Tn+41
775, lim

n—+oo  n3—3
. oomi—Tn+1
jv. lim

Resend.

i. Abychom mohli pouzit zminovanou vétu, je nutné vyraz nejprve vhodné upravit (vytknuti
nejvice rostouciho ¢lenu),

1
lim (5n3—7n+1): lim n3<5— 7 >:+oo~(5—0—0):+oo,

2
n—-+o0o n—-+oo n n

2Necht lima, = a a limb, = b, kde a,b € R. Potom

lim(anern):aer, hman’bn:(]wb’ llmzl:%,

za predpokladu, Ze jsou vyrazy na pravych strandch definovany.
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7. Limita citatele i jmenovatele je nekonecnd, ¢elime nedefinovanému vyrazu % Musime

+
tedy opét upravovat:

7 1
P —Tn+1 n3(5—p+$) , 5— 5+ 25 5
lim ————— = lim = lim n e = 400 - — = +00.
n——+o00 ns—3 n——+o00 n2 ( o i) n——+o0o 1—=3 1
) n
751. Podobnym postupem jako v #i. dostaneme
. mdP—Tn+1
lim ————— =5.
n—+o0 n’ —3
1. Podobnym postupem jako v #i. dostaneme
5n — Tn+ 1
T AL
n——+0o n*—3
Priklad 3.7: Vypoctéte limitu:
1 1
lim ntl ~ n—4
1 1
e T T =g
5/4.
Priklad 3.8: Vypoctéte limitu:
, 1 n 2 n 3 T n—1
ntoo \n2 | n2 ' 2 n? )’

Reseni. Podle formulky odvozené na prvnich cvicenich 1 +2+3+---4+n—1=(n—1)n/2 a
tudiz:
i (G 2 ) gy L]
n—+oo \n2  n?2 n2 n? n—toon? 2 2
Zduraznéme, ze nelze pouzit vétu o limité souctu, nebot pocet s¢itancii roste s n do nekonecna.
Pokud bychom nespravné tuto vétu pouzili, ziskali bychom nespravny vysledek 0 4+ 0+ 0 +
-+ 0=0.

Priklad 3.9: Vypoctéte limitu

2

n 1—n3

li —_
n—l>r—|r—loon+1+n2—1

Je zkoumand posloupnost nerostouci nebo neklesajici?
-1, je nerostouci i neklesajici.

K vété o limité souc¢tu poznamenejme, Ze ji nelze obratit. Z existence limity lim(a,, + by,)
obecné neplyne existence limit lim a,, a lim b,,. Nap¥. uvazte a, = (—=1)" a b, = (=1)"*!, pak
an + b, =0.

Priklad 3.10: Vypoctéte limity
lim vn+1—+/n a lim n2/3(\3/n+ —{”/ﬁ)
n—-+00

n—-+4o0o
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Resend. V obou se vyskytuje nedefinovany vyraz +o0o— (+00). Rozsifime-li vhodnou jednickou
dostavame

. — ) n+1—n
ngr—ir-loo et _\F_ngr-&r-loo\/n-i-l-i-\/ﬁ_o’

. 23( 37 _ 37\ _ 1 2/3 nt+l-—n 1
nEIJIrloon ( nt \/ﬁ) _ngriloon (n—|— 1)2/3—|— ((n—|— 1)n)1/3—|—n2/3 o 3

Poznamenejme, ze vyrazy podobného typu lze vyhodné upravovat pouzitim vzorce pro
a™ — b"™ odvozeného na prvnim cviceni. Zde ve tvaru

a—>

{Lf - \/5 - a(m—=1)/n + a(n—2)/npl/n 4+t al/np(n—=2)/n + p(n=1)/n"

Priklad 3.11: Vypoctéte limitu:

lim v2n+1—+/n.

n—-+0o0o
+o00.
Priklad 3.12: Vypoctéte limitu:
n(n+1)
lim (~1)"%
n—oo n-+1

Resend. Exponent u —1 neni nic jiného nez soucet prvnich n ¢lenti aritmetické posloupnosti,
ten je s rostoucim n napreskacku dvakrat sudy a dvakrat lichy. Limita tedy neexistuje, lze
sestrojit vybrané posloupnosti jdouci k +1.

Dalsi zédkladni limitou z prednéasky, ktera se nam bude ve zbytku cviceni hodit, je

+00, a>1,

1 =1

lim a" = ’ “ ’
n—>+00 0, la] < 1,

neexistuje, a < —1.

Priklad 3.13: Vypoctéte limitu:

on _ 9—n
im ———— 7
n—+oo 21 4 271
1.
Priklad 3.14: Spoctéte limitu:
2 2

2

Priklad 3.15: Bud a > 0. Vypoctéte nasledujici limity:
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i. lim ?"Va,

n—-+4o0o

.. . 1

. lim *"%“W/—a.
n—4o00

Resend.

i. Na prednésce zaznélo lim /a = 1 (pfipadné zazni, pfipomerite). Mdme urc¢it limitu vy-

brané posloupnosti a ta je stejna.

i1. Vzhledem k lichym odmocnindm *"*/—a = —

+l/a. Limita je potom —1.

Domaci cviceni 3.16: Vypoctéte nasledujici limity, nebo dokazte jejich neexistenci.

1
2) lim cos(n + ),
n—-+oo n

: _1\n
b) Tim (14 (~1)")n,
1 1
on + In
¢) lim 2—3°
n—-+oo 37 =+ 5n
a) 0, b) neexistuje, c) 1.

Domaci cviceni 3.17: Vypoctéte limitu:

lim n(x/n2—|—l—n>.

n——+o00

1

3-

Domaci cviceni 3.18: Vypoctéte limity

(n+1)* = (n—1)?

R N iy pe s
Vnd+n
b) lim —,
n—+oo n+1
1ttt
c) lim 7 T
n—>+ool+§+§+--~+37
Q) n?+2 142n

n—1>r—|I-1<>o n+4 2—}—% ’
a)3,b) 1, c) 4/3, d) —4.

Domaéci cviceni 3.19: Dokazte
100n

ey =0

V/n2 sin n!

im
n—+oo n 41

b)

Y

. n
¢) Jm o =0
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