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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni ¢. 4
Posloupnosti, pokracovani

Véta o seviené posloupnosti, Eulerovo ¢islo, podilové kritérium.

B e Eulerovo ¢islo

Pripomenme vétu o limité seviené posloupnosti: necht pro posloupnosti (a,), (b,) a (¢,,) plati
i) existujf limity lima,, = lim¢, =: a € R,
i1) existuje ng € N tak, ze nerovnost a,, < b, < ¢, plati pro kazdé n > ny,

potom existuje limita posloupnosti (b,) a jeji hodnota je a. Déle také pripomenme limity
probrané na prednéasce

lim Yn=1, lim Ya=1, a>0, lim Vn!l=+oc.

n—oo

Priklad 4.1: Spoctéte limitu:

lim {/4n3 + 5.
n—oo
Resend. Pro vSechna kladné n € N plati
1< Vand +5 < Von3 = V9v/n’.

Posloupnosti dolnich i hornich odhadt maji stejnou limitu, jmenovité jednicku. Tudiz limita
seviené posloupnosti existuje a rovna se rovnéz jedné.

Priklad 4.2: Spoctéte limitu

3=

lim
n—oo

((n+1)!+ (n—l—2)!)

n!
1.

Priklad 4.3: Spoctéte limitu:
lim L\/m

n—00 \/ﬁ

Zde |z] oznacuje dolni celou ¢ast redlného ¢isla z, tedy celé ¢islo |z| spliujici |z] < z <
lz] + 1.

Na prednasce bylo Eulerovo ¢islo definovano jako soucet ¢iselné rady

i 1
€= -—.
b k!
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Dale jsme odvodili rovnost
1 n
e = lim (1 + ) .
n—00 n

Durazné na tomto misté upozornujeme na castou nespravnou upravu

n—oo

. e .
lim (1+n> # lim (140)" = 1.

Toto ,,castecné limiténi“ samoziejmé nelze ospravedlnit a predstavuje tak pouze casty omyl.

Priklad 4.4: Vypoctéte limitu:
1 3n+2
lim (1 + ) .
n—oo n

Resent. Stadi upravit na zndmou limitu
1 3n+2 1\" 3 1 2 .
lim (1+) — lim ((1+) ) (1+) )
n—00 n n—00 n n

Priklad 4.5: Vypoctéte limitu

1\"
lim <1 + > .
n—00 2n

1\" 1 2n 1/2
dm (145,) ZJL%O((”%) ) Ve

protoze ((141/(2n))?") je vybrand z ((141/n)") a lim \/a,, = /& pokud (a,) je posloupnost
s nezapornymi Cleny splnujici lima,, = a > 0, coz také vime z prednasky.

Reseni. Nyni

Priklad 4.6: Vypoctéte limitu:

3 n
lim (1 + ) .
n—00 n

lim (1 + ) = lim (1 + n) =e3.
n—00 n n—00 7

Z posloupnosti ((1+ %)%) totiz lze vybrat podposloupnost konvergentni k e a zaroven je tato
3

posloupnost monoténni' a tedy ma limitu.

4 n
lim (1 — ) .
n—00 n

1Coz lze ukazat stejné jako na prednisce.

Priklad 4.7: Vypoctéte limitu
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Resend. Tento piipad miizeme pievést na limitu typové shodnou s predchozim piikladem,

. " . n—4 " . 1 —4
h_>m 1—— = 11_)111 T—’—Z_L = h_>m ( )n—4 ( )4 4
n—00 n n—oo \ n — n—00 4 4 e
1+-4)" 1+ -4

Poznamenejme, ze z téchto prikladi by mélo byt patrné, ze

P n

7 »
lim (1 + q) = e
n—00 n

Priklad 4.8: Vypoctéte nasledujici limity

) <n2+3n+2>2n
a) lim |——| ,

propeZaqgéeN.

n—+00 n?2 4+ 2n
n
b) lim n"- <3—i—2n> )
n—-+oo n

a) e?, b) €.

Priklad 4.9: Vypoctéte limitu

. In(n®+4n+2)
lim
n—oo In(3n* +5)

Reseni. V pribéhu feseni uzijeme znalosti na prednasce uvedeného tvrzeni, ze lim a, = a >0
n—oo

implikuje nlLI%O Ina, =Ina.

a2 W4 ieR))  2math(ieie )
A TG 1) (0 (34 ) = lim_ (a1 5]

1 4 2
~ lim 2+mln(1+g+p)_l
n——+o0 4+ﬁln(3+%) 2

Ptipomente si dilezitou limitu 1i_>m a” v zavislosti na hodnoté a € R.
n—oo
Priklad 4.10: Vypoctéte nasledujici limitu:

lim 2" +5)
n—oo In (4" — 2)

oo

In
Ind"

Priklad 4.11: Dokazte podilové kritérium: Bud (ay,) posloupnost kladnych ¢lent. Pokud
existuje kladné ¢ € R a ng € N tak, ze pro n € N vétsi nebo rovno nez ng je

(a) Gp41

< q<1,potom lim a, =0.
an n—oo
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(b) ntl g > 1, potom lim a, = +oco.
n n—oo
Reseni. Pifpad (a). Pro n > ng zfejmé mame 0 < a,, < an,q™ ™. Tvrzeni pak plyne z véty o
seviené posloupnosti a predpokladu 0 < ¢ < 1
Pripad (b). Pro n > ng zfejmé mame a,, > an,q" ™. Tvrzeni pak plyne piimo z definice
limity a predpokladu q > 1.

. . v ; v. o . . Gp41
Poznamenejme, ze k ovéreni podminky staci zkoumat hodnotu limitu lim "l Tato

n—oo  q,

vSak nemusi vzdy existovat.
Priklad 4.12: Vypoctéte limity

’I’L2

a) lim —
) n—oo 2N’
n!

b) lim

n—o0o b’
N
c) lim —.
n—oo n3
a) 0, b) +o00, ¢) +oo.

Nésleduji dalsi ptriklady vhodné k samostatnému procviceni, ale je mozné se jim vénovat
i na cviceni podle ¢asovych moznosti.

Domaéci cviceni 4.13: Vypoctéte limity
a) lim VYn+1,

n—oo
Vn3 +2n —1

b
) nl—golo n-+2 ’
o 1 (n+ 1)+ (n+2)!
n—00 (n+3)! ’
|

lim —

n—oco (n 4 1)! — n!

a)1,b)1,¢)0,d)0

Domaci cviceni 4.14: Vypoctéte limity

a) lim sin y/n ’

n—00 n

n

b) lim ——
) 60 2 4 sin(n)’

27" 4 37"
) Mmoo
: 1\
d) lim /narctg ((—1)"n),
a) 0, b) +o0, peclivé zduvodnéte! ¢) +oo, d) neexistuje

Domaéci cviceni 4.15: a) Existuje konvergentni aritmetickd posloupnost?
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b) Které geometrické posloupnosti jsou konvergentni?

Vysledek tohoto prikladu naleznete nize. Pokuste se nejprve sami na otazky odpovédét, teprve poté svou odpovéd konzultujte

s Fesenim.

Domaéci cviceni 4.16: Vypoctéte

2 n
a) lim <n+ ) ,

n+3
Inn

b) lim —,

n—oo n

In(2n? 31
c) lim n(2n” + 3n )

n—00 Inn

a) e~ !, b)0,c) 3.

Domaéci cviceni 4.17: Vypoctéte limity

y n?+4n+3
a) lim, n? + 3n + 2

b) lim nln (n — 1),

n—00 n-+1

. (n—l—l)”
c) lim (—5——) .
n—oo \n“ +n

a) e, b) =2, ¢) 0.

Y

Vysledek Doméciho cvigeni 4.15: a) Ano, s diferenci d = 0, tedy ty které jsou konstantni. b) geometrickd posloupnost konverguje

pravé tehdy kdyz jeji kvocient spliiuje g € (—1,1).
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