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Predmluva

1 Rozjezd
Sumacni zapis, manipulace se sumami, dukaz matematickou indukci, aritmeticka a geome-
trickd posloupnost, Pascaltv trojihelnik, kombinac¢ni ¢isla.

2 Funkce a jejich vlastnosti
Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, vzor a obraz mnoziny, prosta funkce, slozend funkce,
inverzni funkce, elementdrni funkce.

3 Posloupnosti
Posloupnosti, limita posloupnosti (definice a vypocet), vybrana posloupnost.

4 Posloupnosti, pokracovani

Véta o seviené posloupnosti, Eulerovo ¢islo, podilové kritérium.
5 Ciselné rady

Opakovani priklad na limity, ¢iselné rady.

6 Limita funkce
Limita funkce; jednostranna limita; existence limity; vypocet limit.

7 Spojitost a derivace funkce
Spojitost funkce; razné pripady nespojitosti; derivace; vypocet derivace.

8 Extrémy realnych funkci
Extrémy realnych funkei; vysetfovani priabéhu redlnych funkei.

9 L’Hospitalovo pravidlo, Taylorova véta, opakovani
L’Hospitalovo pravidlo; Taylorova véta a jeji vyuziti k pribliznym vypoctim.

10 Neurdity integral
Primitivni funkce, substituce, per partes.
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11 Urcity integral 56
Riemanniiv urcity integral; vypocet obsahtl ploch ohranic¢enych kiivkami; objem a obsah
rotacniho télesa; délka krivky.
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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni C. 6
Limita funkce

Limita funkce; jednostrannd limita; existence limity; vypocet limit.

Znaceni

Hm f(@) = € limita funkce f v bodé a
T—a

llm F(@) = o limita funkce f v bodé a zprava
T—a4

Hm f(Z) = o limita funkce f v bodé a zleva
T—a—

Na prednasce se limita realné funkce realné proménné definovala nasledovné: Necht funkce
f je definovana na okoli bodu @ € R s moznou vyjimkou bodu a samotného a necht ¢ € R.
Rekneme, 7e f méa v bodé a limitu ¢, pokud pro kazdé okoli H,. bodu ¢ existuje okoli H, bodu
a tak, ze pokud = € H, \ {a} pak f(z) € H,.
K vypoctu limit mame nyni k dispozici véty o limitadch souctu, soucinu, podilu, slozené
funkce a Heineho vétu. Dale mame z prednasky odvozené limity
In(1+ z) e’ —1 y sin

lim ——= =1, lim =1, lim
x—0 x z—0 xT z—0 X

=1

Také jiz muzeme vyuzivat spojitost exponencidly, logaritmu, sinu, kosinu...Néktef{ uz na
prednasce méli, jini mit teprve budou.
Priklad 6.1: Vypoctéte limitu:

. 3 —2r—1

lim ———.

a——-172° —2r — 1
Resend. Jelikoz —1 je kofenem polynomu v ¢itateli i jmenovateli, musime vytknout vyraz
(z + 1), na tomto misté si pfipomente déleni polynomu polynomem.
e —20 -1 (x4 1) (2?2 -2z —1) 1

lim ——— =1 = _,
a1 75— 2z — 1 x—l>n—11(x+1)(x4—x3+x2—x—1) 3

Priklad 6.2: Vypoctéte limitu:

lim (I+2)(1+22)(1+3z) — 1.
z—0 x

6.

Priklad 6.3: Pomoci definice vypoctéte limity

. 1
lim —.
r—04+ X
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Resend. Na této limité znovu demonstrujeme definici. Bud H, o (c) = (¢, +00) zadané okoli
+00, ¢ > 0. Polozme § = 1. Potom pro z € Hy (6) ~ {0} = (0,6) plati 0 < z < § a proto
1>¢elileHio(c)a

lim — = +o0.
:E—>0+ €T
Podobné lze nalézt druhou limitu,
lim — = —o0.
z—=0_ I
Priklad 6.4: Vypoctéte limitu
o1
2
—+o0.
Priklad 6.5: Vypoctéte limity
. 24+x—6
lim

o1y 22 — 4z + 37
Reseni. Po tpravé
$2+x—6_ 1 2 +x—6
22 —4x+3 x—1 z—3

ihned uzavirdme
. 24+1—6 1+1-—-6
lim oo —— " =

—_ = +00.
o1y 22 —4dx + 3 —2 >0

Priklad 6.6: Vypoctéte limity:

lim e*.
T—F00
Resend.
lim e =400, lim e =0.
T—r+00 T——00
Jako argument lze pouzit zndmé ¢iselné limity lim e" = 400, resp. lim e " = 0, mono-
n—+o0 n—+00
tonii e¥ a Heineho vétu. Nacrtnéte téz prubéh exponencialy.
Priklad 6.7: Vypoctéte limity:
. In(1+€%)
lim ———=.
r—+oo x
Resend.
In (1 z In(e®- (1 - In (1 - 1
g BOEE) g, Wl (de™) o el e 1 i n(te ) = 1.
r— 400 €T Tr—+00 €T Tr—+00 €T r— 400 €T
In(1+e*
i 2+
T——00 €T
Priklad 6.8: Vypoctéte limitu:
. In(1+€%)
lim ——=.
T——00 et
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Reseni. Pomoci véty o limité slozené funkce

In (1 x
lim 711( +e) = lim
T——00 e’ y—0 Y

In(1+y)

Navic jsme pouzili znalost jedné z limit uvedené na zacatku této kapitoly, ted je vhodny cas

tyto limity pripomenout, protoze budou potieba dale.

Priklad 6.9: Vypoctéte limitu:

R |
lim .
z—0 x
3.
Priklad 6.10: Vypoctéte limitu:
3r _ dx
. € e
lim
z—0 X
-~
Priklad 6.11: Vypoctéte limitu:
. sin (bz)
lim ———=.
z—0 x
5.
Priklad 6.12: Vypoctéte limitu:
. sin (2z)
lim ——=

2—0 sin (3z)

Wi

Priklad 6.13: Vypoctéte limitu:

. 1—cosz
lim ——.
x—0 x2
1
L.
Priklad 6.14: Vypoctéte limitu:
sin x
lim .

Tz—+o0 I

Reseni. Zde mame k dispozici vétu o limité seviené funkce. Jelikoz

1 sin x 1
Ve>0: —— < <
T T x

a obé mezni funkce maji stejnou (nulovou) limitu, je nulova i limita hledana.

Priklad 6.15: Vypoctéte jednostranné limity:

. 1
lim arctg ——.
r—1+ 1—
Resend.
lim arct L I
r—1+ & 1—=x =T 2 ’

Pro ilustraci nac¢rtnéte graf funkce arctg x.
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Domaci cviceni 6.16: Vypoctéte limitu:

lim arcsin
Tr—+0c0o

™

5 -

Domaci cviceni 6.17: Vypoctéte limity

) i 3+ 222 — 8x
a) lim
e—2 23 — 322 — 4z + 12’
2
z°+3x—4
b) L
)xigl+x3—4x2+x+6’
c) lim < ,
z—0 et e 7T
T _
d) lim & —°.
z—1 x—1

a) —3, b) —oco, ¢) 1,d) e.
Domaci cviceni 6.18: Vypoctéte limity

a) 11:15% cosx(x) (2sin(z) + x),

by lim @)

ToT/2 T — 5
t

i B)

-0 tg(2x)

2:5_1

d) lim

a—0 sin(z)
a)3,b) —1,¢) 3,d) 2.
Domaéci cviceni 6.19: Vypoctéte limity

)l x* — b
& w—l>r—&r-1<>ox2—3x—|—1’

V142 -1
b) lim ———

z—0 €T

3
) lim R
¢ z—+oo \ 22 + 1 ’

a) 400, b) 0, ¢) 0.

Domaci cviceni 6.20: Vypoctéte limity

0 (G~ )

cosx — sinx
b) lim —,
) :pg}rl/z; cos(2x)
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