Cviceni k predmeéetu BI-ZMA

Tomas Kalvoda Matéj Tusek
Katedra aplikované matematiky Katedra matematiky

FIT CVUT FJFI CVUT

Zimni semestr akademického roku 2013/2014
30. ledna 2014

Obsah Cviceni

Predmluva

1 Rozjezd
Sumacni zapis, manipulace se sumami, dukaz matematickou indukci, aritmeticka a geome-
trickd posloupnost, Pascaltv trojihelnik, kombinac¢ni ¢isla.

2 Funkce a jejich vlastnosti
Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, vzor a obraz mnoziny, prosta funkce, slozend funkce,
inverzni funkce, elementdrni funkce.

3 Posloupnosti
Posloupnosti, limita posloupnosti (definice a vypocet), vybrana posloupnost.

4 Posloupnosti, pokracovani

Véta o seviené posloupnosti, Eulerovo ¢islo, podilové kritérium.
5 Ciselné rady

Opakovani priklad na limity, ¢iselné rady.

6 Limita funkce
Limita funkce; jednostranna limita; existence limity; vypocet limit.

7 Spojitost a derivace funkce
Spojitost funkce; razné pripady nespojitosti; derivace; vypocet derivace.

8 Extrémy realnych funkci
Extrémy realnych funkei; vysetfovani priabéhu redlnych funkei.

9 L’Hospitalovo pravidlo, Taylorova véta, opakovani
L’Hospitalovo pravidlo; Taylorova véta a jeji vyuziti k pribliznym vypoctim.

10 Neurdity integral
Primitivni funkce, substituce, per partes.

iii

11

17

22

26

31

38

44

49

Cvigen{ BI-ZMA, FIT CVUT i ZS 2013/2014



11 Urcity integral 56
Riemanniiv urcity integral; vypocet obsahtl ploch ohranic¢enych kiivkami; objem a obsah
rotacniho télesa; délka krivky.

Cviéen{ BI-ZMA, FIT CVUT ii 7S 2013/2014



Predmluva
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Cviceni ¢. 7
Spoijitost a derivace funkce

Spojitost funkce; rizné piipady nespojitosti; derivace; vypocet derivace.

Znaceni

12 T P dolni cela cast x
1 >0

SEN(T) = Q0 =0ttt zndmenko (signum) z
-1 <0

@) derivace funkce f v bodé a

Priklad 7.1: Nacrtnéte graf funkce f(z) = |z|. Rozhodnéte, kde je f spojitd, pripadné
spojita zleva nebo zprava.

Reseni. Funkce f je spojitd na R\ Z, v bodech = € Z je spojitd zprava, ale zleva nespojité.
Skute¢né, pro a € R\ Z totiz existuje okoli H, bodu a tak, ze pro z € H, je |x] = |a| a proto

lim|] = lim |a = [a.

Pokud ale a € Z, pak podobné

lim |z| = lim |a] = |a]

r—a+ r—a+

lim |z] = lim (la] —1) = |a] — 1.

Tr—a— T—a—

Nakonec uvadime nacrtek.
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Priklad 7.2: Nacrtnéte graf funkce f(x) = sgn (sin z). Rozhodnéte, kde je f spojitd, pfipadné
spojita zleva nebo zprava.

Funkce f je spojitd na R\ A, kde A := {kw|k € Z}. V bodech mnoziny A neni spojitd ani zleva ani zprava.

Priklad 7.3: Urcéete defini¢ni obor funkce

f) = :U32— Tr +6

a rozhodnéte, v kterych bodech mimo defini¢ni obor je mozné tuto funkci dodefinovat tak,
aby vysledna funkce byla spojita.

—x—2

Resend. Protoze plati rovnost
2 —x—2=(z—2)(z+1),

je definiénim oborem funkce f mnozina Dy = R~ {—1,2}. Cislo 2 je ale i kofenem polynomu

v Citateli, takze
5

lim = —.
z—2 3

V bodé 2 je mozné funkci spojité dodefinovat hodnotou % V bodé —1 to mozné neni. Pro
jednostrané limity totiz plati

lim f(z) = Foo.

r——14

Priklad 7.4: Rozhodnéte, zda-li je mozné funkci

1
f(x) = arctg —
x
spojité dodefinovat v bodé 0. Co lze Tici na stejnou otazku pro funkci

g(z) = f(x)*?

2
f nemd v bodé 0 limitu, nelze ji spojité dodefinovat. Funkci g lze v bodé 0 spojité dodefinovat Z-.
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Priklad 7.5: Zderivujte nasledujici funkce a urcete jejich defini¢ni obory, stejné tak urcete
defini¢ni obory zderivovanych funkci.

1 2

Q) f@) =2+ Va4 YE, ) f@) =+ o, o) (5+20)°3 — 40).
Resend.
0 f'@) =1+ 3=+ 2z Dy = (0.00). Dy = (0.%)
b) /() =~ ~ 5, Dy = Dy =R\ {0}

) f'(x) = —20(12z 4+ 17)(5 + 22)°(3 — 42)", Dy = Dy =R.
Priklad 7.6: Zderivujte nasledujici funkce.

Resent.
a) f'(z) = _ope

b) f'(x) = () = (na + 1)a”
¢) f(x) =2z +2"n2.

Domaéci cviceni 7.7: Zderivujte néasledujici funkce.

a) f/(z) = e e, b) 2In(3)3°" 2

Priklad 7.8: Zderivujte nasledujici funkce a urcete jejich defini¢ni obory, stejné tak urcete
defini¢ni obory zderivovanych funkeci.

a) f(x) =In(sinz), b) f(z)=In(In(sinz)), ¢) f(z)=arctgz®, d) f(z)= arcsin%.

Resend.

a) f'(z) = cotgz, Dy = Dy = U (2km, (2k + 1)m)

kEZ
b) Dy =0, tudiz derivaci netfeba déle pocitat
322
"(2)= ——, D;=Dy =R
1
d) f'(z) = —ﬁﬂ, Dy = (—00,—1) U (1,00), Dy = (—00, —1) U (1, 00).
e \x?2 -1
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Domaéci cviéeni 7.9: Zderivujte funkci f(z) = sin (Inx).
F(a) = cos(l;)(:l:))

Priklad 7.10: Dokazte, ze plati:

2] = sgn x pro x # 0
neexistuje pro x =0.

Reseni. V bodé z = 0 je derivace zleva rovna —1, kdezto derivace zprava je rovna 1, tudiz
derivace v tomto bodé neexistuje.

Zopakujme pojem tecna ke grafu funkce. Rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé a
je déna predpisem y = f’(a)(x — a) + f(a), pokud f’(a) € R a pfedpisem = = a, pokud
f'(a) = +oc nebo f'(a) = —oco a funkce f je v bodé a spojital. Derivace funkce f v bodé a
je rovna tangens uhlu «, ktery tecna grafu funkce f v bodé a svird s osou .

Priklad 7.11: Naleznéte body, ve kterych je te¢na funkce

flx) = %mﬁ/g’ + %az -3z
rovnobézna s osou x nebo y.
Resend. Prvnimu pifpadu odpovidaji feSeni rovnice
1 1

5 2/
f,(f):ﬂl’/d 5—%:0,

jez jsou dvé, x = =+ (6/5)3/2. Druhému piipadu potom body z Dy, kde f'(x) = +oo, tedy = = 0.

Priklad 7.12: Naleznéte body, ve kterych te¢na funkce

1/, 1
f(z) = ) <€ - e;,;>
svird s osou z thel 45°.
Resend. Resfme tedy rovnici
1
fl(x) =tg4s* =1 < i(ex—i—e"’") =1 & €e'—-1=0,

jejimz jedinym TeSenim je e* = 1, ¢ili x = 0.
Priklad 7.13: Urcete obsah trojuhelnika, ktery je ohranicen te¢nou ke grafu funkce
fla)=a""

v bodé a, a > 0, osou x a osou y. Pro jakou hodnotu parametru a je tato plocha nejvétsi?

!'Naptiklad te¢nu k sgn v bodé 0 nedefinujeme, sice sgn’(0) = +oo ale sgn v 0 nenf spojitd, pojem tecny
tak postrada smysl.
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Resend. Rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé a zni

1( )+1
=——(x—a)+ ~-.
y a? a

Priiseciky tecény s osami z a y tedy jsou body (2a, 0) a (0,2a~!). Plocha hledaného trojtihelniku
je konstantni a rovna 2. V tomto prikladé tedy jesté neni nutné umét hledat extrémy funkce,
to bude obsahem dalsich cviceni.

Piiklad 7.14: Spoctéte 1., 2., a 3. derivaci funkce f(x) a uréete £ (x) pro kladné p¥irozené
n v nasledujicich pripadech:

a) f(z)=e", b) 2%, ¢) 2%, a €N, d) 2% a ¢ N, e) f(z) =sinz, f) f(z) = cosu.
Resent.
a) f ="
b) f'(x) =322, f"(z) =6z, f"(z)=6, f™ =0pron>3

¢) (@) = {O‘(O‘ —1)..(a=n+1)z®" proazn
0 proa <n

d) fM (@) =a(a—1)...(a —n+1)z""

(=1)™cosz  pron=2m+1,meN

(-1)™sinz  pron=2m,meN, m>1

(

(

—1)™sinz pron=2m-—1,meN, m>1
)

—1)"™cosx pron=2m,meN, m>1.

Domaci cviéeni 7.15: Je funkce f definovana predpisem

0, x <0,

x, 0<x <1
flz) = )

—x +4r—2, 1<x<3,

4 —x, z > 3,

spojita na svém defini¢nim oboru?
Ano.

Domaéci cviceni 7.16: Pro jakou hodnotu redlného parametru a € R je funkce
z+1, r <1,
flz) = 2
3—azx®, xz>1

spojita?

Je spojita pro a = 1.
2

-1
7 neni definovana v bodé x = 1. Lze ji dodefi-

Domaéci cviceni 7.17: Funkee f(z) = —
3 _

novat tak, aby byla v bodé 1 spojitd?

Cvigeni BI-ZMA, FIT CVUT 35 7S 2013/2014



Ano, lze. Definujeme f(1) := %

sin(x
o ( )1 neni definovana v bodé x = 0. Lze ji v tomto
e p—
bodé dodefinovat tak, aby byla v bodé 0 spojita?
1

Ano, a to hodnotou lim f(z) = =.
x—0 2

Domaci cviceni 7.19: Vypoctéte derivace nasledujicich funkci

Domaci cviceni 7.18: Funkce f(x) =

1
arcsin(z)’

a) f(x) =arctge®, b) f(z) =zsin(z)cos(z), c¢) f(z)=Inlz|, d) f(z)=

o N ' by 1 ) = 1 !
Tres O F@=gsin@a)+acos2e), o fiz)=2, d) fio)= (arcsin(2))2 Vi— a2

DomaAci cviéeni 7.20: Pro funkci f najdéte body a € Dy tak, Ze jeji tecna v bodé a svira

a) f'(x) =

thel « s osou .

D) f(2) = (> —2)", a=

i

¢) f(x) = —arctg(x), «

a) a=+3"%4 b)aec{0,1},¢c) a=0.

Domaci cviéeni 7.21: Vypoctéte derivace nésledujicich funkei (a, b, ¢, d jsou kladné redlné

parametry)
a x b 2P 1 2 3
) ) =24 T D 0@ = (50) o f@)=va (s - vat),
b
D f@ =ty O i) = <f+1>(fl> P) (@) = (2% = 32+ 3) (2 + 22— 1),
W) f(@) = f—+~2b*+2bz» D@ = 2(5-0) 0 S0 = L f ) S = o
fl(z) = — 23/2 ) f(x) = 42® — 32° — 8z + 9.

Doméci cviéeni 7.22: Pro funkci f(x) = 3z — 2/z vypoctéte f(1), f/(1), f(4), f'(4), f(a?)
a f'(a?). (a € R.)

FO) =1, f/(1) =2, f(4) =8, f'(4) = 3, f(a®) = 3a® = 2Jal, f'(a®) =3 — .

Domaci cviceni 7.23: Pro funkci f(z) = w spoctéte f(—1), f'(—1), f(2), [’ (%) pro
a # 0.

F=1) = =5, f'(-1) = =8, [/(2) = 42, f (1) = a*(3a® + 10a — 1)

Domaci cviceni 7.24: Naleznéte derivace nasledujicich funkci

a) f(z) = %OS(@ b) f(z) = xsinz +cosz, ¢) f(z) =sin(sin(x)), d) f(z)= ,/tgg,
. .2 x
e) f(z) =sinvV1+422, f) f(z) = arcsin o 9) f(z) = 1o arctg x.
, 1 — cos(z) — z sin(x) , , . , 1 1
a) f'(w) = oD ZTID) [y o0 = gcos(a), ©) f (x) = cos (sin(x)) - cos(x), d) f'(z) = = _ __
(1 7cos(x))2 ° ‘ ¢ S( ) ° 4 (sin %) 2 (cos %)3/2
, _zcosV1+ a2 , _ 2 , _ T 2
e)f(x)—ﬁ»f)f(f)—*myg)f@)— 2(1+12>'
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Domaéci cviceni 7.25: Vypoctéte derivace nésledujicich funkei (a, b jsou redlné parametry)

a) f(z)=2%, b) f(@)=2-10", ¢) f(z) =277, d) WZ%’

e) f(z) =ae™*", f) f(z) =a"2" (zde a > 0), g) f(x)=2%, h) f(z)=e/"FL.

2e”

e) f'(z) = 72ab2me_b212, f) f'(x) = (z In(a) + a)azza_l, g) f(z) = 23" . In(2) - 3% - In(3), a) f'(z) = eVEHL

a) f'(z) = 2%1In(2), b) f'(z) = (1 + xln(lO)) 210, ¢) f'(z) = %(ln(w) - 1)2ﬁ, d) f'(z) =
1

2vz + 1
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