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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni €. 8
Extrémy realnych funkci

Extrémy realnych funkci; vysetfovani prubéhu redlnych funkei.

Priklad 8.1: Urcete nejvétsi a nejmensi hodnoty nabyvané nasledujicimi funkcemi na zada-
nych intervalech.

1. f(x) =2 —2y/x na (0,4)

2. f(z) = % na (0,4)

3. f(z) =ze " na (0,00)
Regend.

1. f(0)=f(4) =0. fl(x) =1- ﬁ je nulovd v bodé 1 a pfitom f(1) = —1. Na daném
intervalu tedy f nabyva maxima v krajnich bodech (s hodnotou 0) a minima v bodé 1
(s hodnotou —1).

2. f'(x) = 2(x +1)72 > 0, funkece f je tedy na daném intervalu rostouci, maxima na-

byvé v pravém krajnim bodé (s hodnotou f(4) = ) a minima v levém krajnim bodé

(s hodnotou f(0) = —1).
3. f(0) =0, xh—>Holo f(x) =0. f'(z) = e *(1 — x) je nulovad v bodé 1 a v tomto bodé ma f

maximum s hodnotou e~!. Minimum s hodnotou 0 je potom nabyvano v levém krajnim

bodé.

Priklad 8.2: Naleznéte extrémy, urcete limity v krajnich bodech defini¢niho oboru a bodech
nespojitosti, vySetiete konvexnost/konkévnost funkce

f(z) =322 — 2

a nacrtnéte jeji graf.

Reseni. Derivace f'(x) = 6x — 322 je nulova pro x = 0 (f(0) = 0) a z = 2 (f(2) = 4), pfitom

ll,rf f(z) = Foo. Nahlédneme, ze v bodé 0 ma f ostré lokdlni minimum a v bodé 2 ostré
T o

lokalni maximum. (Lze ovéfit z druhé derivace.) Déle f”(x) = 6(1 — x), a proto shrnujme, Ze
f je konvexni na (—o0, 1) a konkévni na intervalu (1, co).
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Nez se pustime do nasledujiciho prikladu pripomente si pojem asymptoty grafu funkce.

Priklad 8.3: Vysettete prubéh funkce (véetné asymptot)

fla) =+

a nacrtnéte jeji graf.

Reseni. Ziejmé Dy = R\ {0}. Derivace f/(z) = 1 — 2273 je nulovd v bodé v/2. Dale mame

lim f(z) = oo a lim f(z) = +o0o. V bodé /2 je tedy nutné ostré lokalni minimum.
x—0+ r—=to0

f"(z) = 627 > 0, a funkce f je tudiZ na D konvexni. Dile ll)lil (f(z) —x) = 0, primka

y = z tedy predstavuje asymptotu v +co. Vedle toho je pfimka x = 0 svislou asymptotou.

Priklad 8.4: Vysetiete pribéh nésledujicich funkei
L f(z) = (a® +1)°2,
2. f(z) = (xz +1)%/3 22,

2

3. f(z) = 50

Resend.
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. Defini¢cnim oborem zadané funkce je mnozina Dy = R. Pro prvni a druhou derivaci plati
[(@) =32 (@2 + 1)1,

f@) =3 (@ + 12 +2%? +1)72), zeDy.

Uzavirdme, ze funkce je spojitd na svém defini¢nim oboru, klesd na intervalu (—oo,0) a

roste na intervalu (0, 4+00). V bodé 0 nastava lokalni minimum. Funkce je konvexni na R.
Pro limity na ,krajich“ defini¢cniho oboru plati

lim f(z)= lim (2% +1)*? = +00.

r—+oo xr—r+0o0o

Asymptoty v £0oo neexistuji, protoze

lim @: lim l-(562—1—1)3/2::|:oo.

z—Foco g T—Foo I

Pruseciky s osou x neexistuji. Prusecik s osou y je pouze jeden, (0, 1).

Y

r

. Definiénim oborem zadané funkce je mnozina Dy = R. Pro derivaci plati

dr + 3

/ _ Lt _

f (l’) =2z 3(.%‘4—1)1/3’ x # 1a

N (1 ARt el LN a? L
f(=1) = lim s 1 —xgn_ll CESNE neexistuje.

Derivace v bodé —1 neexistuje, ale presto je zde funkce spojit4,
Jim f(x) = 0= f(-1)

Ze znaménka derivace dale odvodime monotonii.

interval (—o0,—3/4) (=3/4,—1) (=1,0) (0,4oc0)
znaménko derivace — + - +
monotonie kles4 roste kles4 roste

. Defini¢nim oborem funkce f je mnozina D; = R~ {—2}. Pro limity plati

. z?
xinfnzi f) = 2+ 00,
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Protoze

lim le, lim f(z)—1-2=-2,
r—+oo g r—+oo
je asymptotou piimka x = —2 a v +o0 pfimka y = z — 2. Jedinym prusecikem s osami je

bod (0,0). Pro derivace funkce f plati

roy r(r+4)
f (CC) - (2+$)27
" _ 8 T o

Nase funkce f je tedy konvexni na intervalu (—2,400) a konkavni na intervalu (—oo, —2).
Typ monotonie vyéteme z prvni derivace:

interval (—o0,—4) (—4,-2) (-2,0) (0,+00)
znaménko derivace + — — +
monotonie roste klesa klesa roste
Funkce nabyvé lokalniho maxima v bodé x = —4 s hodnotou f(—4) = —8 a lokélniho

minima v bodé x = 0 s hodnotou f(0) = 0.
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[e.e]
Priklad 8.5: Urcete nejvetsi ¢len posloupnosti (C/ﬁ)

n:l'

Reseni. Piejdéme od diskrétniho ke spojitému problému, tj. hledejme maximum funkce f(x) :=

¥/x na intervalu (1,00). f(1) =1, lim f(x) = 1. Derivace f'(z) = /(1 —Inx)x=? je nulova
x o0

v bodé e a pritom f(e) > 1. Nejvétsimu clenu posloupnosti tedy odpovida n = 2 nebo n = 3.

Numericky ovéiime, Ze nejvétsim ¢lenem posloupnosti je /3.

Priklad 8.6: Urcete, kolik korenti mé rovnice

22 —z—lnzx—1=0
a nasledné je separujte. Potom diskutujte, kolik kofentt ma rovnice
?—z—Inz—a=0

v zéavislosti na parametru a.
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Regeni. Ozna¢me f(z) = 2® — z — Inx, tato funkce je definovdna na intervalu Dy = (0, 00).

Derivace f'(z) =2z —1 — 2~ ! je na Dy nulovd pouze v bodé 1 a pfitom f(1) = 0. Soucasné
lim, o4 f(z) = limg—oo f(2) = o0. Graf funkce f(z) — a tudiz protind osu x dvakrdt pro
a > 0, jednou pro a = 0 a vubec pro a < 0. Pro a = 1 dostavame jeden koren na intervalu
(0,1) a druhy na intervalu (1, co).

y = f()

0 1 2 z

a) Lokélni minimum v bodé 1 (f(1) = 0); lokalni maximum v bodé e? (f(e?) = 4e2).
b) Lokdalni minimum v bodé 1 (f(1) = 2); lokdlni maximum v bodé —1 (f(—1) = —2).

¢) Lokélni minimum v bodé 3/4 (f(3/4) < 0); lokalni maximum nem.

Domaéci cviceni 8.8: Jaké nejvétsi a nejmensi hodnoty a v jakém bodé nabyva funkce
a) f(z)=cosx + & cos 2z na intervalu (0, 2),

b) f(z) = /5 — 4z na intervalu (—1,1)?

2) Maximem je /(0) = f(27) = § a minimem f(27/2) = f(4/s) = .

b) Maximem je f(—1) = 3 a minimem f(1) = 1.

Domaéci cviceni 8.9: Vysetiete prubéh funkce

a) f(z) = (z+1)%",

¢) flz) = (z+1)%° — (z - 1),

Q) fla) ="z,
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f) fla)=a"e,

g) f(z) =zarctgw,
h) f(z) = arcsin 2%

2)

b)

o)

d)

e)

0

g)

h)

1+z2°

Dy = R, rostouci na (—oo, 8) klesajici na (8, +00), lokdlni maximum v bodé 8 s hodnotou 9°¢~%, konkévn{ na (—co, —1) a
(5,11), konvexni na (—1,5) a (11, +00), limgz— oo f(z) = 0 a limg—, oo = —o0, asymptotou v +oo je y = 0.

Dy =R ~ {1}, rostouci na celém defini¢énim oboru, konvexni na (—oo, —1) a (0, +00), konkavni na (—1,0), prusecik s osou
z je v —1, prusecik s osou y v 1, je spojité dodefinovatelnd v bodé 1 hodnotou 4/3, asymptotou v +oo je y = z.

VySetfovana funkce je lichd, stac¢i proto uvazovat pouze z > 0. Zde je funkce rostouci na (0,1) a klesajici na (1,+o00),
pro derivaci plati lim, 14 f'(z) = —co a limgy—1- f'(z) = +oo, déle f(1) = 2?3 funkce ma lokéln{ maximum v bodé 1
s hodnotou 22/37 limg o0 f(z) = 0.

3 8/3

Dy = (0, +00), rostouci na (0, e?) a klesajici na (e?, +o0), konkdvni na (0, e%3 a konvexni na (e¥3, +00) lokalni maximum
v bodg, e? s hodnotou 2 limg 5400 f(z) =0, limg_,04 = —o0 asymptotou v +00 je y = 0 a v 0 pfimka x = 0, prusecikem

s osou x je bod 1. ¢

Dy =R, rostouci na (—1/2, +00), klesajici na (—oo, —1/2), konvexni na ((—3 —41)/8, (=3 + \/41)/8) konkdvni na zbytku

R, lokalni minimum v bodé —1/2 s hodnotou —v/5, lim,_, +o0 f(x) = %1, asymptotou v +oo je pfimka y = +1, priseéik

s osou y je —2 a s osou x je 2.

Dy =R, rostouci na (0, 2/3) a klesajici na (—o0,0) a (2/3,+00), lokdlni minimum v bodé 0 s hodnotou 0 a lokdlni maximum
2

v bodé 2/3 s hodnotou (%) 3 e72/3 konvexni na (—OO, (2—\/6)/3) a ((2—&-\/6)/3, —4—00)7 konkdvni na ((2—\/6)/37 (2+\/€)/3)7

limz 400 f(x) =0, limg—, — oo f(z) = —o0, asymptotou v +oo je y = 0, jedinym prise¢ikem s osami je bod z =y = 0.

Dy = R, klesajici na (—o0, 0), rostouci na (0, +00), lokdlni minimum v bodé 0 s hodnotou 0, lim; 4+« f(z) = 400, konvexni
na celém R, asymptotou v oo je pfimka y = £ 5.

Dy = R, klesajici na (—oo, —1) a (1, +00), rostouci na (—1, 1), lokdlni maximum v 1 s hodnotou 7/2 a lokalni minimum v —1
s hodnotou —=/2, konvexni na (—1,0) a (1, 400), konkdvni na (—oo, —1) a (0,1), limy 4 f(x) = 0, asymptotou v +oo je
piimka y = 0.
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