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Predmluva

Tento dokument slouzi jako osnova cvic¢eni k predmétu BI-ZMA. Jeho cilem je pochopeni a
osvojeni si latky probirané na prednéaskach. Kazda kapitola obsahuje vzdy nékolik typickych
fesenych prikladi na dané téma a dalsi priklady k procviceni ¢i k samostnému pocitani.

V pifpadé nejasnosti tykajicich se tohoto textu kontaktuje autora'. Podrobné informace
o predmétu BI-ZMA lze dale nalézt na jeho EDUXové strance.

'tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
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Cviceni c. 9
L'Hospitalovo pravidlo, Taylorova véta, opakovani
L’Hospitalovo pravidlo; Taylorova véta a jeji vyuziti k pfibliznym vypoctam.
Nez se pustite do pocitani nasledujicich prikladti, pripomerite si predpoklady 1’Hospitalova

pravidla.

Priklad 9.1: Pomoci 'Hospitalova pravidla spocitejte nasledujici limity.

—1+1
a) lim ~ —i—na:’ b) limzlnz?, ¢) lim

™
5 tarctge
z—1 1—x2 z—0 T —00 r—1

Resend.

a) Limita je typu 8, 1 — 22 a —2z jsou nenulové na okoli bodu 1 pro z # 1 a jak hned
nahlédneme, limita podilu derivaci existuje. Proto je nasledujici vypocet opravnény

1+ 2

P s g I — == ="h

x71+lnx1§

b) Nejprve vyraz upravime (jednim z dvou moznych zpusobi, druhy by zde nepomohl),

In 22
rlnz? = .

z
Pokud =z — 0, pak limita citatele je —oo a limita jmenovatele neexistuje. Protoze ale

.1 . . . S .y .
hr% ‘—‘ = +o0, % a —z% je nenulové na okoli 0 pro & # 0 a jak ihned ovérime, limita
T— T

podilu derivaci existuje, muzeme 1’'Hospitalovo pravidlo pouzit. Dostavame

Inz? 1 2
lim zInz? = lim — 2 Jim —% = lim(—2z) = 0.
z—0 z—0 = z—0 -2 z—0
c) Jedna se o limitu typu %. Podobné jako v predchozim prikladé je jmenovatel % i jeho

derivace —x% nenulovéd pro z # 0 a navic limita podilu derivaci existuje, jak vidime v né-

sledujicim vypoctu

T 4arctgz p ! 2 1
lim 2 OOBTIH g TR oy Yo fim = 1,

1m — 1
T——00 r—1 T——00 — —= z——o00 1 + x2 T——00 — + 1
T

Priklad 9.2: Pomoci I’'Hospitalova pravidla vypoctéte limity

arctg x
e —cosx ) Tz —1 . Inzx
., b) lim L

a> lim z—1 $3 —1 ’ T——+00 \/E

z—=0 x+sinx
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1 arctg x : 1 .0

. earctgm — COST IH. .. 5 € +sinx e’ +0 1
lim ————— =" lim 1+a = 140 = —.
z—0 x+sinx z—0 1+ cosx 1+1 2

Predpoklady pro pouziti I’'Hospitala jsou splnény: limita je typu %, limita podilu derivaci
existuje, xsinz i 1 4+ cosx jsou nenulové na okoli 0 pro = # 0.

b) V tomto pripadé lze pouzit bud ,piimy*“ vypocet,

JT-1 z—1 1 1
lim = lim . = -
a—l 23 —1  a=l(z—1)(224+2+1) yx+1 3

1 1
2 6

nebo alternativné mtizeme pouzit I’Hospitalovo pravidlo. Limita je totiz typu 8, 2 —11i
322 jsou nenulové pro x € (0,2),  # 1, a limita podilu derivaci existuje,

\/5 -1 H. . %$—1/2 1

c) Jedna se o limitu typu i%, T i %x*1/2 jsou nenulové pro x >0 a

Inz yh. 1

1
lim — =" lim —%—=2 lim — =0
- .

r—+00 \/,E r—+00 Ex 1/2 T—+00 \/E

Priklad 9.3: Pomoci I’'Hospitalova pravidla spocitejte nésledujici limity.

T —e T -2 1 1
a) lim u, b) lim sin (x — 1)tgﬁ, ¢) lim ( — ) :
z—0 x —sinzx z—1 2 z—=1\Inz x-1

Reseni. Zde uz jenom struéné (dopliite ovéieni predpokladi!)

. et—e =2z .. e4+e -2y .. e —ePru ., e+e’”
a)lim ——— = lim—— = lim ——— = lim—— =2
z—0 x —sinzx z—=0 1 —cosx z—0 sinx z—0 COSXT
b) lim sin ( it T y sin (z — 1) rm 5 cos(x—1) 2
o1 T 89 T cos L 201 —Zsin T ow
, <1 1 ) . z—1—Inzu 1-1
c)lim | — — —— ) = lim ————= = lim +—+——*——
s>l \Inz -1 z—1 Inz(x —1) =1 2(r—1)+Inx
I'H. .. z—1 . 1 1
=" lim _ =

_ = lim —— = —.
z=lgx—14+xzlner 2—=124+1Inz 2

Priklad 9.4: Vypoctéte limitu posloupnosti

. Inn
lim
n—oo nf

pro libovolné ¢ > 0.
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Resend. Jedna, se sice o limitu posloupnosti, ale pomoci Heineho véty k jejimu vypocétu mizeme
pouzit 'Hospitalovo pravidlo. Podrobnéji, nasledujici vypocet limity funkce,
1

lim lim = lim — =0,
z—+oo € r—+o00 ex€T r—+oo £€

8=

Inz ru.

M

je korektni, protoze jsme I'Hospitalovo pravidlo pouzili na limitu typu 52

derivaci existuje (uvazujeme £ > 0!).
Posloupnost (n) zfejmé konverguje do 400 a proto podle Heineho véty a ptredchoziho
vypoctu plati

a limita podilu

Inn

lim =0.
n—oo nf

Zopakujme si znéni Taylorovy véty. Z prednasky zndme n-ty Tayloriv polynom funkce
f v bodé a. Taylorova véta tvrdi:
Necht n € N a funkce f je spojitd do n-té derivace na okoli H, bodu a a necht f ("“)(x)
existuje pro x € H,. Potom pro libovolné x € H, existuje bod ¢ lezici mezi body a a z tak,
ze plati

n_ (k) (g (n+1) (n+1)
f(l‘) — Z f ( >(CL‘ . a)k + f (6) o a)n+1 — Tn,a(x) + f (6) (CE o a)n—&—l.

£k i) @ (n+ 1)

Posledni ¢len, f(z) =Ty q(z) =: Ry q(x), nazgvame Lagrangeovym zbytkem. Zduraznéme,
ze hodnota & zavisi na volbé x a n.

Pokud a = 0 pak v rdmci zjednoduseni znaceni tento bod neuvadime v dolnich indexech.
Tj. PiSeme T, misto T, 0 a R, misto R, .

Priklad 9.5: Pro funkci f(x) = % naleznéte 5. Tayloruv polynom v bodé 0.

Resend. Pro ucely derivovani upravime f(z) =1+ x%rl Nyni snadno napoéteme prvnich pét
derivaci:

, 1 I 2 m 6

A e 1 R
24 120

M@ = 1Y@ = e

Po dosazeni x = 0, dostaneme nésledujici Tayloriv polynom:

Ts(z) =2 —a+2% — 2% + 2% — 25

Priklad 9.6: Pro funkci f(z) = tgz naleznéte 3. Tayloruv polynom v bodé 0.

Reseni. Pro prvni t¥i derivace mame:

Fle) = — )= 2T gy o

cos? x’ cosd z’

1+ 2sin?z
costx

Jelikoz f(0) = f”(0) = 0, shrnujeme, ze hledany Taylortv polynom je

1
Ts(z) =z + g:zg.
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Domaéci cviceni 9.7: Pro funkci f(z) = arcsin z naleznéte 3. Taylorav polynom v bodeé 0.

Domaéci cvi¢eni 9.8: Pro funkci f(z) = ﬁ naleznéte 5. Taylortuv polynom v bodé 0.

Nasledujici tri priklady ukazuji rtizné zptisoby pouziti Taylorovy véty.

Priklad 9.9: Odhadnéte chybu ve vypoctu sinx pomoci polynomu z — % pro x € <—%, %)

Népovéda: Ukazte, ze © — % jsou prvni dva nenulové ¢leny Taylorova polynomu pro funkci
sin z, a rozdil odhadnéte pomoci Lagrangeova tvaru zbytku.

Resend. Snadno ovéfime, Ze x — %3 je skutecné 3-ti Tayloruv polynom (zaznélo i na prednésce),
ptritom T3(x) = Ty(z). Pro absolutni hodnotu Lagrangeova zbytku po Ty mame

1
< a0 ~ 0.000260417

2

Priklad 9.10: Pro jakd z je absolutni hodnota chyby piiblizného vyjadfeni cosz ~ 1 — %
mensi nez 10747

Népovéda: Viz napovéda pro tlohu 9.9.

>3 v 4 4 v 2 Vv v v o4
Reseni. Snadno ukézeme, ze Th(x) = T3(z) = 1 — % (rovnéz zaznélo na predndsce). Lagran-

getiv zbytek odhadneme podobné jako vyse:

ARG cos§ at
[Ra(e)] = ’ R il TR TS
Pozadujeme, aby % < 1074, odtud
V24
7] < Y22 ~0.22.

10

Priklad 9.11: Jak velké n musite zvolit, aby chyba pfi vypoétu f(z) = In(1 + z) pomoci
n-tého Taylorova polynomu funkce f v bodé 0 na intervalu (0,1/2) byla mensf nez 10767
Vypoctéte i prislusny Taylortiv polynom.

Resend. Nejprve musime nalézt prislusny Tayloriv polynom. Pro derivace funkce f plati

f@)=(l+z), fla)=—— f//(x):_mlx)?’ fm(x):(lfw)?"

7 toho jiz nahlédneme, Ze

F®) () = (_1)15::5)‘[ DY o f0(0) = (1) (k—1)! pro kEN.

Navic f(9(0) = £(0) = 0. n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé 0 proto je
no(_q1\k+l

To(z) = Z 7( 1}2 z*.

k=1
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Pro absolutni hodnotu chyby po n-tém Taylorové polynomu plati

(=1)™-n!
Bue)| = [ | L Jal™)
()] = _

(n+1)! 1+ n+1°

Je-li z € (0, 1/2), pak jisté

Row)| < — .01
e R )

Prvni n, které spliuje m <1075 je n = 15.
Domaéci cviceni 9.12: Vypoctéte nasledujici limity

i vVi+zr—1
1m ———.
=0 /8 + 1 — 2

) sin®(x — 1)
@) i%x4—x3—3x2+5x—27 b)

a) 3, b) 6.

Domaci cvi¢eni 9.13: Naleznéte paty Tayloriiv polynom funkce f(z) = 2° + 2z — 322 +3
v bodé 0.

Je k nalezeni na této strance.

Domaéci cviceni 9.14: Najdéte tfeti Taylortv polynom funkce f(x) = arcsin(x) v bodé 0.
1 -

Ts3(z) =z + gmd.

Domaéci cvi¢eni 9.15: Najdéte n-ty Tayloruv polynom funkce f(x) = ze® v bodé 0.

n

_ L »
Tn(f)_Z(kfl)l '

k=1
Domaci cviceni 9.16: Najdéte 2n-ty Tayloruv polynom funkce f(z) = % v bodé 0.
D g2k
Ty (z) = Z SR
k=0

Domaci cviéeni 9.17: Pomoci pfislusného Taylorova polynomu funkce f(z) = e* druhého
stupné vypoctéte pribliznou hodnotu 4%/5 a odhadnéte chybu tohoto priblizného vysledku.
To(z) =1+ @+ &, To(—1/4) = 25/32 & 0.781250, |e_1/4 - T2(71/4))| < LWDT +6.00260

Domaéci cviceni 9.18: Pomoci Taylorova polynomu ¢tvrtého stupné v bodé 0 funkce f(x) =
In(1 + ) naleznéte pribliznou hodnotu In(1.5). Chybu v tomto pfipadé nemusite odhadovat.

Ty(1/2) = 77/192 ~ 0.401042.

Domaci cvieni 9.19: Jaky stupen musi mit Taylorav polynom 7),(z) v bodé 0 funkce
f(z) =In(1 + x) aby se na intervalu (—1/2,1/2) funk¢ni hodnoty f a T, lisily nejvice o 0.17

n=9.
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