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Uvod

Tento dokument slouzi k pripomenuti zakladnich pojmi a vysledki stredoskolské
matematiky, které jsou v pfedmétu Zaklady matematické analyzy (déle BI-ZMA)
povazovany za znamé a studenty dobte ovladané. Zde vykladany material se volné
misi s prvni ivodni prednaskou BI-ZMA.

Text je rozdélen do nékolika kapitol sdruzujicich tematicky podobnou pro-
blematiku. Z toho divodu na sebe rtzné kapitoly a jejich c¢asti nemusi logicky
navazovat. Uelem textu neni systematicky vyklad uéiva, ale jeho piipomenuti,
zduraznéni nékterych dilezitych souvislosti, ¢i vylozeni latky z nového thlu po-
hledu.

V prvni kapitole probereme zakladni pojmy tykajici se matematického zna-
¢eni, mnozinovych ¢i ¢iselnych operaci a symboliky. Druha kapitola se zabyva
vyznamem a dilezitosti dikazt. Treti kapitola pak obsahuje zakladni vlastnosti
tzv. elementarnich funkei. Tedy zejména polynomii, raciondlnich lomenych funkei,
trigonometrickych funkci, exponencialnich a logaritmickych funkci. Posledni ka-
pitola shrnuje zakladni metody popisu geometrickych rovinnych tutvarti pomoci
analytické geometrie.

Pro pohodlnost ¢tenare je text doplnén seznamem obrazk a tabulek, takze
podle ¢isla obrazku (resp. tabulky) lze snadno dohledat stranku na které se tento
obrézek (resp. tabulka) nachazi. Na samém konci je pak k dispozici i relativné
podrobny rejstrik pojmu a nékolik odkazti na pouzité zdroje.

Vyznamné rovnice jsou ¢islované v ramci kapitol. Rovnice (3.5) je patou ¢is-
lovanou rovnici ve treti kapitole. Stejny zptsob ¢islovani pouzivame i v pripadé
obrazkl a tabulek. V elektronické verzi tohoto dokumentu jsou tyto odkazy ak-
tivni.
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Prehled uzitého znacdeni

NiZe uvedené znaceni je kompatibilni s prednaskami a cvicenimi BI-ZMA. V ta-
bulce ¢. 1 jsou uvedena casto pouzivana reckd pismenka i s jejich ptibliznou ¢eskou
vyslovnosti.

TSP symbol rovnosti
e defini¢ni rovnost, symbol nalevo je definovan pravou stranou
N={1,2,. ..} mnozina prirozenych ¢isel
No={0,1,2,...} .o mnozina prirozenych cisel s 0
/A mnozina celych ¢isel
O mnozina racionalnich ¢isel
R mnozina realnych cisel
C o mnozina komplexnich c¢isel
Rez oo realnd ¢ast komplexniho ¢isla z
Imz o imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z
(a,b) oo otevieny interval, usporddand dvojice nebo bod v roviné
(@, D) uzavrieny interval
AU B sjednoceni mnozin A a B
AN B prinik mnozin A a B
AN B doplnék mnoziny B do mnoziny A
A X B kartézsky souc¢in mnozin A a B
Dy mnebo D(f) oo definiéni obor funkce f
Hpmnebo H(f) oo obor hodnot funkce f
STl e funkce sinus
G0 P funkce kosinus
D funkce tangens
OB et funkce kotangens
ATCSITL .« ottt et e funkce arkus sinus
ATCCOS -ttt ettt et et e e e e e funkce arkus kosinus
AT O funkce arkus tangens
log, logaritmus o zdkladu a
I prirozeny logaritmus
1272 dolni celd ¢ast redlného z
172 dolni celd ¢ast redlného x
PP Eulerovo ¢islo
PP Ludolfovo ¢islo
P imaginarni jednotka

v



PREHLED UZITEHO ZNACENI

Recké pismeno Kapitalka Ceska vyslovnost BTEX
a alfa \alpha
15} beta \beta
vy r gama \gamma
o A delta \delta
€ epsilon \epsilon
¢ zeta \zeta
i éta \eta
0 © théta \theta
K kapa \kappa
A A lambda \lambda
1 mi \mu
v ny \nu
& = ksi \xi
s IT pi \pi
p o \rho
o by sigma \sigma
T tau \tau
© ) fi \varphi
X chi \chi
WP 1\ psi \psi
w Q omega \omega

Tabulka 1: Casto pouZivand pismenka fecké abecedy.

T faktorial ¢isla n

............................................................ kombinacéni ¢islo



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Poznamka k matematické notaci

Kazdy programovaci jazyk vyzaduje dodrzovani spravného zéapisu kédu neboli syn-
taxe. Pokud programator zvyklosti daného jazyka nedodrzuje, mtze byt jeho kod
pro pieklada¢ (pfipadné interpretr) nesrozumitelny a tedy nepouzitelny. Ackoliv
matematika nemda zadny pevné kodifikovany zpiisob zapisu, je dobré dodrzovat
nekteré tradiéni zvyklosti. V této podkapitole se proto pokusime shrnout aspon ty
nejdulezitéjsi. Nejprve rozebereme vyznam veledilezitého symbolu rovnosti =.

V programovacich jazycich i v matematickém zapisu hraje symbol = velmi
zasadni roli. Bohuzel v kazdé z téchto oblasti se pouziva trochu jinym zptisobem,
coz mé velmi ¢asto za nasledek zmateni. V drtivé vétsiné programovacich jazyku
ma symbol = vyznam tzv. prirazeni. Naptiklad radek

a = 2
znaci, ze od této chvile ma proménnda a hodnotu 2. Podobné kod
a =a + 1

pocitaci rika, ze nova hodnota a ma byt stard hodnota a zvétsena o 1. Dale se
v programovani ¢asto objevuje symbol ==, ktery testuje skutecnou rovnost dvou
objekt. Tedy naptiklad kod

a ==

je vyhodnocen jako pravdivy (true) pokud se a a b rovnaji'. V opa¢ném piipadé
je vyhodnocen jako nepravdivy (false).

V matematickém zapisu je situace o néco komplikovanéjsi. V podstaté lze tici,
ze velmi zavisi na kontextu v jakém se symbol rovnosti pouziva. Zakladni vyznam
symbolu = je k vyjadieni rovnosti dvou znamych objekt. Timto zptisobem je

formulovano tvrzeni, napr.
a="b, (1.1)

které bud plati, nebo ne. Pro ¢isla 3 a 4 je rovnost 4 = 4 pravdiva, ale pro 4 a 3
je rovnost 4 = 3 nepravdiva. V tomto vyznamu ma matematicky symbol = blizko

Wyznam rovnosti miize zaviset na konkrétnim objektu, na jeho typu.
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k programatorskému ==. Symbol = se dale pouziva k zapisu rovnice. Napriklad
Vv rovnici

2 —1=0 (1.2)

oznacCujeme pomoci r neznamou, tedy objekt ktery je tfeba urcit tak, aby po
jeho dosazeni do (1.2) vznikla rovnost platila. O takovychto x pak fikdme, ze jsou
FeSenim rovnice (1.2). V naSem piipadé rovnice (1.2) jsou ¢isla 1 a —1 feSenim,
libovolna dalsi realna cisla fesenim nejsou. Skutecné, po dosazeni 1 ¢i —1 do (1.2)
dostavame rovnost 0 = 0, kterd plati. Naproti tomu naptiklad po dosazeni 2 zis-
kame 3 = 0, ktera je jisté nepravdiva.

Symbol = se dale pouziva i k pritazeni ve smyslu programatorském. To odha-
lime snadno z kontextu, podivejme se podrobné na nasledujici textovou ukazku.

Uvazujme obdélnik o stranach délky a =3 a b =4. Oznac¢me délku thlo-
pricky tohoto obdélniku symbolem e. Podle Pythagorovy véty plati
rovnost e =+/a? + b?, tedy v nasem pripadé plati e =5.

Prvni dvé pouziti symbolu =, oznacené cervené, jsou ve smyslu prifazeni. Od to-
hoto momentu maji symboly a a b ptislusné hodnoty. V programatorské hantyrce
bychom ftekli, Ze proménné a a b byly inicializovany. Druhd véta odstavce sice
symbol = neobsahuje, ale jeji vyznam je stejny, dava jednoznacny vyznam sym-
bolu e. Konecné v posledni vété se tvrdi, ze modré rovnosti jsou pravdivé. Zde
se uz nejednd o prirazeni/definici/inicializaci, ale o platnosti jistého vztahu mezi
zavedenymi objekty a, b a e.

Nékdy se ke znaceni prirazeni pouziva symbolu :=. Zvlaste, chceme-li zvyraznit
zavedeni nového objektu. Symbol na levé strané od := je pak definovan vyrazem
na pravé strané od :=. Na tomto misté ¢tenafe upozoriiujeme, ze v CAS? Mathe-

matica je vyznam probiranych symboli jesté lehce odlisny. Vizte kapitolu 5.

Shrime nyni nékolik dalsich notacnich zvyklosti. Ackoliv je volba oznaceni
pouzivanych objektl zcela v rezii autora, je dobré ridit se nasledujicimi nepsanymi
pravidly.

e Neznamé v rovnicich se oznacuji pismeny z konce abecedy, typicky napriklad
x,y, ¢ z.

e 7/namé — definované — objekty, ¢i parametry problému, se oznacuji pismeny
ze zacatku abecedy. Napriklad a, b, ¢, atd.

e Pro sc¢itaci indexy (vizte nize podkapitolu 1.5) a celoéiselné veliciny se ¢asto
pouziva pismen i, j, k, £, m nebo n. P¥i pouzivani pismenka i je tfeba dat
pozor, aby nedoslo ke kolizi s imagindrni jednotkou, oznacovanou téz”* i.

e Mnoziny se oznacuji velkymi pismeny abecedy A, B,C, ... Body v roviné se
také vétsinou oznacuji velkymi pismeny latinské abecedy.

e K parametrizaci geometrickych objektu (pfimky, kruznice, plochy atp.) se
pouzivaji r, s, t.

2 Computer Algebra System
3Proto se imaginarni jednotku snazime aspoi typograficky odligit, porovnejte i a i.
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Déle pripomeneme roli zavorek v matematickém zapisu. Zavorky pouzivame
k oznaceni argumentu funkei (zobrazeni), k upfesnéni poradi provadéni operaci,
¢i k znaceni intervali a bodl. Bez pouziti zavorek by rada algebraickych vyrazi
nedavala smysl.

Méame-li funkci f a bod a z definiéniho oboru funkce f, pak f(a) oznacuje
funkéni hodnotu funkce f v bodé a. Toto pouziti zavorek tedy presné odpovida
tomu, s kterym se setkate v programovacich jazycich. Bylo-li f a a predem defi-
novano, vyznam vyrazu f(a) je: zavolej funkei f s argumentem a a vrat vysledek.
Hodnotu a lze chapat jako vstup a f(a) jako vystup funkce f. Graficky si tuto
situaci mizeme predstavovat jako na obrazku ¢. 1.1.

a f f(a)

Obrézek 1.1: Funkce a funkéni hodnota. Na vstupu je a a na vystupu f(a).

Neékdy se vsak mluvi ptimo o f(x) jako o funkci. Tento tihel pohledu ¢asto pou-
zivame v pripadé, ze chceme zaroven ¢tenari sdélit jak budeme oznacovat nezavisle
proménnou (zde x). Navic se v nékterych pripadech zavorky u argumentu funkei
vynechavaji. Napf. ¢asto piSeme sin o misto sin(a) nebo In2 misto In(2). Je vsak
tfeba opatrnosti, nebof jinak mize dojit k nedorozuméni. Naptiklad vyraz

In2-3
by mohl byt interpretovan jako
In(2-3) nebo In(2)-3.

Tato ¢isla samoziejmé nejsou stejna. Pomoci kapesniho kalkuldtoru se snadno
presvédcéime, ze priblizné plati nasledujici rovnosti

In(2 - 3) = In(6) ~ 1.791 759 469 23,
In(2) - 3 &~ 2.079 441 541 68.

Zvlasté pii ,ruénim“ pocitani* mohou tyto nepiesnosti vést ke katastrofalnim
chybam.

Upozornéme jesté, ze pro nékteré funkce se pouziva specialni notace nevyzadu-
jici zévorky. Napiiklad druhd odmocnina se zna¢i \/a, tfet{ odmocnina /a, nebo
absolutni hodnota |al.

Zavorky se dale, stejné jako v programovacich jazycich, pouzivaji k upresnéni
poradi provadéni operaci. Naptriklad vyraz

(a + (0/2)) -3

je treba cist nasledovné: nejprve vydeél ¢ dvémi a k vysledku pricti a. Takto ziskané
¢islo vynésob tremi. Bez zavorek,

a+c/2-3,

4Napiiklad v pisemce.
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by (bez zavedeni konvenci’® prednosti operaci) nemuselo byt jasné jak presné tento
vyraz vyhodnotit.

Na zavér této podkapitoly jesté zminme horni a dolni indexy. Horni index se
vétsinou pouziva k oznaceni mocnin, naptiklad

5 n 2
3%, a", e°, atp.

Nékdy se horni index pouziva i k oznaceni slozek vektort, nebo tieba operace
komplexniho sdruzeni, a* misto @.

Dolni index slouzi k oznaceni bud potadi prvku v posloupnosti, nebo obecnéji
zavislosti dané veli¢iny na celociselném parametru. Tento zapis méa blizko k inde-
xovani prvka pole, programatorské a[2] ma prakticky stejny vyznam jako nase
9.

1.2 Operace s mnozinami

Pod pojmem mmnoziny rozumime sadu objekti zadanou vyctem, nebo pomoci
vlastnosti, kterou musi prvky mnoziny spliiovat®. Pokud je pocet prvki maly,
nebo je lze jednoduse vyjmenovat, piseme naptiklad

A={me}, B={1,23,...}.
Je-li N mnozina a A(z) vyrok o x z N pak mnozina
C={zxeN|A)}

je tvofena vSemi x € N pro které je vyrok A(z) pravdivy.

Pokud = patii do mnoZiny A, piSeme x € A, v opacném piipadé pak x ¢ A.
Prazdnou mnozZinu, tj. mnozinu neobsahujici zadné prvky, oznacujeme symbo-
lem 0.

Pripomenme zakladni operace s mnozinami. O dvou mnozinach A a B tikame,
ze jsou stejné (nebo jsou si rovny) pravé, kdyz maji stejné prvky. Tento fakt
zapisujeme symbolicky A = B. Pokud dvé mnoziny nejsou stejné, hovorime o nich
jako o rtiznych mnozinach a piSeme A # B.

Mame-li dvé mnoziny A a B, pak jejich prinik definujeme jako mnozinu vsech
prvki, které patii zaroven do A i do B. Prinik dvou mnozin zna¢ime symbolem
AN B. Symbolicky tedy tuto mnozinu mizeme popsat jako

AﬂB::{x’xeAaxEB}.

Sjednoceni dvou mnozin A a B je tvoieno viemi prvky, které patii do A nebo’
do B. Znac¢ime ho symbolem A U B a lze tedy psét

AUB := {x‘mGAneboxEB}.

5 Ano, pfednost nasobeni pred séitanim je pouze konvenéni a umoziiuje ndm zpehlednit fadu
algebraickych vyrazu.

6Tato naivni definice miize obecné vést k logickym paradoxt, nejznaméjsim je asi Russeliv
paradox. Uvazujeme-li pouze ,malé“ podmnoziny ¢iselnych mnozin k zadnym problémtm ne-
dojde. Problematikou definice pojmu mnoziny se podrobné zabyvd matematicka Teorie mnozin.
Napriiklad Zermelo-Fraenkelova teorie pochdazejici z pocatku dvacatého stoleti.

"Toto ,nebo“ neni exkluzivni.
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Dalsi dilezitou mnozinovou operaci je doplnék (nékdy téz nazyvany rozdil dvou
mnozin). Doplnék mnoziny B do mnoziny A je tvoren vsemi prvky A co nepatii
do B. Zna¢ime ho A \ B a plati

A\B::{x‘xeAaxgéB}.

Pokud se bavime pouze o podmnozinach jisté mnoziny X, pak pro podmnozinu
A C X oznacujeme A¢:= X \A.
Vsimnéte si, ze zatimco pro libovolné dvé mnoziny A a B plati

AUB=BUA a ANB=DBNA,

tak pro rozdil dvou mnozin tato vlastnost (komutativita) neplati. Tedy obecné
mnozina A \ B je rizna od mnoziny B \ A.

Dalsi zédkladni operaci mezi mnozinami je kartézsky soucin mnozin. Pro li-
bovolné dvé mnoziny A a B je jejich kartézsky soucin, ozn. A x B, tvoren vsemi
usporadanymi dvojicemi prvki z A a B, tj. dvojicemi (a,b) kde a € A a b € B.
Presnéji

AxB:={(a,b)|ac Aabec B}.
Kartézsky soucin lze zavést i pro vice mnozin. Naptiklad pod A x B x C' rozumime
mnozinu vSech usporadanych trojic prvkia z A, B a C.

Otazka 1: Pokud jsou A a B mnoziny s koneénym poctem prvkia (ozn. #A a
#B), kolik prvki ma mnozina A x B?

Otazka 2: Dokazte de Morganovy zakony pro prunik a sjednoceni, tedy rovnosti

AUB=ANB a ANnB=AUB

platné pro A, B C X.

~ rd Pl Y e
1.3 Ciselné mnoziny
MnoZinu p¥irozenych &isel® oznacujeme symbolem N,
N:={1,2,3,...}.
Vsimnéte si, Zze mnozina prirozenych ¢isel je tzv. uzaviena viici nasobeni a séitani.
Presnéji, nasobenim a séitanim dvou prirozenych ¢isel dostaneme opét prirozené
¢islo:

pokud a,b € N potom a + b € N,
pokud a,b € N potom a - b € N.

Mnozina N vSak neni uzaviend vic¢i odeéitani dvou prirozenych cisel. V pripadé
sc¢itani muzeme tento fakt také formulovat tak, Ze rovnice

a=b+zx

8Mnozinu piirozenych &sel s nulou znaéime Ny := {0,1,2,3,...}.

b}
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pro zadana prirozend a,b € N nemusi mit prirozené reseni x. Skutecné, uvazte
ttebaa=4ab=>5

K odstranéni tohoto nedostatku musime k prirozenym c¢islim dodat zaporna
¢isla. Dostdavame tak mnozinu celych ¢isel,

Z={.,6-3,-2,-1,0123,..}

V této mnoziné uz muzeme nasobit, sc¢itat i odc¢itat, ale vysledek operace déleni
uz tuto mnozinu opusti. Tedy feseni rovnice

a=b-x, (1.3)

pro zadand celociselnd a a b nemusi byt celoc¢iselné. Musime prejit k racional-
nim ¢islim. Mnozina racionalnich ¢isel je tvorena feSenimi rovnice (1.3), kterd
zapisujeme jako zlomky

0=1{2|pezZ qeN nesoudélna
q

Operace sc¢itani a nasobeni je na zlomcich definovana pomoci operaci v Z nésle-
dovné
P T _pster p T _proogg PT
q S qs g s (¢S q s
Raciondlni ¢isla Q spolu s operacemi s¢itani + a nésobeni - splnuji veledtlezité
vztahy

€ Q.

a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c,
a-(b+c)=(a-b)+(a-c), (1.5)

platné pro libovolnd racionalni ¢isla a, b, c. Rovnosti (1.4) se nazyvaji asociativ-
nimi zadkony pro sc¢itani, resp. nasobeni. Pouze diky jejich platnosti mtizeme u
opakovaného sc¢itani a nasobeni prestat psat zavorky. Celkovy vysledek totiz na
uzavorkovani nezalezi’. Rovnost (1.5) se nazyva distributivni zdkon. Ctendi je
s nim jisté intimné obeznamen, nebot diky nému lze provadét operaci ,,vytykani
pred zévorku“. Vyznaénym prvkem mnoziny racionalnich ¢isel je ¢islo 0, které
splnuje
O+a=a

pro libovolné racionélni ¢islo a. Ke kazdému racionalnimu ¢islu a existuje raciondlni
¢islo oznacované jako —a splnujici
a+(—a)=0

Napf. (4+2)+1=4+(2+1) =4+2+ 1= 7. Uvédomte si, Ze toto neni automaticky
splnéno pro libovolnou bindrni operaci. Uvdzime-li napt. operaci déleni +, a + b := 7, pak

%:(2+4)+27é2+(4+2):1.
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Podobny vyznam jako ¢islo 0 pro operaci s¢itani ma ¢islo 1 pro operaci nasobent,
pro kazdé racionalni ¢islo a plati

1-a=a.

Konecné ke kazdému nenulovému racionalnimu cislu a existuje racionalni ¢islo
oznacované jako a~! spliujici
a-at=1

Predchozi odstavec 1ze shrnout do kratkého konstatovani, ze mnozina racional-
nich cisel Q spolu s operacemi s¢itani + a nasobeni - tvori tzv. ,téleso”. Studiem
¢iselnych téles se zabyva partie matematiky nazyvana obecnd algebra. Tato teorie
nachézi siroké uplatnéni v modernich sifrovacich algoritmech a pocitacové bezpec-
nosti vitbec.

Na zacatku této sekce jsme vidéli, ze prirozenych a celych ¢isel ,,nebylo dost .
K uspokojeni nasich pozadavki bylo vzdy nutné néjaka dalsi ¢isla dodat. Podobna
situace je i u racionalnich ¢isel. Tato mnozina je jiz sice uzaviena vici binarnim
operacim s¢itani a nasobeni, ale nyni narazime napiiklad pii analyze nasledujiciho
geometrického problému. Uvazujme ¢tverec o strané délky 1 (racionalni ¢islo), vizte
obrazek ¢. 1.2. Ptame se, jaka je délka jeho thlopricky. Na obrazku ¢. 1.2 je tato

/]

1

Obrazek 1.2: Ctverec o strané délky 1 a jeho tihlopiicka o strané délky z.

oznacena pismenem x. Podle Pythagorovy véty plati
12 +1%2 =22 (1.6)

Tedy 22 = 2. Takovéto kladné éfslo nazjvdme odmocninou ze dvou a znacime
x = /2. Lze snadno ukdzat, Ze toto ¢slo neni racionalni. Vizte vétu 6.

Mezi iracionalni éisla déle patii napiiklad Ludolfovo'’ éislo 7 ¢i Eulerova'!
konstanta e. V jistém smyslu je iracionélnich ¢isel podstatné vice nez racionalnich.
Cisla si mtzeme predstavovat jako body lezici na pifmce. Na pifmce je zvolen
vyzna¢ny bod odpovidajici nule 0 a ¢islo a vynasime na osu ve vzdalenosti |a| od
bodu 0. Kladna ¢isla napravo a zaporna c¢isla nalevo od 0.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obrazek 1.3: Ciselns osa.

0L udolph van Ceulen, 1540 — 1610, matematik nizozemského ptivodu, zasvétil svij zivot
vypoctu ¢isla m na 35 desetinnych mist, kterd jsou i vyryta na jeho nahrobku.
"Leonhard Euler, 1707 — 1783, §vycarsky matematik a fyzik.



1. ZAKLADNI POJMY CIiSELNE MNOZINY

Pokud bychom na osu vynéaseli pouze racionalni ¢isla, vysledna primka by byla
,dérava“. Napiiklad ve vzdalenosti v/2 (napravo i nalevo) od bodu 0 by nebyl
vynesen zadny bod. K zaplnéni ¢iselné osy je potfeba uvazovat i iraciondlni ¢isla.
Presnou formulaci pozadavku, aby realnd osa nebyla ,dérava“ je, aby realna cisla
splnovala ,axiom uplnosti“. Podrobnéji se touto problematikou budeme zabyvat
v jedné z prvnich prednasek BI-ZMA.

Poznamenejme pro zajimavost, ze rozhodnout o racionédlnosti ¢i iracionélnosti
¢isla nemusi byt jednoduché. Dokonce existuji cisla, o kterych se doposud nevi,
do které mnoziny patii. Piikladem mutze byt Euler-Mascheroniho konstanta defi-

novana vztahem'?
. |
()

k=1
Vice detaili o tomto konkrétnim problému lze nalézt v [3].
Mohlo by se zdat, ze po doplnéni racionalnich ¢isel iracionalnimi ¢isly jiz zadna
dalsi ¢isla neni nutné pridavat. Vsimnéte si, ze geometrickou tivahu z minulého
odstavce lze prosté redukovat na pozadavek (vizte (1.6)), aby rovnice

2 —2=0

méla v dané &iselné mnoziné feseni (zde +1/2 € R). Oviem uz hned jednoduché

obména této rovnice,
22 +1=0, (1.7)

nema realné feseni. Tuto rovnici lze vytesit zavedenim nového ¢isla i, jez splnuje
rovnost i = —1. Toto i pak fesi nasi rovnici (1.7). Cislo i nazyvdme komplexni
jednotkou. Ziskavame tak komplexni Cisla,

C={a+ib|a,beR}

Je-li z = a + ib komplexni ¢islo, pak realné ¢islo a nazyvame realnou casti z
a realné cislo b imaginarni ¢asti z. Dvé komplexni ¢isla se rovnaji, pravé kdyz
se rovnaji jejich redlné a imaginarni ¢asti. Redlnou cast ¢isla komplexniho ¢isla z
znac¢ime Rez a imaginarni ¢ast znac¢ime Imz.

Algebraické operace na mnoziné C jsou zavedeny nasledovné

(a+1ib) + (c +id) == (a +¢) +i(b+ d),
(a+1ib) - (c+1id) := (ac — bd) +i(ad + bc), a+1ib, c+1id € C. (1.8)

Vsimnéte si, ze pokud d = b = 0 pak soucet a + ¢ a soucin a - ¢ ma stejny vyznam
jako v redlnych cislech.

Jednim z moznych zptisobu jak si predstavovat komplexni ¢isla, je jako body
v komplexni roviné. Vodorovnou osu nazyviame readlnou osou a svislou osu
nazyvame imaginarni osou. Komplexnimu ¢islu a + ib pak odpovida bod o sou-
radnicich (a,b). Vizte obrazek ¢. 1.4.

Zavadi se absolutni hodnota komplexniho ¢isla

la +1ib] := Va2 +b%, a,beR.

120 limité se dozvite podrobnéji v BI-ZMA.
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1. ZAKLADNI POJMY CIiSELNE MNOZINY

Obrazek 1.4: Komplexni rovina.

V komplexni roviné si lze absolutni hodnotu komplexniho ¢isla a + ib predstavovat
jako délku tsecky spojujici body 0 a a + bi. Cislo a — ib nazyvame komplexné
sdruzenym cislem k ¢islu a +1ib, a,b € R. Komplexné sdruzené ¢islo tak ziskdame
zrcadlenim vi¢i redlné ose.

Operaci s¢itani komplexnich ¢isel si lze predstavit jako séitani vektora (scité
se ,,po slozkdch®). Operaci nasobeni komplexnich ¢isel lze v komplexni roviné
znazornit jako rotaci a skalovani. To neni zcela ziejmé tvrzeni, 1ze ho vsak odvodit
z definice operace nasobeni (1.8). Pro ilustraci uvaddime obrézek ¢. 1.5. Specidlné
nasobeni imaginarni jednotkou i si 1ze v komplexni roviné predstavovat jako rotaci
o thel 7.

Im a+c+i(b+d) Im o 21" 2o
C—|—id/x,,x////' ///
- /
/,* ; ; |21-Z2‘!:‘21’-‘22’
’/ 2 =a+
/ /
/‘ ! // //'
! // b // / /.Zl
//// //4aj_|_1 ///,'X/// ’X
Re 6] o Re

Obrazek 1.5: Geometrickd interpretace operace séitani a nasobeni komplexnich
Cisel.

Diuvod k zavedeni komplexnich ¢isel se mize zdat jako uméle vykonstruovany.
Napriklad se hned nabizi otazka, zda v pripadé ze budeme zkoumat feseni jiné
polynomidlni rovnice nez (1.7), nebudeme pottebovat dalsi komplexni jednotku.
Odpoved na tuto otazku podal Gauss ve své slavné Fundamentalni vété algebry:
kazdy polynom s komplexnimi koeficienty stupné n ma nejvyse n komplexnich
korenti. K feseni polynomialnich rovnic tedy naprosto staci komplexni ¢isla.

Rada matematickych metod aplikovanych v praxi je ve své podstaté komplexni.
Napriklad Fourierova transformace (resp. Fast Fourier Transform, FFT) vyuzivana
k analyze signalu je bez aparatu komplexnich ¢isel jen nesikovné popsatelna. Bez



1. ZAKLADNI POJMY PODMNOZINY REALNYCH CISEL

komplexnich ¢isel by jen velmi tézko slo formulovat kvantovou mechaniku, teorii na
které stoji fada modernich technologii a jez mozna v budoucnu kompletné zméni
otazku bezpecnosti IT.

Na zaver této kapitolky poznamenejme, ze komplexni ¢isla 1ze jesté dale rozsirit
na téleso kvaternionti. Zde nemame jen jednu komplexni jednotku, ale hned tti
(i, j a k). Celkem tedy ¢tyti jednotky (jedna redlnd 1 a t¥i ,komplexni“), odtud
nazev. Vztahy mezi témito jednotkami jsou definovany pomoci rovnic

?=j=k*=-1 a ijk=-1 (1.9)
Mnozinu
H={a+0bi+c+dk]|a,b,cdecR},

s operacemi definovanymi podobné jako v komplexnich &islech, zavedl Hamilton'.
Proc se tu o kvaternionech zminujeme? Pomoci kvaternionti lze totiz velmi vyhodné
(ve vypocetnim slova smyslu) pocitat napiiklad rotace vektoru v trirozmérném
prostoru. Rada algoritmii implementovanych v grafickych kartach jich vyuziva'®.

Otazka 3: Vypoctéte realné a imaginarni ¢asti nasledujicich komplexnich ¢isel.

a) z = (4+3i)(1 — 2i), b) z = (2 —i)%

c) z=1i(1+1), d) z =

1.4 Podmnoziny realnych cisel

V této kapitole pripomeneme definici intervali a uvedeme nékolik pojmu popisu-
jicich vlastnosti podmnozin realnych ¢isel.

Intervaly predstavuji dilezité podmnoziny mnoziny realnych ¢isel. Pro a,b €
R, a < b zavadime znaceni:

(a,b) = {x eRla<z< b} otevieny interval,
(a,b) = {x eRja<z< b} uzavieny interval,
(a,b) = {x eERla<z < b} polouzavieny interval,
(a,b) = {x ERja<x< b} polouzavieny interval,
(a,+00) = {x eRla< a:} neomezeny interval.

Podobné zavadime neomezené intervaly (a, +00), (—00,a) a (—o0, a).

Mnozinu A C R nazyvdme omezenou shora (resp. zdola) prave, kdyz exis-
tuje konstanta K € R takovd, ze pro kazdé = € A plati x < K (resp. K < z).
Mnozinu A C R nazyvame omezenou prave, kdyz je omezena shora i zdola zaro-
ven.

Bud A C R. Cislo a € A nazjvame maximem mnoziny A pravé, kdyz pro
kazdé x € A plati nerovnost < a. Cislo b € A nazjvame minimem mnoziny

13Sir William Rowan Hamilton (4. srpna 1805 — 2. za¥i 1865) byl irsky fyzik a matematik.
Defini¢ni vztahy (1.9) pii jejich objeveni vyryl do mostu v Dublinu.
1Pro zajimavost vizte napf. [2].
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1. ZAKLADNI POJMY ZKRACENE PSANT SOUCTU A SOUCINU

A praveé, kdyz pro kazdé x € A plati nerovnost b < x. Maximum (resp. minimum)
mnoziny A také znac¢ime max A (resp. min A).

Maximum ani minimum mnoziny nemusi vzdy existovat. Napriklad interval
(1,2) nema ani minimum ani maximum. Skutecné ¢isla 1 ani 2 nepatii do mnoziny
(1,2). Tento problém lze odstranit zavedenim infima a suprema mnoziny.

Otazka 4: Kterd z nasledujicich mnozin je shora omezena, zdola omezena ¢i ome-
zena?

o {Lfnen)

b) mnozina vSech prvocisel,
c) mnozina vsech TeSeni nerovnice 2% — (7 + 1)z + 7 > 0,

d) {sinz | x € R}.

1.5 Zkracené psani souctit a soucinii

Velmi casto narazime na potiebu séitat jisty konecény pocet cisel aq,ao,. .., a,

Y ) Y Y
pripadné pottebu diskutovat vlastnosti tohoto souc¢tu. Misto zdlouhavého a po-
tencialné nejednoznacného' vyrazu

piSeme
n
S a
k=1

Symbol Y je velké pismeno Tecké abecedy sigma, tedy ,s“. Je zvoleno protoze

vvvvv

nazyva scitaci index, ¢islo 1 dolni mez a ¢islo n horni mez. Je pouze na nasi
volbé jak scitaci index oznacime, napriklad soucty

n n
Zak a Z%‘
k=1 j=1

jsou si rovné, oznacuji stejny soucet (1.10), ktery samoziejmé na zadném scitacim
indexu nezévisi (nevyskytuje se v ném ani k ani j).
Diky asociativnimu a komutativnimu zdkonu (vizte (1.4)) plati rovnost

n

Z(ak—i—bk) = iak+ibk. (1.11)
k=1 k=1

k=1

Skutecné, stac¢i pouzit asociativitu a komutativitu séitani a vhodné preusporadat
sc¢itance. Podobné diky distributivnimu zakonu (vizte (1.5)) je pravdivé tvrzeni

n

S(car)=c- Xi:ak, (1.12)

k=1

15Ctenaf by mohl v konkrétnim piipadné $patné pochopit co mé doplnit za ,tecky*.

11



1. ZAKLADNI POJMY ZKRACENE PSANT SOUCTU A SOUCINU

zde ¢ € R je jista konstanta, tedy ¢islo nezavislé na k. Tato rovnice predstavuje zo-
becnéni zndmé operace ,,vytykani pred zavorku“. V obou rovnicich (1.11) a (1.12)
je naprosto podstatné, ze dolni i horni mez jsou stejné.

Ukazme si tento koncept na konkrétnim prikladé. Chceme secist vSechna pri-
rozena cisla od 3 do 10. Zkraceny zapis je nasledujici

10

S=3+4+54+46+7+8+9+10=> k. (1.13)
k=3

Porovnejte tento zptisob zapisu souctu s pouzitim for cyklu k nalezeni tohoto
souctu.

int main ()

{
int sum = 0
for (int k 3; k <= 10; k++) sum += k;
cout << "Soucetyje:y" << sum << endl;
return O;

3

K provadéni vypocti pomoci této sumacni notace je dobré umét manipulovat se
sc¢itacimi indexy. Napiiklad soucet S v rovnici (1.13) lze zapsat také jako (s¢itame
v opa¢ném poradi)

” -

8
S=>(11-k)=10+9+8+7+6+5+4+3,
k=1
nebo (séitaci index bézi pékné od 1 a séitdme ve stejném poradi jako piuvodné)

S = 28:(2 +k).
k=1

Zdtraznéme pointu tohoto odstavce znovu, jeden soucet lze vyjadrit mnoha
ekvivalentnimi zpisoby.
Nékdy se zménou mezi s¢itacitho indexu soucet zménit nemusi, jako napriklad

zde N .

S k=SR2

k=1 k=0
Ptidali jsme totiz jen ¢len odpovidajici k& = 0 spliiujici 0% = 0.
Priklad 1 (Gausstv trik): Traduje se, Ze mlady Gauss'® dostal ve skole za tikol
secist vsechna ¢isla od 1 do 100. Jakozto jediny ve ttidé dosdhl dobrého vysledku,
nebot nescital ¢isla od nejmensiho k nejvétsimu, ale vsiml si, ze pokud secte prvni
(tj. 1) s poslednim (100) dostane soucet 101, pokud se¢te druhé (2) a predposledni

(99) dostane opét 101. Takto mize postupovat az k 50 + 51 = 101. Graficky je
tento postup znazornén na obrazku ¢. 1.6. Vysledek je tedy

50 - 101 = 5050.

16 Johann Carl Friedrich Gauss (30. dubna 1777 — 23. tinora 1855) byl némecky matematik.
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1. ZAKLADNI POJMY ZKRACENE PSANT SOUCTU A SOUCINU

Obecné plati, ze soucet ¢isel od 1 do jistého prirozeného n je

zn: n+ nint+1). (1.14)

k=1

98 99 100

<o 50 51
\>101<j

101
101
101

Obréazek 1.6: Gaussuv trik.

Diikaz formulky (1.14). Pomoci sumacni notace je snadné Gaussovu myslenku po-
psat nasledovné

100 50 50
S k=3 (k+ (101 —k)) = 101 =50 101 = 5050.
k=1 k=1 k=1

Vsimnéte si, ze naprosto stejny trik lze pouzit v pripadé, kdy mame secist ¢isla od
1 do obecného n:

23k
k=1

n

zi:n+1— => (k+(n+1-k) =

k=1

n~|—1 )=n(n+1)

Dostévame tak veleznamy vzorecek (1.14). O

K dostatecnému ocenéni tohoto vysledku je vhodné si uvédomit rozdil mezi
zadanim (secist ¢isla od 1 do 100) a vysledkem. Na levé strané rovnosti

100 100 - (100 + 1)

L —
2 2

musime provést celkem 99 operaci s¢itani oproti jednomu s¢itani, nasobeni a dé-
leni na strané pravé. Proto byl Gauss jediny, kdo ziskal dobry vysledek. Pozname-
nejme, ze kdyz budeme zvétsovat n, tak pocet operaci na levé strané bude stéle
rust, kdezto pocet operaci nutnych k vyhodnoceni Gaussova vzorecku bude stéle
stejny. Implementace tohoto konkrétniho souc¢tu pomoci prosté sumy by proto
byla znacné neefektivni. Pomoci Landauovy symboliky Ize toto pozorovani vyjad-
rit konstatovanim, ze slozitost souc¢tu samotného je O(n) a Gaussova vzorce O(1).
O Landauové symbolice se podrobnéji zminime na prednaskach BI-ZMA.
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1. ZAKLADNI POJMY ZKRACENE PSANT SOUCTU A SOUCINU

Priklad 2 (Soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti): Pro kazdé redlné
q, ruzné od 1, a prirozené n plati

n

n - 1_q
qu1:1 ‘
k=1 —4q

(1.15)
Primy dukaz. Oznacme si zkoumany vyraz jako

Sp=3 ¢, neN

k=1

Primo z jeho definice plynou vztahy

Spr=1ltq+ @+ + -+ " =1+q(l g+ " 2+ =
:1+qsna

platné pro libovolné kladné prirozené n. Porovnanim téchto dvou riaznych vyrazu
pro 5,41 dostavame rovnost

14+¢S,=S,+¢"
odkud
Za uvedeného predpokladu ¢ # 1 pak ihned dostdavame dokazovany vztah (1.15).
O
Otazka 5: Lze se v predchozim prikladu zbavit predpokladu ¢ # 17 Jak je nutné
zménit formulku (1.15)7

Otazka 6: K procviceni se v zakladnich operacich se sumami vypoctéte

5 6 6
L Y k=Y (k+1).
k=1 k=1 k=1

Otazka 7: Ktery z nasledujicich vyrazi 1ze bez dalstho komentafe jednoznacné
interpretovat?

4 30
a) Y k+1, b) 7> 30k,
k 7=1
2j
c) > 2, d) > sinj.
J J=1

Podobné jako soucet lze zkracené zapisovat i soucin. K tomu se pouziva velké
fecké pismeno [] (¢ti pi, produkt). Napiiklad soucin prvnich deseti prirozenych

Cisel 1ze zapsat
10

1:2:3-4.5-6-7-8-9-10=[] .

k=1
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1. ZAKLADNI POJMY KOMBINACNI CGISLA A KOMBINATORIKA

Faktorial kladného prirozeného ¢isla n je definovan predpisem

Pripomenme, ze se déle zvlast definuje faktorial nuly, 0! := 1. Faktorial zapornych
celych ¢isel neni definovan.

S produkty se manipuluje velmi podobné jako se sumami. Jedinym rozdilem
je, ze misto s¢itani pouzivame nasobeni, myslenka je jinak stejna. Napriklad plati

I k- bx = <Hak) : <ku>,
k=1 k=1 k=1
Hc-ak:cnnak.

k=1 k=1

1.6 Kombinacéni ¢isla a kombinatorika

Kombinacni ¢isla nachazeji mnoha uplatnéni v praktickych vypoctech. Pro pri-
rozené n a celé k splnujici 0 < k& < n definujeme

()= o

Ackoliv tato definice vypada neprehledné, skutecny vyznam kombinacniho cisla
Z) je prosty. Toto c¢islo predstavuje pocet zpusobu, jak z n objektt vybrat k
objektl nezalezi-li na poradi a neuvazujeme-li opakovani jiz vybraného objektu.
Casto se hodf znét vSechna kombinac¢ni ¢isla pro pevné n. K jejich vypoctu lze
pouzit Pascaltiv trojihelnik. Nejprve si vSimnéme, ze plati rovnost

(kﬁl) " (Z> - (n?) (1.16)

n n n! n!
Qw&>+<9:ZM—k+1Wk—Df%m—kMﬂ:

B n! 1 1\
DI T

Skutecné,

n+1
(n—k+Dk
(n+1)!  [(n+1
T —k+ DR\ k)

Predstavme si, ze usporadame kombinacni ¢isla do tzv. Pascalova trojahelniku,
pak nam vzorec (1.16) tikd, Ze soucet sousednich kombinacnich ¢isel najdeme o
radek nize. Vizte obrazek ¢. 1.7.
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1.

ZAKLADNI POJMY VYZNAMNE KONSTANTY

Hon ®® 0
®®®®®@2@®@®@®

Obrézek 1.7: Pascaltav trojihelnik.

1.7 Vyznamné konstanty

Pti aplikacich velmi ¢asto narazime na potebu poéitat s Eulerovym ¢islem (ozn.
e) a Ludolfovym ¢islem (ozn. 7). Pfiblizné hodnoty téchto konstant jsou uvedeny
v tabulkach ¢. 1.2 a 1.1. Definici Eulerova c¢isla se budeme podrobné zabyvat na
prednaskach BI-ZMA. Vyznam ¢isla 7 asi neni tfeba zduraznovat. Jedna z aplikaci
c¢isla e souvisi s jeho pouzitim jako zakladu v prirozeném logaritmu.

1.8 Shrnuti didlezitych bodi

e Vyznam riznych matematickych symboli.
e Vyznam sjednoceni, pruniku, a doplnku mnozin. Kartézsky souc¢in mnozin.

e Vztah mezi prirozenymi, celymi, racionalnimi realnymi a komplexnimi ¢isly.
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1. ZAKLADNI POJMY SHRNUTI DULEZITYCH BODU

Konstanta  Pfiblizna hodnota na 1000 desetinnych mist

s 3.141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197
169 399 375 105 820 974 944 592 307 816 406 286 208
998 628 034 825 342 117 067 982 148 086 513 282 306
647 093 844 609 550 582 231 725 359 408 128 481 117
450 284 102 701 938 521 105 559 644 622 948 954 930
381 964 428 810 975 665 933 446 128 475 648 233 786
783 165 271 201 909 145 648 566 923 460 348 610 454
326 648 213 393 607 260 249 141 273 724 587 006 606
315 588 174 881 520 920 962 829 254 091 715 364 367
892 590 360 011 330 530 548 820 466 521 384 146 951
941 511 609 433 057 270 365 759 591 953 092 186 117
381 932 611 793 105 118 548 074 462 379 962 749 567
351 885 752 724 891 227 938 183 011 949 129 833 673
362 440 656 643 086 021 394 946 395 224 737 190 702
179 860 943 702 770 539 217 176 293 176 752 384 674
818 467 669 405 132 000 568 127 145 263 560 827 785
771 342 757 789 609 173 637 178 721 468 440 901 224
953 430 146 549 585 371 050 792 279 689 258 923 542
019 956 112 129 021 960 864 034 418 159 813 629 774
771 309 960 518 707 211 349 999 998 372 978 049 951
059 731 732 816 096 318 595 024 459 455 346 908 302
642 522 308 253 344 685 035 261 931 188 171 010 003
137 838 752 886 587 533 208 381 420 617 177 669 147
303 598 253 490 428 755 468 731 159 562 863 882 353
787 593 751 957 781 857 780 532 171 226 806 613 001
927 876 611 195 909 216 420 199

Tabulka 1.1: Ludolfovo ¢islo. V dobé psani tohoto textu drzel rekord v zapamato-
vani ¢isla m Chao Lu. Pamatuje si 67890 cifer ¢isla 7.

e Zkraceny zapis soucti.

e Faktorial, kombinacni ¢isla a Pascaluv trojuhelnik.
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1. ZAKLADNI POJMY SHRNUTI DULEZITYCH BODU

Konstanta  Priblizna hodnota na 1000 desetinnych mist

e 2.718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757
247 093 699 959 574 966 967 627 724 076 630 353 547
594 571 382 178 525 166 427 427 466 391 932 003 059
921 817 413 596 629 043 572 900 334 295 260 595 630
738 132 328 627 943 490 763 233 829 880 753 195 251
019 011 573 834 187 930 702 154 089 149 934 884 167
509 244 761 460 668 082 264 800 168 477 411 853 742
345 442 437 107 539 077 744 992 069 551 702 761 838
606 261 331 384 583 000 752 044 933 826 560 297 606
737 113 200 709 328 709 127 443 747 047 230 696 977
209 310 141 692 836 819 025 515 108 657 463 772 111
252 389 784 425 056 953 696 770 785 449 969 967 946
864 454 905 987 931 636 889 230 098 793 127 736 178
215 424 999 229 576 351 482 208 269 895 193 668 033
182 528 869 398 496 465 105 820 939 239 829 488 793
320 362 509 443 117 301 238 197 068 416 140 397 019
837 679 320 683 282 376 464 804 295 311 802 328 782
509 819 455 815 301 756 717 361 332 069 811 250 996
181 881 593 041 690 351 598 888 519 345 807 273 866
738 589 422 879 228 499 892 086 805 825 749 279 610
484 198 444 363 463 244 968 487 560 233 624 827 041
978 623 209 002 160 990 235 304 369 941 849 146 314
093 431 738 143 640 546 253 152 096 183 690 888 707
016 768 396 424 378 140 592 714 563 549 061 303 107
208 510 383 750 510 115 747 704 171 898 610 687 396
965 521 267 154 688 957 035 035

Tabulka 1.2: Eulerovo ¢islo.
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Kapitola 2

Dukaz

2.1 Co je to diukaz?

Slovicko ,dukaz“ vyvolava v fadé studentt iracionalni odpor. Dtikaz neni nic ji-
ného, nez rigorézni argument zajistujici platnost zkoumaného tvrzeni. V této kapi-
tole se pokusime nastinit vyznam tohoto pojmu v Sirsich souvislostech a ukazeme
si nékteré jednoduché standardni dikazy.

Matematicky model

Realita [ Axiomy, definice J

Pravidla formalni logiky

Zavery, véty

________________________________

Obrazek 2.1: Matematicka/védeckd metoda poznani.

Nejdrive se zamysleme nad tim, jak vlastné clovék zkouma svét kolem sebe.
Technologicky pokrok poslednich nékolika staleti stoji na tzv. védecké metodé
zkoumani. Podrobnéji, ke zkoumanému problému (realité) je sestaven matema-
ticky model. Ten sestava z matematickych objekti, které se snazi popsat zadany
problém. Analyzou tohoto modelu pomoci logickych pravidel dochazime k zave-
ram. Tedy tvrzenim o vlastnostech ¢i chovani zkoumanych objekti. Nasledné se
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2. DUKAZ CO JE TO DUKAZ?

tyto zavéry s realitou. Vizte obrazek ¢. 2.1 s odpovidajicim barevnym
oznacenim.

Pokud predpovédi modelu neodpovidaji realité, pak je zrejmé model nedosta-
tecny a je treba ho nahradit dokonalejsim. Méjme na paméti, ze model muze ko-
rektné vystihovat velké mnozstvi pozorovani, ale staci jediny nesouhlas s realitou
pro to, aby byl zavrhnut. Demonstrujme tento pristup na nékolika znamych astro-
nomickych ptikladech. Zkoumanou realitou je pohyb planet ve sluneéni soustavé a
modelem v tomto pripadé pak Newtonova mechanika (matematicky jistd soustava
obyéejnych diferencidlnich rovnic).

Priklad 3 (Objeveni planety Neptun): Na zacatku 19. stoleti bylo diky pozorovani
znamo, ze trajektorie planety Uran se znatelné odchyluje od trajektorie po které
by se méla pohybovat podle Newtonovy mechaniky (berouci do tivahy v té dobé
znamé planety). Na zdkladé dat z pozorovani bylo vypocteno po jaké trajektorii
by se méla pohybovat nova planeta (pozdéji nazvand Neptun) tak, aby vysvétlila
pozorovany pohyb Uranu. Po zaméreni dalekohled na misto udané Urbainem Le
Verrierem byl Neptun skutecné nalezen. Le Verrier se ve svam vypoc¢tu mylil pouze
o 1°.
Priklad 4 (Znovuobjeveni Ceresu): Na zac¢atku 19. stoleti byla astronomem Giu-
seppem Piazzim po dobu nékolika mésicii pozorovana maléd planetka Ceres. Pak se
mu ovSem ztratila a nikomu se ji znovu nedafilo objevit. Na pomoc prisel Gauss
a z drive namétrenych dat vypocital, kde by se planetka méla aktualné nachézet.
Mylil se o 0.5°. Pri této prilezitosti poprvé pouzil nékteré, do té doby nezname,
matematické aproximacni nastroje (nejmensi ¢tverce, FFT).

Tyto dva priklady davaji na vaze Newtonové mechanice. Néasledujici priklad ale
jiz ukazuje na jeji omezené pole plisobnosti.
Priklad 5 (Chovéani planety Merkur): Pozorovanim trajektorie planety Merkur se
zjistilo, ze jeji perihelium (bod elipsy nejbliZe ke slunci) se pohybuje o 43’ za stoleti
rychleji, nez jak predpovidd Newtonova mechanika. Tento rozpor byl vysvétlen az
na zacatku 20. stoleti Einsteinovou Obecnou teorii relativity. V ramci Newtonovy
mechaniky ho nelze vysvétlit.

Vratme se nyni zpét k obrazku ¢. 2.1. | Dikaz“ je v tomto schématu naprosto
esencialni a muzeme ho zde umistit na ¢ervenou spojnici.

Mezi studenty se casto siti nazor, ze diikazy preci nejsou potreba, ze staci znat
pouze tvrzeni vét. To je vsak velmi kratkozraky pristup zejména z nasledujicich
divoda.

e Dikaz neni nic jiného nez logicky argument, proto jeho studium zlepsuje
nejen znalost zkoumanych objektti ale i argumentacni schopnosti.

e Dikaz pomaha c¢loveku poznat souvislosti a zlepsuje jeho intuitivni chapani
problému.

e Rada dukazt, zejména tzv. konstruktivnich, pfimo dava k dispozici navod
(algoritmus) na Teseni daného problému.
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2. DUKAZ Co NENI DUKAZ?

2.2 Co neni dukaz?

,Diukaz*“ prikladem

Pravdivost obecného tvrzeni nelze zalozit na nékolika konkrétnich prikladech pod-
porujicich pravdivost zkoumaného tvrzeni. Naopak, pravdivost tvrzeni lze vyvratit
udénim i jenom jednoho protiptikladu.

Uvedme jako demonstrativni priklad tvrzeni s kterym prisel v roce 1650 Fer-
mat!:

Kazdé ¢islo tvaru 22" + 1, n € Ny, je prvodislo.

Prozkouméanim hodnot vyrazu pro nékolik malych n dostavame ¢isla: 3, 5, 17,
257, 65537, ktera skuteéné jsou prvocisla. Ovsem hned nasledujici hodnota pro
n = 6 neni prvocislo,

22" 4 1 = 18446744073709551617 = 274177 x 67280421310721.  (2.1)

Tento rozklad ve Fermatoveé dobé samoztejmé nebyl znam. Rozklad v rovnici (2.1)
je tedy protiprikladem k Fermatovu tvrzeni uvedenému vyse.

2.3 Ukazka nékolika typt dikazt

V této sekei si ukazeme nékolik jednoduchych dikazi zndmych a dilezitych tvr-
zeni. Nasledujici vétu dokdzeme pomoci tzv. sporu. Myslenka je jednoducha.
Jeden z logickych axiomu tika, ze tvrzeni T je bud pravdivé nebo nepravdivé.
Ukézeme-li ze logicky opak (negace) tvrzeni T' je nepravdivy, pak je ptvodni tvr-
zeni pravdivé.

Véta 6: Cislo odmocnina ze 2 je iracionalni.

Diikaz sporem. Piedpoklidejme opak, tedy ze v/2 je racionalni. Protoze se jedna
o kladné ¢islo, existuji prirozena a nesoudélna cisla p a ¢ splnujici

V="
q

Odtud ale plyne rovnost
2
2= p—z, Gili - p* = 2¢°
q
Odtud plyne, ze p je sudé (jinak bychom méli rovnost sudého a lichého ¢isla, coz je
nemozné), tedy p = 2k, kde k je prirozené. Dosazenim do rovnice vyse dostdvame,
po vydéleni obou stran ¢islem 2, 2k% = ¢?. Pouzijeme-li stejny argument znovu,
dostédvame nutné ze i g je sudé. Cisla p i ¢ jsou soudélna (obé délitelna ¢islem 2).
Predpokladali jsme vsak nesoudélnost p a ¢, tim jsme dospéli ke sporu. O

!Pierre de Fermat, 17. srpna 1601 — 12. ledna 1665, francouzsky matematik.
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2. DUKAZ UKAZKA NEKOLIKA TYPU DUKAZU

Obréazek 2.2: Schéma diikazu matematickou indukci. Misto abychom dokazali
vsechna T,,, n = 1,2,..., dokdzeme 717 a indukéni krok, tj. tvrzeni T,, = T,
(Cervené sipky).

Déle si ukazeme diikaz matematickou indukci. Tento typ diikazu se casto
pouziva v pripadé, ze mame nekonecné mnoho tvrzeni ocislovanych kladnymi pii-
rozenymi indexy? Ty, T5, T, . . .. Diikaz se provede ve dvou krocich

i) Pro libovolné prirozené n dokaz tzv. indukéni krok:

pokud plati T,,, pak plati T},,;.

ii) Dokaz prvni tvrzeni, zde T;.

Grafické znazornéni tohoto postupu je na Obrazku 2.2. Indukénimu kroku odpo-
vidaji cervené sipky. Druhy bod, ditkaz T7, je naznacen modrou barvou.

Véta 7 (Binomickd véta): Pro redlnd a a b a celé nezdporné n plati rovnost
n - Y kin—k
(a+b)"=> a"v" ", (2.2)
im0 \F

Diikaz matematickou indukci. Ovéime, ze zkoumana rovnost plati pron = 1. Leva
strana (2.2) je rovna a + b a pro pravou stranu téze rovnosti plati

L /1 1 1
Z ( >akbn—k — ( )aobl—ﬂ + < )albl—l —a+ b.
2\ k 0 1

2Konkrétni zptisob oéislovani neni podstatny, stejné tak nenf podstatné od jakého &isla zadi-
name. Vzdy je mozné tvrzeni vhodné pfecislovat.
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2. DUKAZ UKAZKA NEKOLIKA TYPU DUKAZU

Predpokladejme, Ze (2.2) plati pro dané ptirozené n. Potom®
(a+b)"" = (a+b)-(a+b)" = (a+b)z (k‘) atbh =
i ( ) k+1bn—k + i n kbn-l—l kE_

k=0

n kintl—k (NN ik
pt prtih —
(o 8 ()

n>an+1bn+1—(n+1)+z < n >+ (”) aFpn ik
= kE—1 k

an+1 (n+1)

k
i <n> aOpnt1-0 —

3 >

+

- o
N

k

Il
N
S

bn+1

V tvrzeni minulé véty jsou obsazeny dobfe znamé algebraické ,vzorecky

(a+b)? = a* + 2ab + b?,
(a+b)* = a* + 3a®b + 3ab® + b*.

Velmi podobné lze indukci (ale i pfimo) dokézat ¢asto pouzivany vzorec

n—1
a® — b = (a—b)Zakbn_l_k, n=12....

Specialné tak mame

a? —b* = (a —b)(a +b),
a® —b* = (a —b)(a® + ab+ b?).

Tyto vzorce se nam budou v budoucnu hodit pti vypoctu ruznych limit.

3Piedstavte si, jak by vypadal zapis postupu nize bez pouZiti sumaéni notace!
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Kapitola 3

Elementarni funkce

V této kapitole zopakujeme vlastnosti nékolika specialnich typu realnych funkei
realné proménné, tedy zobrazenich z realné osy do redlné osy, f : R — R. Prtiro-
zenym defini¢nim oborem funkce f nazyvame mnozinu vsech x € R pro ktera ma
f(z) smysl jakozto redlné ¢islo. Defini¢ni obor funkce f znac¢ime Dy. Déle zavadime
obor hodnot H; funkce f jakozZto mnozinu

Hy ={f(z) |z € Dy}.

K znazornéni takovéto funkce lze pouzit jeji graf. Zavedeme-li v roviné dvé pravo-
hlé soutadné osy oznacované standardné z (vodorovnd) a y (svisld), pak grafem
funkce f nazyvame mnozinu bodi (z,y) € R x R spliujici y = f(z).

3.1 Linearni funkce

Linedrni funkei' nazyvame kazdou funkci, pro niZ existuji konstanty a,b € R tak,
ze rovnost

f(x) =ax+0b (3.1)

plati pro kazdé x € R. Grafem linedrni funkce je primka, vizte obrazek ¢. 3.1.

Dle definice je defini¢nim oborem linearni funkce cela redlna osa. Pokud a # 0,
pak oborem hodnot funkce (3.1) je opét celd redlna osa. V piipadé a = 0 je oborem
hodnot funkce (3.1) pouze jednobodovéd mnozina Hy = {b}. Shrnuto

D; =R,

. — R, a#0,
T\ ), a=o.

Specidlni pfipad s nulovym a, tj. f(z) = b, nazyvame konstantni funkci.

Koreny linearni funkce je snadné nalézt, rovnice ax + b = 0 ma feseni x = %b
za predpokladu Ze a je nenulové. Pokud je a nulové a b nenulové, pak prislusna
rovnice nema zadné feseni a zadny priisecik s osou x neexistuje. V pripadé, ze a je
nulové a b taktéz jedna se o nulovou funkci, jejimz korenem je kazdé realné cislo.
Otazka 8: Na zacatku této sekce bylo feceno, ze grafem kazdé linearni funkce je
primka. Je kazda primka grafem linearni funkce?

!Toto nazvoslovi neni kompatibilni s linearitou ve smyslu Linearni algebry, BI-LIN.
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3. ELEMENTARNI FUNKCE KVADRATICKA FUNKCE

10 +¥Y
5,,
—y=2x+1
o —y=
‘ =72
2 4 LA

Obrazek 3.1: Graf linedrni funkce.

3.2 Kvadraticka funkce

Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci, pro niz existuji konstanty a, b, c € R,
a # 0 takové, Ze rovnost
flz)=ar* +bx+ec (3.2)

plati pro kazdé x € R. Grafem kvadratické funkce je parabola, vizte obrazek ¢. 3.2.
Souradnice jejtho vrcholu snadno odhalime po tpravé na ¢tverec:

2
b b b2

2 — 2 L. - - =
azx +bx+c-a<x + 2 5 x+<2a)>+c 1

:CL(Hb) v (33)

2a da’

Kvadrat zavorky je vzdy nezaporny. Odtud pak plyne, Ze vrchol paraboly se nachazi

v bodé o souradnicich
b b2
- c——|.
2a’ 4a

Pro priseciky s osou x plati znamy vztah
1
Ty = 2(— b+ Vb2 —4ac>.
a

Rovnice m4 tedy redlna feSeni za predpokladu nezdpornosti diskriminantu b? —4ac.
Vzorec pro koreny miizeme také odvodit z Gpravy na ¢tverce. Hleddame-li kofeny,
tj. fesen{ rovnice az? + br + ¢ = 0 a pouzijeme-li rovnosti (3.3) dostavame

N b\> b —dac
x4+ =] =——.
2a 4a2

Odtud lze feseni vyjadrit nasledovné

b b2 — dac

rT=——
2a 2|al
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3. ELEMENTARNI FUNKCE PorLyNOMY

Diky znaménku =+ Ize psat souhrnné

b+ Vb? — 4ac

2a

Ty (3.4)

20 4

10 |

A K —y=222 -2 +1

;6 ;4 ;2 2 4 6 —y = —T2? — 422 + 72

—10 ¢

—20

Obrazek 3.2: Graf kvadratické funkece.

Otazka 9: Necht @ > b > 0. O &slech a a b fkdme, Ze jsou ve zlatém poméru?,
pokud pomeér a + b ku a je stejny jako a ku b. Jaky je tento pomér, tedy ¢ = 37 .

3.3 Polynomy

Zobecnénim linearnich a kvadratickych funkei jsou polynomy. Polynomem nazy-
vame kazdou funkei tvaru

f(@)=> apa*, x€D;=R.
k=0

Pokud a,, # 0, pak n nazyvame stupném polynomu f. Konstanty ag, ay, ...,
a, urcuji funkci f stejné jako v predchozich pripadech konstanty a, b, c u linearni,
resp. kvadratické, funkce. Tyto konstanty ¢asto nazyvame koeficienty polynomu.

Mezi polynomialni funkce patii samozrejmeé jak linearni, tak kvadratické funkce.
Spoleénym rysem polynomt je, ze pro vypocet jejich funkénich hodnot vysta¢ime
pouze s operacemi s¢itani a nasobeni.

Defini¢énim oborem libovolného polynomu je celd redlnd osa, Dy = R. Pokud
je stupen polynomu lichy, pak je jeho oborem hodnot také celé R (vyjma pripadu
konstantniho polynomu). Pokud vsak je stupen polynomu sudy, pak je oborem
hodnot pouze ¢ast realné osy (konkrétné jista poloprimka nebo bod).

Hledéni kofenti polynomu je obecné komplikovana tloha. Explicitni vzorecky,
jako naptiklad (3.4), jsou znamé pouze pro polynomy stupné 1, 2, 3 a 4. Pro poly-
nomy vyssiho stupné nejen ze nejsou znamy vzorce pro koreny, ale je dokazano, ze

2Hodnota tohoto poméru se také nékdy nazyva zlatym fezem.
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3. ELEMENTARNI FUNKCE RACIONALNI LOMENA FUNKCE

takovéto vzorce neexistuji. Pti hledani korenti se pak musime uchylit k numerickym
metodam?.

Otazka 10: Kterd z nasledujicich funkci je polynomem?

a) f(z) :x2+2x+3—|—%,
b) f(z) = zsin(2) — 23,

o) flx) = e2In(1+2?)

d) f(z) =45

Otazka 11: Naleznéte koreny nasledujicich polynomt.
a) 2% +x — 12,
b) x3 — 22? — 5z + 6,

c) x3+ 22% — 4x — 8.

3.4 Racionalni lomena funkce

Raciondlni lomena funkce je kazda funkce tvaru

P(x)
Q(z)’

kde P a @) jsou polynomy. Obecné lze Tici, zZe defini¢cnim oborem takovéto funkce
je mnozina vSech realnych ¢isel bez kotrent polynomu @), tj.

Dy = {r € R| Q(x) #0}.

fz) =

Mezi racionalni lomené funkce specialné patii linearni a kvadratické funkce. Sku-
tecné, staci volit Q(z) = 1, x € R, a P jako polynom prvniho resp. druhého
stupné.

O oboru hodnot uz neni snadné jednoduse néco tici a tuto otazku proto vyne-
chame. Na nékolika prikladech si aspon ukazeme, ze mohou nastat velmi rtiznorodé
moznosti. Vizte obrazek ¢. 3.3.

3.5 Trigonometrické funkce

Mezi trigonometrické funkce fadime funkce sinus (sin), kosinus (cos), tangens (tg),
kotanges (cotg) a jejich vhodné zvolené inverzni funkce arkus sinus (arcsin),
arkus kosinus (arccos) a arkus tangens (arctg).

Funkce sinus a kosinus jsou definovany pomoci nasledujici geometrické kon-
strukee, ¢i algoritmu. Na vstupu je zadan ihel « a vysledkem bude hodnota sin(«)
a cos(a).

3Vizte napifklad metodu piileni intervalu, ¢i Newtonovu metodu probiranou v BI-ZMA.
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3. ELEMENTARNI FUNKCE TRIGONOMETRICKE FUNKCE

1.2 5

Obréazek 3.3: Priklady racionalnich lomenych funkci.

i) V soutadném systému s pravotihlymi osami z a y sestroj jednotkovou kruznici
K (tj. kruznici s polomérem 1 v danych jednotkéch os).

ii) Od kladného sméru osy x vynes thel v proti sméru hodinovych rucicek. Jed-
nim ramenem tohoto hlu je kladna c¢ast osy x a druhé rameno oznacme p.

iii) Ozna¢me A prunik p a K. Déle sestrojme bod P, prunik osy x a rovnobézky
s osou y prochdazejici bodem A. Timto zpusobem ziskdvame pravouhly troja-
helnik OPA.

iv) (Orientovand) délka strany OP predstavuje cos(a) a délka strany PA pred-
stavuje sin(a).

Samoziejmeé, ze presnost vysledku zavisi na presnosti nasich rysovacich nastroju.

Nekonecné presnosti lze dosahnout pouze v pripadé nekoneéné presnych nastroji

(zde pravitko, kruzitko a thlomér). Nécrtek konstrukce je uveden na obrazku ¢. 3.4.
Piimo z konstrukce plyne dilezitd vlastnost funkei sinus a kosinus,

sin?(a) + cos?(a) = 1. (3.5)
Tato rovnost pouze vyjadiuje Pythagorovu vétu v pravotuhlém trojihelniku OPA

s pfeponou délky 1 a odvésnami délky sin(a) a cos(a).
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3. ELEMENTARNI FUNKCE TRIGONOMETRICKE FUNKCE

Obrazek 3.4: Geometricka konstrukce trigonometrickych funkei sinus a kosinus.

Velmi uziteéné jsou tzv. souctové vzorce pro funkce sinus a kosinus. Tyto
vzorce lze nejsnadnéji odvodit pomoci vlastnosti nasobeni komplexnich ¢isel a
vyuziti goniometrického tvaru komplexniho cisla.

sin(a + ) = sin(«) cos(B) + cos(a) sin(5), (3.6)
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(f). (3.7)

Diky sudosti funkce kosinus a lichosti funkce sinus ze vzorca (3.6) a (3.7) ihned
dostavame analogické vzorce pro rozdil

sin(a — B) = sin(«) cos(f) — cos(a) sin(f),
cos(av — 3) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(/3).

Analogické vzorce lze odvodit pro funkce tangens i kotangens. Déle z vzorcu (3.6)
a (3.7) plynou vzorce pro tzv. dvojnasobny thel, které se velmi ¢asto pouzivaji,

sin(2a) = 2sin(«) cos(a),
cos(2a) = cos?(a) — sin®*(a). (3.8)

Pomoci vztaht (3.5) a (3.8) ihned odvodim vzorce pro sinus a kosinus polovi¢niho
fihlu,

cos?(a/2) = ;(1 + cos(x)), ’ cos(a/Q)‘ = \/; (1 + cos(x)),

sin?(a/2) = ;(1 - cos(x)), ’sin(a/Q)‘ = \/; (1 - cos(x)).

O znamenku musime rozhodnout na zakladé tihlu a.
Zéakladni hodnoty funkeci sinus a kosinus jsou shrnuty v nasledujici tabulce ¢. 3.1
a jejich grafy si muzete pripomenout na obrazku ¢. 3.5.
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3. ELEMENTARNI FUNKCE TRIGONOMETRICKE FUNKCE

T T
a 0 ¢ 7 3 2
‘ 1 V2 V3
sinae 0 5 5 5 1
3 V2 1
cosa 1 5 5 5 0

Tabulka 3.1: Hodnoty funkci sinus a kosinus pro vyznac¢né thly v prvnim kvad-
rantu.

Pomoci funkei sin a cos definujeme funkce tangens tg a kotangens cotg predpisy

tga::sma, QGR\{W—FI{?W’]CGZ},
COS (v 2
cotg o := C?Sa, CXGR\{]{JTF’]{?EZ}.
sin o

Jejich obory hodnot jsou tvoreny celou mnozinou R. Pro ndzornost uvadime i jejich
grafy na obrazku ¢. 3.5.

— sin(z)
>
— cos(x)
_9x _3x -7 _=I () x T 3t 9
2 2 2 2
T
< — tg(2)
— cotg(z)

—2r _3m -1 —

m 3w 27
2

ISIET &

Obréazek 3.5: Trigonometrické funkce sin, cos, tg a cotg.

Ani jedna z doposud zavedenych trigonometrickych funkci neni prosta na svém
definiénim oboru. Pokud zvolime libovolné y z oboru hodnot funkce sin, pak exis-
tuje nekonecné mnoho x z definiéniho oboru funkce sin tak, ze sin(x) = y. Nelze
tedy zadanému y € Hg, jednoznacné priradit @ € Dy, spliujici y = sin(z). Stejna
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3. ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

poznamka plati i pro cos, tg a cotg. Trigonometrické funkce nejsou prosté a proto
k nim neexistuji inverzni funkce.

K vyTeseni tohoto problému musime trigonometrické funkce vhodné zuzit, tedy
zmensit jejich definiéni obor. Ve shodé se zazitou konvenci definujeme

i) arcus sinus, arcsin, jako inverzni funkci k sin zizené na interval (-7, 7),

ii) arcus kosinus, arccos, jako inverzni funkci k cos zuzené na interval (0, ),
iii) arcus tangens, arctg, jako inverzni funkci k tg zizené na interval (=7, 7),

iv) arcus kotangens, arccotg, jako inverzni funkci k cotg zGzené na interval

(0,7).

Otazka 12: 7 geometrické definice funkci sin a cos odvodte hodnoty sin § a cos 7.

Otazka 13: Vypoctéte hodnotu nésledujicich vyrazi.

.9
a) arcsin sin R

. T
b) sin —-

Otazka 14: Odvodte souc¢tové vzorce pro funkei tg. Tzn. vyjadiete tg(z + y)
pomoci tgz a tgy.

3.6 Exponencialni a logaritmické funkce

Ctenari je jisté dobre znamo jak definovat celoc¢iselnou mocninu realného cisla a.
Na tomto misté si ji pripomeneme. Pro prirozené n klademe

a*:=a-a---q (3.9)
T
a pron = 0 pak a’ := 1. Pro zdporna celd éisla n déle definujeme a™ := aln. Cislo

—n je pak kladné a ve jmenovateli muzeme pouzit (3.9). Napriklad plati

1
=1 2'=2.2.2.2=16, 3—225.

Dle této definice mocniny zfejmeé pro kazda cela k a n plati dilezité vztahy
a®-a" =d"™ a (ak)n = a™". (3.10)

Operaci ,,mocnéni“ s a > 0 lze definovat nejen pro celociselné koeficienty. V tento
okamzik neni jasné, jak vypo&ist hodnotu vyrazu 37, ¢ 1.228. Podrobnéji se touto
otazkou budeme zabyvat v BI-ZMA. V néasledujicim odstavci proto shrnnujeme
pouze formalni vlasnosti obecné mocninné funkce.
Pro a > 0 funkci
f(z) =a", z€D;=R,
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3. ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

nazyvame exponencialou o zakladu a. Tato funkce rozsiruje mocninnou funkci
ze zaCatku této sekce. Specialné pro cela x plati vztahy (3.9) a (3.10). Dale pro
libovolna realna x a y stale plati

y
a®-a¥ =a* a (a””) )

Na obrazku ¢. (3.6) je zndzornén znamy prubéh funkce f pro ruzné zéklady a.
Obecné lze tici, ze pro

[Wi

4 —9 9 4

Obréazek 3.6: Exponencidlni funkce.

a>1 je f ostie rostouci (f(z) < f(y) kdykolivz < y), Df =R a Hy = (0, +00).
a <1 je f ostie klesajici (f(x) > f(y) kdykolivx < y), Dy =R a Hy = (0, +00).
a =1 je f konstatni funkci s hodnotou 1.

Logaritmus je funkce inverzni k exponencidlni funkci (pfirozené pouze v pii-
padé zakladu rizného od jedné, v tomto pripadé neni exponencialni funkce prosta).
Ptesnéji feceno, z priubéhu exponencidlni funkce f(z) = a®, a # 1 vidime, Ze pro
kazdé realné ¢islo y existuje pravé jedno x splnujici a® = y. O takovéto funkei také
rikdme, Ze je prosta (v tomto pripadé na celém R).

Inverzni funkci k exponencidlni o zédkladu a, 0 < a # 1, nazyvame logaritmem
o zakladu a a znacime log,. Definicnim oborem exponencialni funkce bylo celé R
a oborem hodnot interval (0, 4+00). Odtud plyne, Ze definicnim oborem logaritmu
je Dyg, = (0,+00) a oborem hodnot logaritmu je Hy,,, = R.

7 vlastnosti exponencialy lze odvodit dilezité vlastnosti logaritmu,

a'%® =g, x>0, (3.11)
log,a" =z, x€R, (3.12)
log, xy = log, = +log,y, =,y >0, (3.13)
log, ¥ =ylog,x, x>0ayeR. (3.14)
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3. ELEMENTARNI FUNKCE ABSOLUTNI HODNOTA

Prvni dvé vlastnosti, (3.11) a (3.12), jsou pouze vyjadienim inverzniho vztahu
mezi exponencidlou a logaritmem, plati tedy definitoricky. Dokazme si vlastnost
(3.13). Pro kladna z, y existuji redlnd u, v takova, ze

r=a" a y=a"

Odtud

Takze

log, xy = u+ v = log, x + log, y.
Podobnym zpisobem lze dokazat vlastnost (3.14).
Otazka 15: Jaky je defini¢ni obor funkce f(z) = log, x2?

3.7 Absolutni hodnota

Pro realné ¢islo z klademe

>0
|| = {x e (3.15)
—x, x<0.

Funkci |- | nazyvame absolutni hodnotou. Zapis pouzity v rovnici (3.15) je tfeba
interpretovat nasledovné: Pokud je dané x vétsi nebo rovno 0, pak je |x| definovano
jako x a v pripadé ze x je zdporné je |z| definovano jako —z. Graf absolutni hodnoty
je vynesen na obrazku ¢. 3.7.

4 -2 2 4
Obrazek 3.7: Graf absolutni hodnoty.

Shrime nyni nékolik zakladnich vlastnosti absolutni hodnoty. Pt¥imo z definice
(3.15) zfejmé plyne, ze pro kazdé redlné x a y plati
| —z|=lz|, z<|z|, —z <]z, (3.16)
|z]

= m pokud y # 0.

Veledtlezitou vlastnosti absolutni hodnoty je tzv. trojuhelnikova nerovnost.

X

lz -yl = [z] - |yl,
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3. ELEMENTARNI FUNKCE DOLNI A HORNI CELA CAST

Véta 8 (Trojihelnikova nerovnost): Pro kazdé redlné x a y plati nerovnost
|7+ y| < [z +[yl.
Diikaz. Uvazme redlna x a y libovolné pevné. Pokud
e r+y=>0, pak [z +yl =z+y < |z[+yl.
e r+y<0,pak [z +y|=—x—y <|z|+ |yl
Vyuzili jsme definici absolutni hodnoty a jeji vlastnosti z (3.16). O
Otazka 16: Nacrtnéte graf funkce f(z) = |z — 1| — |2z + 1].

3.8 Dolni a horni cela cast

Dalsimi ¢asto pouzivanymi a uzite¢nymi funkcemi jsou dolni cela ¢ast a horni
cela ¢ast realného cisla.

Dolni cela ¢ast realného ¢isla x je definovana jako nejvetsi celé ¢islo mensi nebo
rovné x a znacime ji |x]. Podobné horni celd ¢ast realného ¢isla x je definovana
jako nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovné x a znac¢ime ji [2]. Grafy horni a dolni
celé ¢asti jsou uvedeny na obrazku ¢. 3.8.

y = lz] y =[]
3t R 4+ o—
o} EE—— %
14+ e—so 2+---o—e |
-3 -2 -1 1 1 o ! ! |
; ; ; & % % 1 ¢— ; ;
o b2 3 -3 -2 -1 S
| | —¢ — 1] } } & t t t
: : : 12 3
e e
- — . R
] 4 ] L3

Obrazek 3.8: Grafy dolni (vlevo) a horni (vpravo) celé ¢asti.

3.9 Shrnuti dualezitych bodi

e Zavedli jsme polynomy, zobecnéni linearnich a kvadratickych funkei.

e Umime nalézt kofeny a vrchol paraboly.
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ELEMENTARNI FUNKCE SHRNUTI DULEZITYCH BODU

e Definovali jsme trigonometrické funkce sin, cos, tg, cotg a jejich vhodné zvo-
lené inverzni funkce.

e Zname dilezité vlastnosti funci sin, cos a jejich funkéni hodnoty pro specialni
hodnoty argumentu.

e Probrali jsme vlastnosti exponencialni a logaritmické funkce.

e Zopakovali jsme definici absolutni hodnoty a dokazali platnost tzv. trojihel-
nikové nerovnosti.

e Zavedli jsme dolni a horni celou ¢ast realného ¢isla.
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Kapitola 4

Analyticka geometrie v roviné

4.1 Zakladni pojmy

Pripomenme, jak lze pomoci rovnic popisovat geometrické objekty v roviné. Tyto
pojmy jsou velmi uziteéné, nebot jak kazdy vi, vystupni zarizeni drtivého mnozstvi
elektronickych zarizeni je dvourozmérné (monitory, papir, projektory, atd.).

Uvazme v roviné pravouhly souradny systém s osami z, y a poc¢atkem O. Bod v
této roviné je popsan dvéma c¢isly, nazyvanymi souradnice bodu. Ma-li naptiklad
bod A soufadnice (1,2), piSeme’ A = (1,2). Bod A lezi na priseciku primky
rovnobézné s osou y a prochazejici x = 1 a primky rovnobézné s osou x prochazejici
y = 2. Podrobné je tato situace znazornéna na Obréazku 4.1.

Obréazek 4.1: Provothly souradny systém a bod A = (1,2).

Dalsim dilezitym geometrickym objektem je vektor. Vektory budeme oznaco-
vat malym pismenem se Sipkou, napi. @, b, ¢. Vektory chdpeme jako dvojici ¢isel?
udavajici smér, je-li dan vektor @ = (ay, az), pak ¢isla a; a as nazyvame slozkami

1Znacen{ soufadnic bodu pomoci vyrazi typu A[1, 2] nepouzivame. Toto znacen{ spise evokuje
ve Ctenafi pocit, ze A je jakasi funkce dvou promeénnych.

2Budeme stale pouzivat fadkovy zépis, i kdyz korektnéjsi by bylo psat vektory do sloupct.
Vice na toto téma se dozvite v BI-LIN.
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4. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE ZAKLADNI POJMY

vektoru a. Vektory mizeme néasobit Cislem a scitat podle predpisu
a-(ay,az) = (aar,aaz), (ar,az) + (by,b) = (a; + by, az + bs). (4.1)

O operacich ndsobeni ¢islem a s¢itani vektoru zavedenych v (4.1) se nékdy ze zfej-
mych davodu tika, ze ptsobi ,po slozkach“. Rovnost mezi vektory je definovana
intuitivng. Rekneme, Ze dva vektory @ = (aq, as) a b = (by, by) jsou si rovny, pravé
kdyz se jejich slozky rovnaji, tedy kdyz a; = b; a as = bs. Rovnost pak prirozené
zapisujeme jako a@ = b. Geometrickd interpretace operaci nasobeni ¢islem a sc¢itani
vektori je znazornéna na obrazku ¢. 4.2.

—

a-a, a>1

QL

a-a,0<a<l

Obréazek 4.2: Geometricky vyznam ndsobeni (a) a séitani vektoru (b).

Vektor mizeme nasobit ¢islem. Miizeme nésobit dva vektory mezi sebou? K to-
muto ucelu slouzi skalarni soucin. Standardni skaldrni soudin dvou vektoru
d = (a1,a2) a b= (by,by) je definovan predpisem

a- g!: CL1b1 + CLng.

Soucin se nazyva ,skalarni“, protoze jeho vysledkem neni vektor, ale ¢islo (skalar).
Skalarni soucin déle souvisi s tthlem mezi vektory. Dva vektory a a b sviraji tihel
a € (0, ) prave kdyz

-

a-b
llall f|o]

Délka vektoru @ = (ay,as) je opét ddna pomoci Pythagorovy véty. Znacime

ji ||@] a plati
|dll :=\/ai + a3 pro d= (a1, az).

Vsimnéte si, ze délku lze vyjadiit pomoci skaldrniho soué¢inu jako ||@|| = V@ - a.
Témito, a dalsimi, geometrickymi objekty se budete podrobnéji zabyvat v pred-
métu BI-LIN a to ne jen ve dvou dimenzich.
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4. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE PRIMKA

4.2 Primka

Nejjednodussim geometrickym ttvarem (mimo bod samotny), je primka. K tpl-
nému popsani primky p staci zadat bod A, kterym piimka prochazi, a smér ve
kterém primka bézi, tedy nenulovy vektor @. Piimka p je pak tvorena vsemi body
se souradnicemi

(x,y) =A+t-d, teR (4.2)

Cislu t se ¥ikd parametr, nebot parametrizuje body na pifmce. VSimnéte si, Ze
omezime-li mnozinu ze které bereme hodnoty ¢, dostaneme pouze ¢asti primky.
Napriklad pro ¢t € (0,4+00) dostavame poloprimku zac¢inajici v bodé A a mitici ve
sméru d, pro t € (0,1) dostaneme usecku spojujici body A a A + d. Tento zpusob
zadani primky, tj. pomoci rovnice (4.2), se ¢asto nazyva parametrické vyjadreni
primky.

Zminme nyni alternativni zptisob udani primky. Ptimka je tvorena vsemi body
se souradnicemi (x,y), které spliuji rovnici pfimky

axr +by +c=0. (4.3)

Konstanty a, b, ¢ jsou parametry dané piimky. V rovnici (4.3) vystupuji symboly x
a y jako nezndmé. Bod (a, 8) na zadané piimce lezi, pravé kdyz po dosazeni « za
x a f zay do (4.3) dostaneme platnou rovnost (0 = 0). Rozeberme to podrobnéji
na prikladé primky p zadané rovnici

z—2y+1=0. (4.4)

Bod (1,2) na ptimce p nelezi, protoze po dosazeni do (4.4) dostdvame —2 = 0, coZ
neni pravda. Naopak body (—1,0) a (0,1/2) po dosazni davaji 0 = 0 a na piimce
tedy 1ézi. Dva body nam staci k nac¢rtnuti primky.

Predpokladame, ze ¢tendr umi prechézet od parametrického popisu primky k
jeji rovnici a naopak.
Otézka 17: Udejte rovnici pifimky zadané parametricky: (z,y) = (1,2)+(2t, —t),
teR.
Otazka 18: Udejte parametrické vyjadreni primky zadané rovnici 3z —2y+1 = 0.
Otéazka 19: Sestrojte rovnici piimky prochazejici body (1,—3) a (2,4).

4.3 Kruznice a elipsa

Rovnici kruznice lze snadno sestavit, vzpomeneme-li si opét na Pythagorovu
vétu. Kruznice se sttedem v bodé C' = (¢, ¢2) a polomérem r > 0 je mnozina
vSech bodu (z,y) jez maji od bodu C vzdalenost rovnu 7. Tedy

(z—c1)?+ (y — c2)? =12
Na obrazku ¢. 4.3 je tato situace podrobné znazornéna.
Rovnice elipsy ma tvar
2

(55 - 61)2 (y - Cz)
a? + 2 L
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4. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE SHRNUTI DULEZITYCH BODU

(&1

Obrézek 4.3: Kruznice se stredem v bodé (¢y, ) € R a polomérem 7 > 0.

kde a a b jsou kladné parametry a A = (c1,¢y) je stfed elipsy. Parametry a a b
udéavaji délku hlavni a vedlejsi poloosy. Pokud je a = b dostavame zfejmé kruznici.
[lustrace typické elipsy je na Obrazku 4.4.

Y

&1

Obréazek 4.4: Elipsa se stfedem v bodé (¢, c2) € R a parametry 0 < a < b.

4.4 Shrnuti dialezitych bodu

e Zavedli jsme rovinny souradny systém a pojem bodu a vektoru.

e Ukéazali jsme, jak v roviné popsat primku, kruznici a elipsu.
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Kapitola 5

Varovani

Predmét BI-ZMA je prednasen na Fakulté informacnich technologii, fada stu-
denti proto mé viely vztah k riznym pocitacovym algebraickym systémum (CAS),
at uz se jednd o samostatné programy (Mathematica, Maple, Matlab, Sage, Ma-
xima, ... ) ¢i on-line aplikace (WolframAlpha). Rad bych na tomto misté upozornil,
ze ackoliv pouzivani téchto systému v zasadé vitam, muze byt pro uzivatele nedo-
state¢né zasvéceného do rtiznych partii matematiky matouci.

Namatkou bych zminil jiz klasické pasti.

e Jak to, ze In(—1), ¢i sin(i), jsou vyhodnoceny a nevraci chybu?

Odpovéd: Prakticky vsechny elementarni funkce lze rozsirit takika na ce-
lou mnozinu komplexnich ¢isel. Ano, plati In(—1) = ir a sin(i) = isinh(1).
Komplexni analyzou se vsak v BI-ZMA z ¢asovych divodu zabyvat nemu-
zeme. Na prednasce bude ale aspon zminéno jak definovat e* pro libovolné
komplexni z.

e Jak to, ze /=1 je vyhodnocena jako 3 + ?i a ne jako —17
Odpoved: Pokud jste zvidavi, snadno ovérite, ze tento vysledek neni Spatny:

1 v3Y _(1.v3 3\ (1 V3.
(2+21):<4+21_4)'(2+21):

,Problém* tkvi v tom, ze v komplexnich ¢islech ma tiloha
3 _
z>=-1, ze€C,

celkem t1i Teseni. To, které jsme dostali, je tzv. principialni feseni — feseni s
nejmensim ,argumentem®. Opét, komplexni analyzou se v BI-ZMA zabyvat
nebudeme.

e V CAS Mathematica maji rizné symboly rovnosti nasledujici vyznam.

— Symbol == se pouziva ve smyslu logické rovnosti (porovnani, zapis rov-
nic).
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5. VAROVANI

— Symbol = se pouziva ve smyslu pritazeni.

— Symbol := méa vyznam ,opozdéného vyhodnoceni®.
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Odpovédi na nékteré otazky

1 #A-4#B

3 a) Rez = 10, Imz = =5, b) Rez = 3, Imz = —4, ¢) Rez = —1, Imz = 1, d)

-2 - _1
Rez = ¢, Imz = —=.

4 a) omezend, b) pouze zdola omezend, c) neni zdola ani shora omezend, d) ome-
zena.

n
5 Ano, v pripadé ¢ = 1 plati Z ¢ =n.
k=1

6 5, —6.
7 Ani jeden ze zapist neni korektni.

8 Neni. Napriklad libovolnéa primka rovnobézna s osou y neni grafem zadné funkce,
tedy ani funkce tvaru y = ax + b s redlnymi a, b.

1++5
9 = :

2

10 a) ne, b) ano, ¢) ano, d) ano.

11 a)3a—4,b) 1, —2a3,¢c) —2a 2.
13 a) I, b) =7
15 R~ {0}.

17 .+ 2y —5=0.

18 (z,y) =(—1,-1)+t-(2,3).

19 7z —y—10=0.
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