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1 Gramatiky pro jednoduché jazykové konstrukce

Pri pouziti teorie jazykt v praktickych aplikacich stojime mnohdy pied problé-
mem, ktery muzeme formulovat takto:

Dany jazyk je popsan slovnim popisem a je tifeba sestrojit gramatiku, ktera
tento jazyk generuje.

Takto formulovany problém neni obecné algoritmicky fesitelny, proto sestrojo-
vani gramatik mize byt nékdy obtizné. V této kapitole uvedeme nékolik pii-
kladi, které ukazuji, jak pro nékteré jednoduché jazykové konstrukce sestrojit
gramatiky.

1.1 Zakladni pojmy

Gramatika je ¢tvefice G = (N, T, P, S), kde

N je mnozina neterminalnich symboli,

T je mnozina terminalnich symboli,

P je mnozina pravidel tvaru o — 3, a € (NUT)*N(NUT)*, g€ (NUT)*,

S € N je pocatecni symbol.

Derivace v gramatice G = (N, T, P, S) je relace mezi fetézci definovana
takto: yad = 39, jestlize v P je pravidlo @« — (. Symboly =F, =+ =*
budeme pouzivat pro oznaceni k-té mocniny, tranzitivniho a tranzitivné-refle-
xivniho uzévéru relace =-.

Jazyk L generovany gramatikou G = (N, T, P, S) je definovan takto:

LG)={w:weT" S="w}
Bezkontextova gramatika je gramatika, ve které kazdé pravidlo mé tvar:
A—a, Ae N, ae (NUT)"

Prava regularni gramatika je gramatika, ve které kazdé pravidlo ma jeden tvar
z téchto tvari:

A—aBnebo A—a, A, BEN, aecT.

Vyjimeéné miize byt v regularni gramatice pravidlo S — ¢ v pripadé, ze S se
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.
V dalsim textu budeme dodrzovat tyto konvence:

- malymi pismeny ze za¢atku abecedy (a,b,c,...) budeme oznacovat ter-
minalni symboly,

- malymi pismeny z konce abecedy (..., z,y, z) budeme oznacovat Fetézce
terminalnich symboli,

- velkymi pismeny (A, B, C,...) budeme oznacovat neterminalni symboly,

- feckymi pismeny (v, 3,7, . . .) budeme oznacovat fetézce terminalnich a ne-
terminalnich symbolf.



1.2 Gramatiky pro generovani koneénych jazyku

Priklad 1.1
Sestrojime gramatiky, které generuji jediny fetézec kuku. Uvedeme nékteré
gramatiky:
Gi1 = ({S}, {k,u}, {S — kuku}, S},
Gy = ({S, A}, {k,u},{S— AA A — ku}, S},
Gs = ({S, A, B}, {k,u},{S— AA,A — kB,B — u}, S},
Gy=({S,A,B,C},{k,u},{S— kA, A —uB,B — kC,C — u}, S}.
V kazdé z téchto gramatik existuje prave jedna derivace, kterd generuje fetézec
kuku. V G je tato derivace velmi jednoducha:
S = kuku.
A\ GQZ
S = AA = kuA = kuku.
A% Gg:
S = AA = kBA = kuA = kukB = kuku.
A\ G4:
S = kA = kuB = kukC = kuku.
Gramatiky G1, G2 a G3 jsou bezkontextové, gramatika G4 je regularni.

Mame-li sestrojit gramatiku pro jazyk, ktery se sklada z kone¢ného poctu
slov, pak je problém sestrojeni gramatiky velmi jednoduchy. V takovém pii-
padé muze byt problém algoritmizovan a vytvorena gramatika bude regularni.
Regularni gramatiku, ktera generuje konecny jazyk, mizeme sestrojit pomoci
nasledujiciho algoritmu.

Algoritmus 1.2

Sestrojeni regularni gramatiky pro konec¢ny jazyk.

Vstup: Mnozina slov tvofici koneény jazyk L = {x1,z2,..., 2}

Vystup: Regularni gramatika G = (N, T, P, S), ktera generuje dany jazyk L.
Metoda:

1. Sestrojime mnozinu terminalnich symbolt T tak, Ze do ni vlozime vSechny
symboly, které se vyskytuji v retézcich x1, xo, ..., Ty.

2. Pro kazdy fetézec z; = a;1a2 . . . a;;, T; € L, vytvofime pravidla:

S - a’ilAil
A’il - a’iZAiZ

Aik-1) — ik, kde

Ai1, Ai2, - -+, Ajr—1) jsou netermindlni symboly. Vytvofend pravidla vlo-
zime do P.
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3. Mnozinu neterminalnich symbold vytvoifime tak, Ze do ni vlozime poca-
tecni symbol S a vSechny neterminalni symboly vzniklé v kroku 2.

4. Pocatecni symbol gramatiky bude symbol S.

Priklad 1.3
Je ddna mnozina slov L = {les, lesdk, prales, zdlesak}. Pomoci algoritmu 1.2
sestrojime gramatiku, ktera generuje jazyk L takto:

1. Mnozina terminélnich symboli bude T' = {l, e, s, k,p,7,a,z, d}.

2. MnoZina pravidel bude obsahovat tato pravidla:

S — 1A S — [Aj S — pAy S — z A1
Al — € A2 A3 — € A4 A7 — T Ag A12 — CiAlg
A2 — S A4 — S A5 Ag — a Ag A13 — A14
As — alAs A9 — [Ayp Ay — eAis

Ag — k Al — eAnn Az — sA

A — s A — dArr

Air — k
(les) (lesdk) (prales) (zalesak)

3. Mnozina neterminalnich symbolt bude definovana takto:

N={S}U{4;:1<i <17}.
4. Pocatecni symbol je S.

7 uvedeného prikladu je vidét, ze postup uvedeny v algoritmu 1.2 vede na
gramatiku se zna¢nym poctem neterminélnich symboli a pravidel. V nékterych
pripadech je mozné pocet pravidel a pocet neterminalt snizit.

Priklad 1.4

Mnozina slov L = {les, lesdk, prales, zdlesdk} generuje také gramatika s témito
pravidly:

S — 1A S — A3 S — pA; S — z A1
Al — € A2 A3 — € A4 A7 — T Ag A12 — CiAlg
A2 — S A4 — S A5 Ag — a Ag A13 — A3
A5 — CiA@ Ag — Al
A@ — k
(les) (lesdk) (prales) (zalesak)

SniZeni po¢tu pravidel jsme dosahli tim, Ze jsme uvazili, Ze dvojice slov (les,
prales) a (lesdk, zdalesak) maji stejné pripony.

Pr1i snizovani poc¢tu pravidel a neterminalnich symboli je nutno postupovat
obezietné, protoze mizeme dojit k nasledujicimu vysledku:
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Priklad 1.5
Protoze slova les a lesdk maji stejnou predponu les, mizeme pravidla gramatiky
z predchoziho prikladu upravit takto:

S — 1A Ay — sAj S — pAy S — 2z A
Al — € A2 A5 — a A@ A7 — T Ag A12 — a A13
A2 — S A@ — k Ag — a Ag A13 — Al
Ag — Al
(les) (lesdk) (prales) (zalesak)

Tato gramatika generuje i jiné fetézce nez gramatika predchozi. Jazyk L', ktery
tato gramatika generuje, obsahuje tyto retézy:

L' = LU {pralesdk, zdles}

Sestrojovanim gramatik pro jazyky, které jsou zadany vyc¢tem fetézct (v pfi-
padé koneénych jazykl) se zabyvéa obor nazyvany inference gramatik (odvozo-
véani gramatik), ktery patii do umélé inteligence.

1.3 Gramatiky pro generovani posloupnosti a seznamu

V programovacich jazycich se velice casto vyskytuji konstrukce, ve kterych ob-
jekty podobné povahy tvofi posloupnost nebo seznam. Napriklad celé cislo je
posloupnost ¢islic. Identifikator je posloupnost pismen a ¢islic zac¢inajici pisme-
nem. Zavedeme tuto terminologii:

Posloupnost je fetézec, ve kterém jsou jednotlivé prvky umistény za sebou bez
oddélovacich symboli.

Seznam je fetézec, ve kterém jsou jednotlivé prvky oddéleny oddélovacimi sym-
boly.

Pro generovani posloupnosti a seznamt je mozno sestrojit reguladrni grama-
tiky tehdy, kdyz je mozno prvky posloupnosti generovat regularnimi gramati-
kami. V tabulce 1.1 jsou uvedeny ¢tyri gramatiky pro generovani posloupnosti
a seznamu v pripadech, kdy bud mtZe nebo nemutze byt generovan prazdny
fetézec. Jednotlivé symboly pouzité v tabulce 1.1 maji tento vyznam:

e [ je seznam nebo posloupnost (ve vSech pfipadech je poc¢atecnim symbo-
lem),

R, R’ je zbytek seznamu nebo posloupnosti,

e ¢ je prvek seznamu nebo posloupnosti,

, (¢arka) je pouzita jako oddélovaci symbol v seznamech.
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posloupnosti seznamy
bez prazdného fetézce | Ry: Ro:
L—a L—a
L —al L —aR
R —,L
s prazdnym Fetézcem | Ra: Ry:
L —e¢ L —e¢
L —aR L—a
L—a L — aR'
R — aR R — R
R—a R—a
R — aR'

Tabulka 1.1: Pravidla regularnich gramatik pro generovani posloupnosti a se-
VAIER LI

Priklad 1.6
Regularni gramatika pro generovani zapisu celého c¢isla bez znaménka ma tvar

Gy =({C},{1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}, P,C), kde P obsahuje pravidla:

C — 1]2|3]4]5|6]7/8]9]0
C — 1C|2C|3C|4C |5C |6C |7C|8C | 9C |0C

Pokud neni tfeba v zapisu ¢isla rozliSovat rizné dcislice, muzeme grama-
tiku zapsat jednodussim zpisobem tak, Zze vSechny ¢islice nahradime jedinym
terminalnim symbolem:

Gy = ({C},{d},{C — d [ dC}, O).

P1i konstrukci gramatik G a G2 byla jako vzor pouzita gramatika R; z ta-
bulky 1.1.

Priklad 1.7
Regularni gramatika pro generovani identifikdtort podle obvyklé definice (iden-
tifikator je posloupnost pismen a ¢islic za¢inajici pismenem) ma tvar:

G = ({ID, ZI},{p,d}, P, ID),
kde P obsahuje pravidla:

ID — pZI|p
ZI — pZI|dZI|p|d

P1i tvorbé této gramatiky byla jako vzor pouzita gramatika Ry z tabulky 1.1
s tim, ze prvni prvek posloupnosti ma jiny charakter nez vsechny ostatni prvky.
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Neterminalni symboly interpretujeme takto: ID-identifikator, ZI-zbytek iden-
tifikdtoru. Terminalni symboly maji tento vyznam: p-pismeno, d-¢islice.

Priklad 1.8

Regularni gramatika pro generovani seznamu formalnich parametrti procedury
nebo funkce v jazyce PASCAL mé tvar G = ({SFP, ZSFP},{f,;}, P,SFP),
kde P obsahuje pravidla:

SFP — f|f ZSFP
Z8FP — : SFP

Vyznam jednotlivych symboli je tento:
SFP — seznam formalnich parametr,
ZSFP — zbytek seznamu formalnich parametri,
f — formalni parametr.
Jako vzor pro sestrojeni této gramatiky byla pouzita gramatika Ry z tabulky 1.1.

Regularni gramatiky pro generovani posloupnosti a seznamt, jejichz pra-
vidla jsou uvedena v tabulce 1.1, obsahuji pomérné velké mnozstvi pravidel
a to zejména v pripadé, kdy se pripoustéji prazdné posloupnosti nebo seznamy.
V fadé ptipadi nelze pro prvky seznamt nebo posloupnosti sestrojit regulédrni
gramatiky, ale je mozno sestrojit bezkontextové gramatiky. V takovych pfipa-
dech je mozné i pro popis struktury posloupnosti nebo seznamu pouzit bez-
kontextovych gramatik pro generovani posloupnosti a seznamu. V tabulce 1.2
jsou uvedena pravidla gramatik s pravou rekurzi, tabulka 1.3 obsahuje pravidla
s levou rekurzi a koneéné tabulka 1.4 obsahuje pravidla LL(1) gramatik.

Poznamka:

Pravidla s pravou rekurzi maji tvar A — «A, pravidla s levou rekurzi maji
tvar A — Aa. LL(1) gramatiky jsou takové gramatiky, pro které lze sestrojit
jednoduchy deterministicky syntakticky analyzator. Podrobnéji v kapitole 10.
Gramatiky v tabulkich 1.1 — 1.4 jsou oznaceny pismeny s indexy. Pfitom gra-
matiky oznacené riiznymi pismeny se stejnymi indexy jsou ekvivalentni:

L(RZ) = L(AZ) = L(BZ) = L(Cl), pro = 1, 2, 3, 4.

Ve vsech pravidlech je pouzito oznaceni:
L — seznam nebo posloupnost (poc¢atecni symbol),
R — zbytek seznamu nebo posloupnosti,
a — prvek seznamu nebo posloupnosti,
, — oddélovaci symbol.

14



posloupnosti seznamy
bez prazdného | Bj : By
fetézce L—a L—a
L —al L —a,L
s prazdnym Bs: By:
fetézcem L —e¢ L —e¢
L —alL L—R
R—a R
R—a

Tabulka 1.2: Pravidla gramatik s pravou rekurzi

posloupnosti seznamy
bez prazdného | Ci : Cy:
fetézce L—a L—a
L — La L—L,a
s prazdnym Cs: Cy:
fetézcem L —e¢ L —e¢
L — La L—R
R— R,a
R—a

Tabulka 1.3: Pravidla gramatik s levou rekurzi

posloupnosti seznamy
bez prazdného | Aj: As:
fetézce L — aR L — aR
R — aR R — ,aR
R — ¢ R — ¢
s prazdnym As: Ay
fetézcem L — ¢ L —e¢
L — alL L — aR
R — ,aR
R — ¢

Tabulka 1.4: Pravidla LL(1) gramatik
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1.4 Gramatiky pro generovani zavorkovych struktur

Kromé seznamt a posloupnosti se v programovacich jazycich ¢asto vyskytuji
konstrukce nazyvané zavorkové struktury. Prikladem mohou byt:

e kulaté zavorky ve vyrazech,
e hranaté zavorky u indexovanych proménnych,

e prikazové zavorky begin a end pouzivané k vyznaceni blokové struktury
programu nebo k vyznaceni slozenych prikazt.

Spole¢nym znakem téchto struktur je:
1. jejich symetrie: kazdé ,oteviraci“ zavorce odpovida ,zaviraci“ zavorka,

2. moznost vnoreni: dovnitf jedné dvojice zavorek je mozno vnorit dalsi
dvojici zavorek,

3. vnofeni je mozné do libovolné hloubky.

Na rozdil od dosud probiranych konstrukeci (koneéné konstrukce, posloup-
nosti a seznamy) neni mozno zavorkové struktury generovat pomoci regularnich
gramatik. Pro generovani zavorkovych struktur je nutno pouzit bezkontexto-
vych gramatik.

Piiklad 1.9
Gramatika, kterd generuje jazyk L = {(* ) :4 > 0} m4 tvar:

G= ({S},{(,)},P,S),

kde mnozina pravidel P obsahuje pravidla:
S —e

S — (S)

Priklad 1.10
Jazyk L = {(* )" : i > 0} miZeme generovat pomoci téchto ekvivalentnich
gramatik:

G = ({S}v {(7 )}7 P, S)v
kde mnozina pravidel P obsahuje pravidla:
5—()
S — (S)

G2 = ({Sv R}v {(7)}7P7 S),

kde mnozina pravidel P obsahuje pravidla:
S— (R
R—)
R— S
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Priklad 1.11
Jazyk L = {a"b"1a®2b™2 ...a"*b™ : i1,1s,...,ir > 0} mzeme generovat pomoci
gramatiky G = ({S, R}, {a, b}, P, S}, kde P obsahuje pravidla:

S — e|aRbS
R — aRb|e

Priklad 1.12

Jazyk zavorkové struktury vyrazu, tj. takové struktury, kde kazdé oteviraci
zavorce odpovida zaviraci zavorka, zavorky jsou do sebe libovolné vnorovany
a umistovany vedle sebe, miiZzeme generovat pomoci téchto ekvivalentnich gra-

matik:
Gi = ({SE{()L{S—=(9)5]¢€}9),
Gy = ({SH{()L{S— S5(9) €} 9).

Poznamka:
Je dtlezité si vSimnout, ze v téméf vSech uvedenych prikladech gramatik pro
generovani zavorkovych struktur jsou odpovidajici si zavorky generovany vzdy
jedinym pravidlem, neboli odpovidajici si zavorky jsou umistény na pravé strané
jediného pravidla. To znamend, Ze symetrie generovanych fetézt se projevuje
i v pravidlech. Vyjimku tvoii gramatika G5 v ptikladu 1.10, kde jsou pouzita
pravidla:

S — (R

R — )[5)

Zde se pri generovani oteviraci zavorky do vétné formy prida symbol R,
ktery nutné zpisobi pridani zaviraci zavorky do vétné formy. Dosadime-li do
pravidla S — ( R za R, dostaneme pravidla

S = 010,

coz jsou pravidla gramatiky G z ptrikladu 1.10.

Kromé zavorkovych struktur typu oteviraci zavorka — zaviraci zavorka se
v programovacich jazycich vyskytuji struktury, které maji podobné vlastnosti,
ale skladaji se z vice nez dvou parovych symboli:

pocatecniho symbolu,

stfedniho symbolu a

koncového symbolu.

Priklad je vybran z programovaciho jazyka, kde jsou mozné podminéné vyrazy

tvaru:
if vyraz then vyraz close
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Priklad 1.13
,ITizavorkova® struktura se symboly if, then a close muze byt generovana

napiiklad touto gramatikou:
G = ({5}, {if, then, close}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S —e|if S then S close S
Tato gramatika generuje napiiklad tyto fetézce:

if then close
if then close if then close
if if then close then if then close close

Poznamka:
Vsimnéte si, Ze vSechny retézce, které jsou generovany uvedenou gramatikou
obsahuji stejny pocet symboll if, then a close. Pfipomenme, ze jazyk L =
{a™b"c" : i > 0}, ktery obsahuje Fetézce se stejnym poctem symbolui a, b, ¢
v uvedeném poradi, neni bezkontextovy, ale je kontextovy.
Retézec

if then® close’
je generovan gramatikou G pouze pro ¢ = 0,1. To znamené, ze uvedena gra-
matika negeneruje vSechny fetézce jazyka L.

Zavorkové struktury se mohou skladat i ze ¢tyt symboli. Priklad je z jazyka
ALGOL 68:
if vyraz then prikaz else prikaz fi.

Priklad 1.14
, Ctyfzévorkova® struktura se symboly if ,then,else,fi miize byt generovana na-
priklad gramatikou G = ({S}, {if, then, else, fi}, P, S), kde P obsahuje pravi-
dla:

S —e|if Sthen Selse S fi S.

Tato gramatika generuje napiiklad fetézce:

if then else fi

if then else fi if then else fi

if if then else fi then if then else fi else fi
if then if then else fi else if then else fi fi

Pfipometime opét, ze jazyk L = {if' then® else’ fi' : i > 0} je kontextovy
a neni bezkontextovy. Gramatika G generuje pouze fetézce if* then® else’ fi*
pro ¢ =0,1.

Zobecnime-li dosavadni vahy o zavorkovych strukturach, mtzeme sestrojit
gramatiku pro ,n-zévorkovou“ strukturu (nikoliv vSak a'b'c’...).
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Priklad 1.15
,n-zavorkova“ struktura se symboly a1, ao, . . ., a, mize byt generovana grama-

tikou G = ({S}, {a1,aq2,...,a,}, P,S), kde P obsahuje pravidla
S — e |aySaxSas...Sa,S.

Sestrojte nékolik fetézct pro n = 5,6. Pokuste se najit v néjakém jazyce
zavorkovou strukturu pro n > 4.

1.5 Priklady pro cviceni

Cviceni 1.16
Sestrojte regularni gramatiku, kterd generuje jazyk L = {begin, end, else, if,
then}.

Cviceni 1.17

Sestrojte regularni gramatiku, kterd generuje jazyk L = {he, she, his, her}.
Provedte mozna zjednoduseni tak, aby gramatika méla co nejmensi pocet pra-
videl a neterminalnich symbolf.

Cviceni 1.18

Sestrojte regularni gramatiku, ktera generuje klicova slova jazyka PLO:

L = {begin, call, const, do, end,if, odd, procedure, read, then, var, while, write}.
Provedte moZna zjednodusSeni vysledné gramatiky.

Cviceni 1.19
Sestrojte regularni gramatiku pro generovani identifikatori v jazyce C' takovou,
aby méla minimalni pocet pravidel.

Cviceni 1.20
a) Sestrojte regularni gramatiku, kterd generuje zapisy desetinnych ¢isel, tj.
posloupnost ¢islic, uvniti kazdé je nejvyse jedna tecka.
b) Ziskanou gramatiku upravte tak, aby tecka mohla byt na zacatku cisla
a na konci ¢isla. Samostatna tecka neni zapisem d¢isla.

Cviceni 1.21
Sestrojte regularni gramatiky pro generovani ¢isel v PASCALU.

Cviceni 1.22
Sestrojte gramatiku, kterd generuje parametrovou cast deklarace procedury

v PASCALU.

Cviceni 1.23
Sestrojte gramatiku, ktera generuje slozené ptikazy v jazyce PASCAL. Ptikazy
jiné nez slozené povazujte za terminalni symboly.
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Cviceni 1.24
Sestrojte gramatiku, ktera generuje hlavi¢ku procedury v PASCALU.

Cviceni 1.25
Sestrojte gramatiku, kterd generuje prikaz repeat v PASCALU. Jiny prikaz
nez repeat povazujte za terminalni symbol.

Cviceni 1.26
Sestrojte gramatiku, kterd generuje vyrazy s operatory + a — bez zavorek.
Operandy povazujte za terminalni symboly.

Cviceni 1.27
Sestrojte gramatiku, kterd generuje vyrazy s operatory + a * bez zavorek.
Operandy povazujte za terminalni symboly.

Cviceni 1.28
Sestrojte gramatiku, kterd generuje jazyk L = {(* )* : i > 0}.

Cviceni 1.29
Sestrojte gramatiku, kterd generuje jazyk L = {ww® : w € {a,b}*}, kde w’ je
reverze retézce w.

Cviceni 1.30
Sestrojte gramatiku, ktera generuje jazyk L = {wcw® : w € {a,b}*}, kde w’
je reverze Tetézce w.

Cviceni 1.31
Sestrojte gramatiku, kterd generuje vyrazy s operatory + a — a se zavorkami.
Operandy povazujte za terminalni symboly.

Cviceni 1.32
Sestrojte gramatiku, kterd generuje vyrazy s operatory + a *x a se zavorkami.
Operandy povazujte za terminalni symboly.

Cviceni 1.33
Sestrojte gramatiky, které generuji tyto jazyky:
a) {a'’ :i>j >0},
b) {a't’ :j >i >0},
c¢) {a'v/c¥ ;i = j nebo j =k},
d) {a'd :3j > i >0},
e) {w: w € {a,b}*, w obsahuje stejny pocet vyskyti symbolu a jako sym-
bolu b},
f) {a'b'a’b’ : i, > 0},
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g) {a’ :0<i<j<2i},
h) {a'bick : k < max(i,7)}.

Cviceni 1.34

Sestrojte gramatiky, které generuji tyto jazyky:
a) {a"" :n>0}U{a"c":n >0},
b) {a"z" :n >0,z € {b,c}},

c) {a"w:n>0,w e {b,b"d,c}"},

d) {a™0b":n >0} U{a™1b?" : n > 1},

e) {ab'c0: i,k > 0} u{akbicil : i,k :> 0}.

Cviceni 1.35

Sestrojte gramatiku, kterd generuje aritmetické vyrazy s unarnimi operatory
+ a — a s bindrnimi operatory +, —, %, /, 7. Vyrazy mohou obsahovat zévorky.
Operandy povazujte za terminalni symboly.

Cviceni 1.36

Sestrojte gramatiku, ktera generuje logické vyrazy s unarnim operatorem not
a binarnimi operatory or a and. Ve vyrazu mohou byt také kulaté zavorky.
Operandy povazujte za terminalni symboly.
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2 Regularni gramatiky

Regularni gramatiky jsou nejjednodussim typem gramatik. Pfesto se hodi na
popis jazykt, se kterymi se setkdvame v mnoha aplikacich.

2.1 Zakladni pojmy

Regularni gramatiky G = (N, T, P, S) délime (pro A,B € N,a € T,x € T*)
na:

1. pravé reguldrni gramatiky, jestlize pravidla v P maji tvar:
A—aB
A—a
S — € v pripadé, ze S neni na pravé strané zadného pravidla,

2. pravé linedrni gramatiky jestlize pravidla v P maji tvar:
A— B
A — 1z,

3. levé reguldrni gramatiky, jestlize pravidla v P maji tvar:
A — Ba
A —a,
S — € v pripadé, ze S neni na pravé strané zadného pravidla,

4. levé linedrni gramatiky jestlize pravidla v P maji tvar:
A — Bz
A—x.

Vsechny typy regularnich gramatik jsou navzajem ekvivalentni a mizeme
je prevadét z jedné formy do jiné.

2.2 Pravé a levé regularni gramatiky

Priklad 2.1
Je déna leva regularni gramatika
Gr = ({S,A},{0,1}, Pr, ), kterd obsahuje pravidla:
S—Al
A—S0
A—0.
L(Gp) ={(01)™: n> 0}.
Sestrojme ekvivalentni pravou regularni gramatiku Gp pomoci Algoritmu 2.14
[JPRO3].

Postup bude:
Pro pravidla
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S—AlaA— SO
vzniknou pravidla
A—1SaS— 0A.
Pro pravidlo S — Al se vytvori pravidlo A — 1.
Pro pravidlo A — 0 se vytvoii pravidlo S’ — 0A, kde S’ je novy pocatecni
symbol. Vysledna gramatika je
Gp=({59,S,A},{0,1}, Pp, S"), kde Pp obsahuje pravidla:
S'—0A
S —0A
A—1S
A—1.

Priklad 2.2
Sestrojme pravou regularni gramatiku pro jazyk, ktery obsahuje fetézce tvaru:

list id;n;id;id;.. . ;n;n;id#

To znamena, Ze fetéz zacina slovem list a konéi symbolem # a mezi témito
dvéma symboly je seznam identifikdtort (id) a ¢isel (n), v némz kazdé dva
prvky jsou oddéleny stfednikem. Identifikatory a ¢isla povazujme za terminalni
symboly.

Prava regularni gramatika ma tvar:

Gp = ({S,L, R}, {list,id,n,;,#}, P,S), kde P obsahuje pravidla:

S — list L

L—idR|nR

R—;L|#

Tuto pravou regularni gramatiku prevedeme na levou regularni gramatiku

G = (N' {list,id,n,;,#}, P',S") pomoci Algoritmu 2.12 [JPRO3]:

1. N'={S,L,RyU{S",

2. PP={L — Slist
R — Lid
R —Ln
L - R;
S" — R#
L —list }.

Je patrné, ze symbol S a pravidlo L. — Slist jsou zbytecné a muzeme je
vynechat, protoze pro S neni v gramatice zadné pravidlo.
Porovnejme derivace fetézce list id; n;id# v obou gramatikach:

Gp: S = listL = listid R = listid; L = listid;n R = listid;n; L =
listid;n;id R = listid; n;id 4,

Gr: 8= R# = Lid# = R;id# = Ln;id# = R;n;id # = Lid;n;id# =
listid; n;id #.
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Priklad 2.3
Sestrojme pravou reguldrni gramatiku pro jazyk nad abecedou {a,b}, ktera
generuje vSechny fetézce zacinajici fetézcem aba.

Gp=({S,A,B,C},{a,b}, P, S), kde pravidla v P maji tvar:

S — aA

A—bB

B—a |aC

C—a |aC|b|bC.

Tuto gramatiku pfevedeme na levou regularni gramatiku
Gr = (N',{a,b}, P',S") pomoci Algoritmu 2.14 [JPRO3]:

1. N'={S,A4,B,C}U{S"}

2. PP={A — Sa
B — Ab
C — Ba
C —Ca
C —Cb
S'" — Ba
S" — Ca
S — Cb
A —a }.

Symbol S a pravidlo A — Sa jsou zbytecné a muzeme je z vysledné gra-
matiky vyloucit, protoze pro symbol S neni v gramatice zadné pravidlo. Dale
je mozné nahradit symbol C' symbolem S’, protoze pravidla pro S’ a C' maji
stejné pravé strany, a poté vynechat duplicitni pravidla. Vyslednd gramatika
bude mit tvar:

G = ({5, A, B},{a,b}, P, S"), kde P" obsahuje:

S’ — Ba

S'— S'a

S"— S'b

B — Ab

A — a.

Priklad 2.4

Sestrojme levou regularni gramatiku pro pro jazyk nad abecedou {a, b}, ktera
generuje vSechny fetézce koncici Fetézcem aba.

Gr=({S, A, B,C},{a,b}, P,S), kde pravidla v P maji tvar:
S — Aa

A — Bb

B—a |Ca

C—a |Calb|Cb.
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Tuto gramatiku pfevedeme na pravou regularni gramatiku
Gp = (N',{a,b}, P',S") pomoci Algoritmu 2.14 [JPRO3].

1. N'={5,A,B,C}u{S"}

2. PP={A —aS
— bA
— aB
— aC
— bC
—a

— aB
— aC

—bC }.

NUnneaQw

Symbol S a pravidlo A — aS jsou zbytecné a muzeme je z vysledné gra-
matiky vyloucit, protoze pro symbol S neni v gramatice zadné pravidlo. Dale
je mozné nahradit symbol C' symbolem S’ a poté vynechat duplicitni pravidla.
Vysledna gramatika bude mit tvar:

Gp= ({5, A, B}, {a,b}, P',S"), kde P’ obsahuje:
S" — aB
S" — as’
S — bSs’
B —bA

A —a.
2.3 Pravé a levé linearni gramatiky

Priklad 2.5
Sestrojme pravou linedrni gramatiku pro jazyk, ktery obsahuje fetézce tvaru:

list id;n;id;id;.. . ;n;n;id#
Jedni se o stejny jazyk jako v prikladu 2.2.

Prava linearni gramatika ma tvar:

Gpr, = ({5, R}, {list,id,n,;,#}, P,S), kde

S — list nR

S — list idR

R —;nR

R —;idR

R— #
Tuto gramatiku pfevedeme na pravou regularni gramatiku Gpr = (N', T, P, S'),
pri¢emz pouzijeme Algoritmus 2.9 [JPRO3]:
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1. NN=N, P =0,
2. P={R - #

3. S — list Sy
S] —)’I’LR
ST —idR
R —; Ry
R]—)’I’LR
R1—>idR },

N’ = {S,RYU{Sy, Bi}.

Protoze pravidla se symboly S; a R; na levé strané maji stejné pravé strany,
milzeme pravidla s S; a R; na levé stran€ sloucit. Vznikne tato gramatika:

o= ({S, R, R}, {list,id,n,;,#}, P", S) s pravidly
S — list Ry
Ri—nR|idR
R —; Ry | #.

Vysledna gramatika je stejnd (az na pojmenovani neterminalnich symbolit)
jako gramatika v prikladu 2.2.

Priklad 2.6
Sestrojme pravou linearni gramatiku pro jazyk nad abecedou {a, b}, ktera ge-
neruje vSechny fetézce zacinajici retézcem aba.

Gpr, ={S,A},{a,b}, P, S}, s pravidly:

S — abaA

A— aA|bA|e.
Tuto gramatiku dale pfevedeme na pravou regularni gramatiku
Gpr = (N',T, P, S) pomoci Algoritmu 2.9 [JPRO3]:

1. NN=N, P =9,

2. P={A —dA

A — bA},

3. P=PU{S — a5
S1 — bSy
Sy — aA },

N'={S, A} U {51, Sa},

4. neprovedeme nic,
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5. PP=P U{A— ¢},

6. po odstranéni e-pravidel pomoci Algoritmu 2.4 [JPR03] dostaneme novou
mnozinu pravidel:

P"={S — a5
S1 — bSy
SQ—)CLA‘CL
A —a |b|laA|DbA }.

Tato gramatika je stejna jako gramatika v piikladu 2.3.

Priklad 2.7
Sestrojme levou linedrni gramatiku pro jazyk nad abecedou {a, b}, kterd gene-
ruje vSechny fetézce koncici retézcem aba.
Gpr, ={S,A},{a,b}, P, S}, s pravidly:
S — Aaba
A— Aa | Ab | e.
Tuto gramatiku dale prevedeme na levou reguldrni gramatiku

Grr = (N',T,P',S) pomoci Algoritmu 2.9 [JPRO03] :
1. NN=N, P =0,

2. P={A — Aa
A — Ab},

3. P=P U{S — Sia
S1 — So9b
Sy — Aa },

N' ={S, A} U {51, Sa},
4. neprovedeme nic,
5. PP =P U{A — ¢},

6. po odstranéni e-pravidel pomoci Algoritmu 2.4 [JPR03] dostaneme novou
mnozinu pravidel:

P ={S — Sia
S1 — Sab
So— Aa|a
A —a |b|Aa| Ab }.

Tato gramatika je stejnéd jako gramatika v prikladu 2.4.
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Priklad 2.8
Sestrojme pravou linearni gramatiku, kterd generuje vyrazy s operatory + a *
bez zavorek.

Gpr, = ({E, R},{a,+,*}, P, E), kde P obsahuje pravidla:
F—a +R ‘ a xR ‘ a
R—FE

Tuto gramatiku pfevedeme na pravou regularni gramatiku pomoci Algo-
ritmu 2.9 [JPRO3].
V jednotlivych krocich dostaneme tyto vysledky:

1. N'={E,R},P' =0,

2. PP ={F — a},

3. P =P U{E—aE, E— +R,E; — xR},

4. neprovedeme nic,

5. P =P U{R— E},G,= ({F, E1, R},{a,+,*}, P, E),
6. neprovedeme nic,

7. odstranime jednoduché pravidla pomoci Algoritmu 2.6 [JPRO3].
P'={FE —al|aFE,Ey - +R|*R,R— a|aFE1}.

Protoze neterminélni symboly E a R generuji stejné fetézce, miizeme jeden
z nich nahradit druhym. Potom:

P={F —a|aE, E1 — +E | «xE}.

Tvirci akol
Navrhnéte algoritmus pro pfimou transformaci pravé (levé) linedrni gramatiky
na levou (pravou) linedrni gramatiku.

2.4 Retézce a jejich &asti

Je-li dan fetézec x = w123 ... x,, pak fetézec y = z122...7;,J < n, je pfedpo-
nou fetézce x, fetézec z = ;41 ...2y,,J > 1 je piiponou fetézce = a fetézec
ZiTit1 . ..25,1 < i < j < n je neprazdny podietézec (faktor) Fetézce x. Mno-
zinu vSech predpon Fetézce x oznac¢me Pref(x). Mnozinu vSech pfipon ozna¢me
Suf(x). Mnozinu vSech neprazdnych podfetézci daného Fetézce x oznacme
Fac(x). Podposloupnost fetézce x nazveme fetézec y, ktery vznikne z fetézce x
tak, ze jeho nékteré symboly vynechdme. Mnozinu vSech podposloupnosti fe-
tézce = oznac¢me Sub(x).

28



Priklad 2.9
Sestrojme pravou regularni gramatiku, ktera generuje fetézec x = abba a vSechny
jeho predpony.

Gpref({S, A, B,C}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S—aA B—bC
S—a B—b
A—bB C—a
A—b

Priklad 2.10
Sestrojme levou regularni gramatiku, ktera generuje fetézec x = abba a vSechny
jeho pripony.

Gsur = ({5, A, B,C},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:

S—Aa B—Cbh
S—a B—b
A—DBb C—a
A—b

Priklad 2.11
Sestrojme pravou linedrni gramatiku, kterd generuje mnozinu Fac(abba).

Grac = ({5, A, B,C},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:

S—aA B—bC
S—bB B—e
S—bC C—a
A—bB C—e
A—e

Priklad 2.12
Sestrojme pravou reguldrni gramatiku, ktera generuje mnozinu Sub(abba).

Gsw = ({S, A, B,C},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:

S—aA A—bB
S—bB A—b
S—b A—a
S—a B—bC
S—e B—a
B—b
C—a
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2.5 Gramatiky a operace nad jazyky

S jazyky je mozné provadét mnozinové operace sjednoceni, prinik a rozdil. Déle
je mozné vytvorit komplement jazyka. Dalsi operace souvisejici s tim, zZe jazyky
jsou mnoziny fetézci, jsou soudin jazyki, mocnina jazyka a iterace jazyka (odst.
1.1 [JPRO3] ). Algoritmy, které generuji jazyky vzniklé sjednocenim, souc¢inem
a iteraci jazyka (odst. 1.4 [JPRO3]) jsou orientovany na bezkontextové grama-
tiky. Upravme tyto algoritmy tak, aby je bylo mozno ve zjednodusené podobé
pouZit pro linedrni a regularni gramatiky. Algoritmus pro konstrukci gramatiky
pro sjednoceni jazyku (Algoritmus 1.20 [JPR03]) je mozno piimo pouzit pro
levé i pravé linearni gramatiky. Pro regularni gramatiky pouzit nelze, protoze
vznikaji dvé jednoduché pravidla a maze byt porusena vlastnost regularnich
gramatik, kterd se tyka generovani prazdného fetézce. Je proto nutné tento
algoritmus upravit.

Algoritmus 2.13

Konstrukce regulédrni gramatiky (levé nebo pravé) pro sjednoceni jazyku Lq
a Lo, které jsou popsédny bud levymi nebo pravymi reguldrnimi gramatikami.
Vstup: Dvé regularni gramatiky G; a Gy (obé bud levé nebo pravé), které
generuji jazyky L1 a Lo.

Vystup: Regularni gramatika G takové, ze L(G) = L1 U Ls.

Metoda: Oznacme Gl = (Nl, T, Pl, Sl) a G2 = (NQ, T, Pz, SQ)

1. Za predpokladu, Ze mnoziny neterminalnich symbolt maji prazdny pra-
nik, vytvofime gramatiku:

G' = (NiUN U{S}, T,PLUP,U{S — 51|52}, 95), kde S je novy neter-
minalni symbol.

2. Jsou-li v gramatikach G; a G9 pravidla S; — € a Sy — € nebo je-li toto
pravidlo alespon v jedné z nich, pak tato pravidla vylou¢ime a pridame
pravidlo S — e. Dostaneme gramatiku:

G// = (N,T, (Pl — {Sl — 6}) U (P2 — {SQ — 6}) U {S — 6}
@] {S — 51‘52}, S)
V opaéném piipadé G” = G'.

3. Z gramatiky G” vylou¢ime jednoduchd pravidla S — S; a S — S5 tak,
ze pro vSechna pravidla tvaru S; — a a S; — (§ pfidame do P pravidla
S — aaS — (. Vyslednd gramatika G = (N,T, P, S) je levad nebo
prava regularni gramatika v zavislosti na tom, jakého typu byly vstupni
gramatiky.

4. Nakonec vylou¢ime zbyteéné symboly pomoci Algoritmu 3.12 [JPRO3].

Poznamka:
Pokud vstupni gramatiky G1 a Go v Algoritmu 2.13 maji néjaké spoleéné ne-
terminalni symboly, pak stac¢i v jedné z téchto gramatik takové symboly pie-
jmenovat. Pokud jsou mnoziny termindlnich symbold vstupnich gramatik G;
a (9 razné, staci vytvorit sjednoceni 7' = 77 U 15 a mnozinu T' pouzit v obou
gramatikach.
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Priklad 2.14
Jsou dany jazyky L1 = a*, Ly = b*. Sestrojme regularni gramatiku, kteréd
generuje jazyk L = a* Ub*. Pravé regularni gramatiky G1 a G2 pro jazyky L
a Ly maji tvar:

G1 = ({51,4},{a,b}, P1,51), kde P, obsahuje pravidla:

S1—e S1—aA A—aA
S1—a A—a
G2 = ({S2, B},{a, b}, P»,S2), kde P, obsahuje pravidla:
So—e So—bB B—bB
SQHb B—b

Pii pouziti Algoritmu 2.12 vzniknou tyto gramatiky:
G’ = ({S, 51,52, A, B},{a,b}, P, S), kde P' obsahuje pravidla:

SHS1 S]HE SQHE
S—So S1—aA So—bB
S]Ha SQ—)b
A —aA B —bB
A —a B —b
Protoze obé gramatiky obsahuji e—pravidla, vylou¢ime je a vytvoiime novou
gramatiku:

G" = ({S, 51,59, A, B},{a,b}, P" S), kde P"” obsahuje pravidla:
S—e S1—aA So—bB
S—5 S1—a So—b
S—So A —aA B —bB

A —a B —b

Po vylouceni jednoduchych pravidel dostaneme gramatiku:
G = ({8,851, 52, A, B}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S—e S1—aA So—bB
S—aA S1—a So—b
S—a A —aA B —bB
S—bB A —a B —b
S—b

Je zfejmé, ze v gramatice G jsou symboly S; a Sy zbyteéné a miizeme je proto
vyloucit spolu s pravidly, ve kterych se vyskytuji. Tak dostaneme vyslednou

gramatiku:
G = ({S,A, B},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S—e A—aAla
S—aAla B—bB|b
S—bBlb
Poznamka:

V uvedeném prikladu jsou pocatecni symboly vstupnich gramatik zbytecné.
Zduvodnéte proc.
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Algoritmus pro konstrukci gramatiky pro soucin jazyku (Algoritmus 1.21
[JPRO3]) je urcen pro bezkontextové gramatiky a neni mozno jej pouzit ani
pro linearni ani pro regularni gramatiky. Divodem je vznik pravidla S — 5155,
které nelze jednoduse nahradit pravidly linearnich nebo regularnich gramatik.
Proto jej musime pro tyto pripady preformulovat.

Nasledujici algoritmus je zformulovan pro pravé regularni gramatiky. Pro
levé regularni gramatiky je mozno jej jednoduse upravit.

Algoritmus 2.15

Konstrukce pravé regularni gramatiky pro soucin jazykd L; a Lo, které jsou
popséany pravymi regularnimi gramatikami.

Vstup: Dvé pravé regularni gramatiky G a Go, které generuji jazyky L1 a Lo.
Vystup: Prava regularni gramatika G takova, ze L(G) = Ly.Ls.

Metoda: Oznacéime Gl = (Nl, T, Pl, Sl) a G2 = (NQ, T, PQ, Sg), N1 N N2 = @

1. Vytvorme gramatiku
G' = (N1UNyU{S},T, P, S), kde P' vytvoiime takto:
(a) P'=PU{S — 51},
(b) do P’ ptiddme vsechna pravidla tvaru A — aB, ktera jsou v mno-
7iné Pl,
(c¢) pro vsSechna pravidla tvaru A — a z mnoziny P; vytvofime pravidla
tvaru A — aSs a ptidame je do P,
(d) pro pravidlo S; — € vytvofime pravidlo S — Sy a pfidame do P'.

2. Vylou¢ime jednoduchd pravidla vznikld v bodech 1.a) a 1.d) pomoci Al-
goritmu 2.6 [JPRO3].

3. Vylou¢ime e—pravidla pomoci Algoritmu 2.4 [JPRO3].
4. Vylou¢ime zbytecné symboly pomoci Algoritmu 3.12 [JPRO3].

Algoritmus 2.15 je moZno pouZit i pro linedrni gramatiky. V tomto pfipadé
neni nutné vylouceni e—pravidel a jednoduchych pravidel.

Priklad 2.16

Sestrojme regularni gramatiku, ktera generuje jazyk L = a*b*. Pravé regularni
gramatiky G a G jsou uvedeny v prikladu 2.14. P#i pouziti Algoritmu 2.15
vznikne gramatika:

G' = ({S, 51,59, A, B},{a,b}, P, S), kde mnozina pravidel P’ je postupné
konstruovana takto:
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) P,={S— 51,5 —¢,S —bB,Sy —b,B— bB,B — b},
) P.=P,U{S — aA, A — aA},

) P.= P/ U{S] — aS2, A — aSs},

d) P,=P.U{S— S}

o o

o

Po téchto operacich obsahuje mnozina P’ = P} tato pravidla:

S—S1 S1—aA So—e
SHSQ S]HCLSQ SQHbB
A —aA So—b
A —aSs B —bB
B —b

Po vylouceni jednoduchych pravidel ziskdme gramatiku:

G" = ({S, 51,59, A, B},{a,b}, P" S), kde P"” obsahuje pravidla:

S—aA S1—aA So—e
S—aSs S1—aSs So—bB
S—e A —aA So—b
S—bB A —aSs B —bB
S—b B —b

Je zfejmé, ze symbol S; je zbytecny a proto jej vyloucime i s pravidly, kde se
vyskytuje. Po vylouceni e—pravidel ziskdme gramatiku:

G = ({8, 52, A, B},{a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S—aA A—aA So—bB
S—aSy A—aSy So—b
S—a A—a B —bB
S—e B —b
S—bB

S—b

Gramatika G neobsahuje zadné zbyteéné symboly a proto vysledna gramatika
G=0G"

Algoritmus pro konstrukeci gramatiky pro iteraci jazyka (Algoritmus 1.22 [JPR03] )
opét nelze pouzit ani pro linearni ani pro regularni gramatiky. Proto jej prefor-
mulujeme pro pravé regularni gramatiky.

Algoritmus 2.17

Konstrukce pravé regularni gramatiky pro iteraci jazyka L, ktery je popsan
pravou regularni gramatikou.

Vstup: Prava regularni gramatika G, ktera generuje jazyk L.

Vystup: Prava regularni gramatika G’, ktera generuje jazyk L(G’) = L*.
Metoda: Ozna¢me G = (N, T, P, S).

1. Vytvofme gramatiku G; = (NU{S'}, T, P, 5"), kde P; vytvofime takto:

33



(a) PP=P—{S —e}U{S —e}, kdyz S —ec€ P,
(b) do P, ptiddme pravidla tvaru S’ — « pro vSechna pravidla tvaru

S — « z mnoziny pravidel P,

(¢) do Py priddme pravidla tvaru S — a S’ pro vSechna pravidla tvaru
S — a z mnoziny pravidel P,

(d) do P, ptiddme pravidla tvaru A — aS’ pro vSechna pravidla tvaru
A — a z mnoziny pravidel P, kde A #£ S.

2. Po vynechani zbyte¢nych symbolu (Algoritmus 3.12 [JPR03] ) dostaneme
vyslednou gramatiku G’ takovou, ze L(G') = L*.

Priklad 2.18
Je déan jazyk L = ab* U {e}. Pravé reguldrni gramatika, ktera jej generuje ma
tvar G = ({5, B}, {a, b}, P, S), kde mnozina P obsahuje pravidla:

S—e B—bB
S—aB B—b
S—a

Gramatika, kterd generuje jazyk L* méa tvar:

G1=({9,S,B},{a,b}, P, S’), kde mnozina P; obsahuje pravidla:

S'—e S'—aS’

S'—aB B—bB

S'—a B —bS8’
B—b

2.6 Priklady pro cviceni

Cviceni 2.19
Sestrojte regularni gramatiku, kterd generuje jazyk L = {(01)" : n > 0}.

Cviceni 2.20
Sestrojte reguldrni gramatiku pro jazyk nad abecedou {0,1}, ktery se sklada
z Tetézcl, ve kterych jsou bud dvé nuly nebo dvé jednicky tésné vedle sebe.

Cviceni 2.21
Sestrojte regularni gramatiku, kterd generuje jazyk nad abecedou {0,1} takovy,
ze v kazdém Tetézci je kazda jednicka nasledovana alespon dvéma nulami.

Cviceni 2.22
Sestrojte regularni gramatiku, kterd generuje jazyk nad abecedou {0,1} takovy,
ze uvnitt kazdého fetézce je podietézec 01010.
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Cviceni 2.23
Sestrojte reguldrni gramatiku, ktera generuje jazyk nad abecedou {0,1}, a v kaz-
dém Tetézci je alespon 5 nul a 2 jednicky.

Cviceni 2.24

Sestrojte pravou (Gp) a levou (Gp) regularni gramatiku, které generuji jazyk
nad abecedou {0,1}, a v kazdém Fetézci je pocet nul délitelny tFfemi. Gramatiku
Gp prevedte na levou reguldrni gramatiku G'; a tuto porovnejte s G,.

Cviceni 2.25
Prevedte nasledujici pravé regularni gramatiky na levé regularni gramatiky.

a) G=({ID,ZI},{p,d}, P,ID), kde P obsahuje pravidla:
ID—pZI|p
21— pZI|d Z1|p|d

b) G = ({SFP,ZSFP},{id,;}, P,SFP), kde P obsahuje pravidla:
SEP — id|id ZSFP
ZSFP —; SFP

Cviceni 2.26
Je dan kone¢ny jazyk L = {zdvod,vodnik, podvod, zdvodnik}. Provedte tyto
kroky:

a) Sestrojte linearni gramatiku Gy;y, pro L.

b) Pro ziskanou gramatiku sestrojte ekvivalentni regularni gramatiku G.4.

c) Provedte mozna zjednoduseni gramatiky Gyeg.

Cviceni 2.27
Sestrojte pravou (G pr,) a levou (G 1) linedrni gramatiku, ktera generuji fetézce
nad abecedou {p,n,:,;} (p ... pfikaz, n ... navésti), které maji tyto vlastnosti:

a) seznam piikazii mize byt prazdny,
b) kazdy piikaz je od nasledujiciho oddélen jednim nebo nékolika st¥edniky,
c) kazdy ptikaz mize mit libovolny pocet navésti, za kazdym navéstim je
dvojtecka.
Gramatiku G py, pfevedte na pravou regularni gramatiku Gpr a gramatiku

G 1, prevedte na levou regularni gramatiku G 1 g. Gramatiku G r dale prevedte
na pravou regularni gramatiku G’» a porovnejte s Gppg.

Cviceni 2.28
Navrhnéte algoritmus na konstrukci regularni gramatiky, ktera generuje dopl-
nék zadaného regularniho jazyka L.
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3 Konecéné automaty

3.1 Zakladni pojmy

Deterministicky koneény automat M je pétice M = (Q, T, 6, qo, F'), kde
Q@ je koneénd mnozina vnitinich stav,

T je konefna mnozina vstupnich symboli,

0 je zobrazeni z Q) x T do @,

qo € @ je pocatecni stav,

F C @ je mnozina koncovych stavi.

Koneény automat je uplné urceny, kdyz d(q,a) je definovdno pro vsechny
dvojice (¢,a) € Q x T.

Kone¢ny automat je nedeterministicky, kdyz J je zobrazeni z Q x T do
mnoziny podmnozin Q).

Nedeterministicky konecny automat s e—ptechody je takovy, Ze & je zobra-
zeni z Q) X (T'U{e}) do mnoziny podmnozin Q. U nedeterministického konecného
automatu s vice po¢ate¢nimi stavy je misto stavu gp mnozina poc¢atecnich stavi
I1cCaQ.

Konfigurace kone¢ného automatu je dvojice (¢, w), kde

q je vnitini stav,
w je dosud neprectend ¢ast vstupniho fetézce.

Pocateéni konfigurace koneéného automatu M = (Q, T, 6, qo, F') je dvojice
(qo, w), kde w € T™* je vstupni slovo. Koncové konfigurace je dvojice (g, €), kde
qge F.

Prechodem v koneéném automatu M nazveme relaci mezi dvéma konfigu-
racemi a zapisujeme ji takto:

(¢, aw) F (p,w), kde ¢,p € Q,a € T,we T*.

Tento prechod je mozny tehdy, kdy# 6(g, a) obsahuje p. Pomoci symboli F*,
T, F* oznacujeme k-tou mocninu, tranzitivni a koneéné reflexivni a tranzitivni
uzaveér relace .

Jazyk pfijimany koneénym automatem M = (Q,T),6,qo, F) je definovan
takto:

L(M)={w:weT* (q,w)r* (g,¢c),q€ F}.
Kone¢né automaty M a M’ nazgvame ekvivalentni, jestlize L(M) = L(M').

3.2 Konstrukce deterministickych koneénych automatu

Priklad 3.1
Sestrojme koneény automat M nad abecedou = {a,b} takovy, ktery pfijima
jazyk L(M) ={z : z € {a,b}*, x obsahuje alespon tii symboly a}.

M = ({0,1,2,3},{a,b},0,0,{3}), kde zobrazeni § je definovano tabulkou
pfechodti a pfechodovym diagramem na obr. 3.1.
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W=
W=
W= ||

b b b a,b
START § % g % g %
a ] a 5 a 8

Obrazek 3.1: Tabulka pfechodt a prechodovy diagram konecného automatu
z prikladu 3.1

Priklad 3.2
Sestrojme koneény automat M nad abecedou T = {a, b} takovy, ktery pfijima
jazyk L(M) = {z : x € {a,b}*, x obsahuje fetézec aaa} = {zraaay : x,y €

{a, 017}

M = ({0,1,2,3},{a,b},0,{3}), kde zobrazeni ¢ je definovéano tabulkou pfe-
chodti a pfechodovym diagramem na obr. 3.2.

WIN = OIS
W=
wWlo|o|o|S

Obrazek 3.2: Tabulka pfechod a prechodovy diagram konecného automatu
z prikladu 3.2
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Priklad 3.3
Sestrojme koneény automat M nad abecedou T' = {0, 1} takovy, ktery pfijima
jazyk L(M) ={z :z € {0,1}", x je v binarni soustavé nasobek t¥i}.

M = ({90, q1, g2}, {0,1},0, qo,{qo}), kde zobrazeni ¢ je definovano tabulkou
pfechodti a pfechodovym diagramem na obr. 3.3.

0 0 1
40 | 40 | 4,
q, q: | 49

Obrazek 3.3: Tabulka pfechodt a prechodovy diagram konecného automatu
z prikladu 3.3

Ukazme nékolik posloupnosti pfechodt tohoto automatu:

(QOa 0) = (QOa 5)7

(20,11) = (q1, 1) - (g0, €),

(o, 100) - (g1,00) - (g2,0) F (q1,€), (tento Fetézec nebyl pfijat, stav g
neni koncovy),

(QOa 110) t (Cha 10) = (QOa 0) = (Qan)a

(90, 1001) F (g1,001) F (g2,01) = (g1, 1) - (go, €)-

Priklad 3.4

Sestrojme koneény automat pfijimajici jazyk, ktery obsahuje fetézce tvaru:
list id;n;id;id;.. . ;n;n;id#

Kazdy retézec zacina slovem list a konéi symbolem #. Mezi témito dvéma

symboly je seznam identifikatora (id) a ¢isel (n), v némz kazdé dva prvky jsou

oddéleny strednikem. Identifikatory a ¢isla povazujeme za vstupni symboly.

Koneény automat M = ({S, L, R, A}, {list,id,n,#,;},6,S,{A}) ma zobrazeni

0 definovano tabulkou na obr. 3.4. Zde je i jeho pfechodovy diagram.

Priklad 3.5

Sestrojme koneény automat, ktery pfijima fetézce nad abecedou {0, 1} zacina-

jici fetézcem 010. Vysledny automat ma pfechodovy diagram na obr. 3.5.
Automat je zkonstruovan tak, Zze je v ném cesta pro fetézec 010 na zacatku

a potom smycka pro libovolny fetézec.
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list | id n N #

2 | 2 | e o
=
=

Obrazek 3.4: Tabulka pfechod@ a prechodovy diagram konecného automatu
z prikladu 3.4

Obrazek 3.5: Pfechodovy diagram deterministického konecného automatu z pii-

kladu 3.5

3.3 Konstrukce nedeterministickych kone¢nych automati

Neékdy je vhodné sestrojit nejdfive nedeterministicky kone¢ny automat a potom
jej prevést na deterministicky.

Priklad 3.6

Sestrojme kone¢ny automat, ktery pfijima fetézce nad abecedou {0, 1} takové,
které konci fetézcem 010. Tento automat méa prechodovy diagram na obr. 3.6.
Ziskany automat je zkonstruovan tak, Ze je v ném na zacatku smycka pro
libovolny fetézec a do koncového stavu vede cesta pro fetézec 010. V tomto
pripadé je ovsem automat nedeterministicky.

Priklad 3.7
Sestrojme nedeterministicky koneény automat M, ktery pfijima jazyk L(M) =
{z: x € {a,b}*, tieti symbol od konce je symbol b}.

M = ({1,2,3,4},{a,b},d,1,{4}). Tabulka prechodi a pfechodovy diagram
automatu M je na obr. 3.7.
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Obrazek 3.6: Prechodovy diagram nedeterministického kone¢ného automatu

z prikladu 3.6

1,2

£ =N [US] 1\ Py He P
Ll ANN I S
w

Obrazek 3.7: Pfechodovy diagram a tabulka pfechodt z prikladu 3.8
3.4 Konecéné automaty s c—prechody a vice pocatecénimi stavy

Priklad 3.8

Je dan koneény automat s e—ptechody M = ({0,1,2,3},{a,b},0,0,{1,2,3}),
kde zobrazeni 4 je definovano prechodovym diagramem na obr. 3.8. Tento au-
tomat prijima vSechny faktory retézce aba.

Obrazek 3.8: Kone¢ny automat s e—prechody z ptikladu 3.8

Jeho tabulka pfechod méa tvar:
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W=D
[\

Sestrojme ekvivalentni deterministicky koneény automat M’. P¥itom pouZijeme
Algoritmus 2.41 a Algoritmus 2.51 [JPRO03].

e—CLOSURE(0) = {0,1,2},
e—CLOSURE(1) = {1},
e—CLOSURE(2) = {2},
e—CLOSURE(3) = {3}.

8'(0,a) = 6(0,a) U d(1,a) U §(2,a)
= {1} U U {3}
= {173}7

8'(0,b) = §(0,b) U 6(1,b) U 6(2,b)

0 u{f{2} uon

= {2}

Vysledkem této konstrukce je nedeterministicky koneény automat M’ (viz Al-
goritmus 2.41 [JPRO3]), jehoz tabulka prechodt ma tvar:

| a |b
011,3]2
1 2
213

3

Obrazek 3.9: Nedeterministicky kone¢ny automat z prikladu 3.8

Vysledny deterministicky konecny automat

je

M" = ({0,13,2,3},{a,b},0”,0,{0,13,2,3}), jehoz tabulka pfechodi méa

tvar:
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0 | a | b
0 |13]2
13 2
213

3

Piechodovy diagram automatu M” je na obr. 3.10.

Obrazek 3.10: Deterministicky koneény automat z ptikladu 3.8

Automat M” se nazjva faktorovy automat. Tento automat p¥ijima vsechny
podfetézce (faktory) fetézce aba. Jiny nazev pro tento automat je DAWG

(Directed Acyclic Word Graph).

Priklad 3.9

Je dan koneény automat s e—prechody M = ({0, 1, 2,3}, {a,b},4,0,{0,1,2,3}),
kde zobrazeni § je definovano pfechodovym diagramem na obr. 3.11. Automat
prijimé vSechny podposloupnosti fetézce aba.

Obrazek 3.11: Kone¢ny automat s e—prechody z prikladu 3.9

Jeho tabulka mé tvar:

) ble
0|1 1
1 2|2
2|3 3
3

Sestrojme ekvivalentni deterministicky kone¢ny automat. Pfitom pouzijeme Al-
goritmy 2.41 a 2.51 [JPRO3].

e—CLOSURE(0) = {0,1,2,3},
e—CLOSURE(1) = {1,2,3},
e—CLOSURE(2) = {2,3},
e—CLOSURE(3) = {3}.
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8'(0,a) = 6(0,a) Ud(1,a) U d(2,a) Ud(3,a)
= {1} U u{3t U
= {1,3},
8'(0,b) = 6(0,b) U6(1,b) U (2,b) U H(3,b)
=0 u{2}y uo U
= {2},
8 (1,a) = 6(1,a) Ud(2,a) U (3,a)
=0 u{3} uo
= {3}
§'(1,b) = 6(1,b) U6(2,b) U(3,b)
= {2} U uo

= {2},

8'(2,a) = 6(2,a) U d(3,a)
= {3} U
= {3},

8(2,b) = 6(2,b) U 6(3,b)
= {0},

8 (3,a) = 0,

5(3,) = 0.

Vysledkem této konstrukce je nedeterministicky koneény automat M’ jehoz
tabulka pfechodd ma tvar:

Obrazek 3.12: Nedeterministicky konecny automat z ptikladu 3.9

Vysledny deterministicky konecny automat je
M" = ({0,13,2,3},{a,b},d",0,{0,13,2,3}), jehoz tabulka pfechodi m4 tvar:
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| a|b
0 [13]2
13 3 |2
213

3

Obrazek 3.13: Deterministicky koneény automat z ptikladu 3.9

Automat M" ptijimé vSechny podposloupnosti fetézce aba. Nazyva se také
DASG (Directed Acyclic Subsequence Graph).

Priklad 3.10
Je dan kone¢ny automat, jehoz prechodovy diagram je na obr. 3.14. Sestrojme

Obrazek 3.14: Koneény automat s e—ptechody z prikladu 3.10

ekvivalentni deterministicky kone¢ny automat bez e—pfechodi.
Nejdiive ur¢ime (viz. Algoritmus 2.41 [JPRO03]):

e—CLOSURE(0) ={0,1,2},

e—CLOSURE(1) ={1, 2},

e—CLOSURE(2) = {2},

e—CLOSURE(3) ={3,1,2}.

e—CLOSURE(4) = {4,2}.

e—CLOSURE(5) = {5}.

— — — N —

Vysledny konecny automat mé pfechodovy diagram na obr. 3.15.
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Obrazek 3.15: Nedeterministicky a deterministicky koneény automat z prikladu

3.10

Priklad 3.11
Sestrojme koneény automat, ktery prijima jazyk
L ={x:ze{a}", |x| je délitelné tFemi nebo péti}.
Nejdiive sestrojime dva automaty, které ptijimaji jazyky:
Ly ={z1:x1 € {a}*, |x1| je délitelné tfemi} a
Ly ={xg: x2 € {a}*, |x2| je délitelné péti}.
Ptrechodové diagramy téchto automatt jsou na obr. 3.16. Vysledny automat

START

Obrazek 3.16: Konecné automaty z piikladu 3.11 pfijimajici jazyky Li a Lo

sestrojime tak, Ze to bude automat, ktery ma mnozinu pocatec¢nich stava I =
{1,4}.

Sestrojime-li automat s jednim poc¢ateénim stavem (Algoritmus 2.46 [JPRO3]),
pak dostaneme nedeterministicky koneény automat, jehoz prechodovy diagram
je na obr. 3.17. Po determinizaci tohoto kone¢ného automatu dostaneme auto-
mat s pfechodovym diagramem na obr. 3.18.

Podobného vysledku dosdhneme, kdyz vytvorime novy stav g a pfidame ¢
ptrechody d(q,e) = {1,4}. Pfechodovy diagram tohoto automatu je na obr 3.19.
Po odstranéni e-prechodu ziskdme kone¢ny automat (Algoritmus 2.41 [JPR03]),
jehoz ptrechodovy diagram je na obr 3.20. Po jeho determinizaci dostaneme
kone¢ny automat s pfechodovym diagramem na obr. 3.21. Tento automat je
ekvivalentni s automatem na obr. 3.18.
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Obrazek 3.17: Pfechodovy diagram konecéného automatu s jednim pocatecnim
stavem z ptikladu 3.11

Obrazek 3.18: Piechodovy diagram deterministického kone¢ného automatu
z prikladu 3.11

Obrazek 3.19: Prechodovy diagram automatu s e—pfechody z prikladu 3.11
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Obrazek 3.20: Prechodovy diagram konecného automatu po odstranéni e—
ptrechodti z prikladu 3.11

Obrazek 3.21: Prechodovy diagram konecného automatu po odstranéni e—
ptrechodti z prikladu 3.11
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3.5 Konstrukce deterministickych koneé¢nych automatu pro za-
dané nedeterministické kone¢né automaty

V celém tomto odstavci je pro konstrukeci deterministickych konec¢nych auto-
matt pouzit Algoritmus 2.51 [JPRO3].

Priklad 3.12
Je dan nedeterministicky koneény automat M = ({z, f},{a,b},d,2,{f}), kde
zobrazeni J je definovano tabulkou:

) a b
z {2, f}| 0
fl 0 |1 {s}

Tomuto nedeterministickému automatu odpovida iplné uréeny deterministicky
koneéng automat M = ({[2], [f, [z, f1}, {a,b}, 8" [2], {[f], [z f1}), kde &' je de-
finovano tabulkou:

) a b
[2] |[ef]| O
[z, ]| [z f] | [f]
[f] 0 |1
0 0 0

Priklad 3.13
Je dan nedeterministicky koneény automat M = ({qo, ¢1, 92, ¢3, g4}, {0, 1}, 0,
90, {92, q4}), zobrazeni ¢ je definovano tabulkou:

) 0 1
qo | 90,43 | 90, Q1
q1 q2
q2 q2 qe
q3 q4
g4 g4 q4

Sestrojme deterministicky koneény automat M’ tak, aby L(M) = L(M'").
M = ({qo], (90, 3], [90, a1, [90, 43, 94], [90, a1, @2] [90, G1, G4], (90, G2, G3],
[90, 41, 42, 44, [90, 92, 43, q4] }, {0, 1}, ', [q0]; {[q0 43, q4], [90, 41, @2], [q0, 41, 4],
[90, g2, g3, [q0, 91, 42, 4], [q0, G2, 3, q4] }), kde &’ je definovano tabulkou:
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& 0 1
[40] [90, g3] [90, 1]
(90 q3] (90, 43 q4] [90, q1]
[90, q1] (90, q3] (90, 91, q2]
[90, 43, G4 [90, 43, 4] [90, q1, q4]
[90 41, G2] [90, G2, 3] [90 41, G2]
{70, a1, G4 {70, @3, G4 (70, a1, @2, a4
[90, 42, G3] (90, 42, g3, ] | [q0, q1, G2
(90, 415 G2, q4] | [q0, @2, 3, q4] | [q0, 41, G2, Gd]
(90, 42, G3, q4] | (g0, @2, 43, q4] | [q0, 41, 42, G4

Priklad 3.14

Sestrojme deterministicky konecny automat, ktery je ekvivalentni nedetermi-
nistickému kone¢nému automatu z ptikladu 3.6. Jeho prechodovy diagram je
na obr. 3.22.

Obrazek 3.22: Pfechodovy diagram deterministického kone¢ného automatu
z prikladu 3.14

Priklad 3.15
Je dan nedeterministicky koneény automat M = ({qo, ¢1, ¢2}, {a, b}, d, qo, {q2} },
kde

5(qo, a) = {q1, ¢2},
5(q1,a) = {qo0, q1 },
d(q2, a) = {q0, @2},
6(q0,b) = {qo},

6(q2,0) = {a }-
Jeho prechodovy diagram je na obr. 3.23.
Sestrojme deterministicky koneény automat M’ takovy, aby platilo L(
L(M).
M = ({[q0]; [q1], [q0, @1], lq1, g2], [q0, 1, @2], }, {a, b}, 5,, [q0]; {11, 2], [90, @1, @21 }),
kde zobrazeni ¢ je ddno tabulkou pfechodi:

M) =
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7

1) a b
[q0] lq1, g2 [q0]
[q1] [90, q1] 0
[90, q1] [90, q1, 4] [q0]
1, %2] | le0,q1,q2] | [a1]
[90, g1, @2] | [90,q1, 2] | [90, q1]

Obrazek 3.23: Pfechodovy diagram nedeterministického konecného automatu
z prikladu 3.15

Priklad 3.16
Sestrojme deterministicky koneény automat M, ktery pfijima jazyk L(M) =
{z : x € {a,b}*, druhy symbol zprava je symbol b}.

Nejdiive sestrojime nedeterministicky koneény automat M " ktery prijima
jazyk L(M). M = {p,q,7r},{a,b}, 8, p, {r}). Jeho tabulka pfechodt a pfecho-
dovy diagram je na obr. 3.24.

Deterministicky koneény automat M sestrojeny pomoci Algoritmu 2.51
[JPRO3] méa tabulku pfechodt a pfechodovy diagram na obr. 3.25.
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14 P | P9
q r r
-

Obrazek 3.24: Pfechodovy diagram a tabulka pfechodt nedeterministického
kone¢ného automatu z prikladu 3.16

p a b
pqg | p | pPq
pr | pr | pqgr
pgr| p | pq
pr | pgr

Obrazek 3.25: Tabulka pfechodi a prechodovy diagram deterministického ko-
necného automatu z prikladu 3.16
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3.6 Minimalizace mnoziny stavu koneéného automatu

Pri ndvrhu automatu se nam vétsinou podari do jeho popisu zavést tzv. ekviva-
lentni stavy. V této kapitole si proto ukdzeme zptsob, jak v automatu nahradit
ekvivalentni stavy tak, aby vysledny automat byl ekvivalentni s automatem
puvodnim.

Priklad 3.17

Je dédn kone¢ny automat M = ({A,B,C, D, E, F},{a,b},d, A {A}), kde zob-
razeni J je uvedeno na obr. 3.26 ve formé pfechodového diagramu a tabulky
pfechodti. P¥i podrobnéjsim rozboru lze zjistit, ze stavy C' a E miizeme nahra-
dit jednim stavem CF s tim, Ze pfisluSnym zpisobem upravime zobrazeni §.

o | O Q| | >
= QeI T W e
Ol Q| | Qe

Obrazek 3.26: Prechodovy diagram a tabulka prechodd konecného automatu

z prikladu 3.17

Definice 3.18
Necht konecény automat M = (Q, T, 6, qo, F'). Stavy automatu ¢;,q; € @ jsou
ekvivalentni tehdy, kdyz vSechny mozné posloupnosti prechodt zacinajici ve
stavech ¢; a g; a pro kazdy fetézec vstupnich symboli vedou v obou pripa-
dech bud do koncového stavu nebo do stavu, ktery neni koncovy. Presnéji to
znamend: Pro kazdy fetézec x € T*, ktery muze byt automatem M precten,
plati:

(gi,z)F ... F(q1,¢),

(gj, ) ...F(g2,¢) abud qi,q € F nebo q1,q2 ¢ F.
Pokud stavy ¢; a g; nejsou ekvivalentni, pak jsou rozlisitelné.
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Metoda minimalizace spoc¢iva v nalezeni tfid téchto ekvivalentnich stavi
a jejich nahrazeni stavem jedinym. Metoda, kterou zde uvedeme je pouzitelna
pouze pro uplné urcené automaty. To ovSem neomezuje pouzitelnost metody
na automaty netplné uréené, nebotf vzdy lze jednodusSe zkonstruovat k net-
plné uréenému automatu automat Gplné urceny tak, aby oba automaty byly
ekvivalentni (viz. Algoritmus 2.22 [JPRO03] ).

Metoda postupuje ,,odzadu“. Nejdrive rozlisi stavy do dvou t¥id podle toho,
zda jsou ¢i nejsou koncové. V dalsim kroku se rozlisi stavy uvnitt kazdé tiidy
podle toho, zda pro konkrétni symbol existuje pfechod do koncového stavu ¢i
nikoliv. To znamend, podle toho, do jaké tFidy vede prechod pro konkrétni sym-
bol. V tabulce prechodi se toto déleni provadi tak, ze pro kazdy stav a symbol
se urci, do které t¥idy patfi cilovy stav prechodu. Stavy se shodnymi hodnotami
v fadku tabulky prechodu ztstavaji ve stejné tfidé, stavy s riznymi hodnotami
je nutno rozdélit do separatnich tifid. Tento proces se opakuje tak dlouho, dokud
dochazi v kazdé iteraci k nartstu poctu t¥id.

Casova slozitost popsaného algoritmu je v nejhorsim piipadé O(n?), v nej-
lepsim prfipadé O(n), kde n je pocet stavii pivodniho automatu.

Algoritmus 3.19

Minimalizace deterministického uplné uré¢eného koneé¢ného automatu.

Vstup: Deterministicky Gplné uréeny koneény automat M = (Q, T, 4, qo, F).
Vystup: Koneény automat M,,;, ekvivalentni s automatem M, ktery ma
nejmensi pocet stavi.

Metoda:

1. Vytvofime dvé t¥idy vnitinich stavi. Q11 = F a Q12 = Q \ F. Ttida
Q1,1 bude tedy obsahovat vSechny koncové stavy automatu M, tiida Q12
vSechny ostatni stavy automatu M. Pfifadime do k dvojku (k := 2).

2. Vytvorime tabulku pfechodl pro vsechny stavy ¢ € Q. Misto cilovych
stavli budeme ale v tabulce uvadét t¥idu cilového stavu.

3. Kazdou tfidu @y, rozdélime do tiid Qri1,41 aZ Qrt1,yn tak, aby stavy
v jedné t¥idé mély shodné fadky v prechodové tabulce.

4. k. =k+1.

5. Kroky 2, 3 a 4 opakujeme tak dlouho, dokud dalsi iterace neobsahuje
stejné tridy jako iterace predchozi, t.j. Qr . = Qk—1, pPro viechna x.

6. Vysledny automat bude obsahovat pro kazdou t¥idu jeden vnitini stav.
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Priklad 3.20

Uplné uréeny deterministicky koneény automat M je zadan v piikladu 3.17.

Sestrojme k nému ekvivalentni deterministicky automat s minimalnim poctem

stavi. Postup bude tento:

Krok 1: Rozdélime stavy automatu do dvou t¥id podle toho, zda jsou ¢i nejsou
koncové. Vysledné déleni do tiid 1 a 2 je uvedeno v poslednim sloupci
tabulky na obr. 3.27. Ttida koncovych stavii 1 obsahuje jediny kon-
covy stav automatu: Q1,1 = {A}. Zbylé stavy jsou vSechny obsazeny
v tridé 2: QLQ = {B, C, D, E, F}

5 [ a [ b [ Qua
A B C 1
B D A 2
C E F 2
D A C 2
E C F 2
F A D 2

Obrazek 3.27: Tabulky pfechodd po prvnim kroku minimalizace kone¢ného
automatu z prikladu 3.20

Krok 2: Tabulku prechodd pro automat M prekreslime tak, Ze cilové stavy
nahradime ¢islem tiidy, do které cilovy stav patfi. Napriklad ze stavu
A prechézi automat pro symbol a do stavu B, ktery je obsazen v t¥idé
Q1,2. Pro kombinaci (A, a) proto bude v tabulce uvedena hodnota 2.
Vysledek je vidét v tabulce na obr. 3.28 a) ve sloupcich pro 6, a, b.

Q @ Q

-
N

L s L

B

MO QW
NN NN N o
.-ka.-lkc,own—\:?
o Ol Q| | >
B WA W
W%WW[\D#—‘&O

[ O O GRS

DN DN NN DN
=R W W N

Sl = w| x|l

S
~—

Obrazek 3.28: Tabulky prechodd pfi minimalizaci kone¢ného automatu z pii-

kladu 3.20, kroky 2, 3 a 4
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Krok 3:

Krok 4:

k = 2. Podle pfechodt pro symboly a a b vytvorime novou sadu tiid.
Ttidu 1 jiz nelze dal délit a proto ziistane zachovana: Q21 = {A}. Ttida
2 se rozpadne na tfi rizné tfidy podle toho, jak vypadaji pfechody pro
konkrétni stavy. Je vidét, ze naptiklad stavy B a C se lisi v pfechodu
pro symbol b, proto je musime separovat do dvou tiid, v tomto ptripadé
konkrétné do tfid Q22 a (J2.3. Timto zpisobem rozdélime tiidu (12
na tf‘idy Q272 = {B}, Q273 = {C, E}, Q274 = {D, F} Vysledné déleni
do t¥id je vyznaceno v poslednim sloupci tabulky na obr. 3.28a).
Opakujeme kroky 2 a 3 pro tiidy Q2 ,. Aktualizovand tabulka pfe-
chodi je uvedena v tabulce na obr. 3.28b). Vytvotfime dalsi iteraci t¥id
Q3. Jak je z tabulky patrné, neni nutné delit tiidy Q2,1, Q2,2 a Q23.
Proto Q371 = Q271, Q372 = Q272 a Q373 = Q273. Tridu Q274 vSak rozdélit
musime, protoze stavy D a F' maji v tabulce odlisné hodnoty v fad-
cich. Vytvorime proto tiidy Q34 = {D} Q35 = {F'}. Vysledné déleni
je opét znézornéno v poslednim sloupci tabulky na obr. 3.28b). Poté
znovu opakujeme kroky 2 a 3, tentokrat ale pro t¥idy ()3 .. Dostaneme
tabulku na obr. 3.29a) a z ni zjistime, Ze jiz neni nutné zadnou t¥idu
déle délit. Ziskali jsme 5 t¥id vzadjemné ekvivalentnich stavii.

Qx| 0 | a | b 6| a| b
1 Al 2|3 1123
2 B |41 2141
3 CcC|3|5 31315
3 E |35 4 1113
4 D|1]3 5111 4
5 Fl1]4

a) b)

Obrazek 3.29: Tabulky prechodd pfi minimalizaci kone¢ného automatu z pii-

kladu 3.

Krok 5:

20, kroky 4, 5

Vysledny automat M,,;, sestrojime takto: Pro kazdou tiidu Q3 , vy-
tvofime jeden stav automatu. Mame pét tiid, automat M,,;, bude
tedy obsahovat pét stavii. Tfida (31 obsahovala stav A, ktery byl po-
¢atenim stavem automatu M a zaroven byl koncovym stavem v au-
tomatu M. V novém automatu M, proto bude stav 1 odpovidajici
tridé Q3,1 stavem pocatecnim a zdroven stavem koncovym. Tabulka
prechodd nového automatu M,,;, odpovida pfechodim v tabulce na
obr. 3.29a) a je uvedena v tabulce na obr. 3.29b).

Z tohoto vysledku je zfejmé, ze stavy C a FE jsou ekvivalentni (srovnej
s piikladem 3.17)
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Priklad 3.21

Uplné uréeny deterministicky kone¢ny automat M = ({A, B,C, D, E, F,G},{a,b}, 4,
A,{D}), kde zobrazeni § je zaddno tabulkou pfechodi zobrazenou v tabulce

na obr. 3.30a). Sestrojme k nému ekvivalentni deterministicky automat s mi-
nimalnim poctem stavu.

d a b Ql,:r: Ql,:r: d a b Q2,:r:
A C B 1 1 A 1 1 1
B G D 1 1 B 1 2 3
C D E 1 1 C 2 1 4
D | D D 2 1 E 2 1 4
E | D F 1 1 F 2 1 4
F | D | C 1 1 G| 1] 2 3
G B D 1 2 D 2 2 2
a) b)

Obrazek 3.30: Tabulky prechodd pfi minimalizaci kone¢ného automatu z pii-

kladu 3.21

Postup déleni na t¥idy je zachycen v tabulkdch na obr. 3.30a),b) a 3.31a).
Jak je patrné z tabulky na obr. 3.31a), stavy B a G jsou ekvivalentni a proto
je mozné je nahradit stavem jedinym a rovnéz tak stavy C, F a F jsou ekviva-
lentni a taktéz je mozné je nahradit jedinym stavem. Vysledny automat M,
ktery predstavuje miniméalni formu zadaného vstupniho automatu M ma ta-
bulku prechodt uvedenou v tabulce na obr. 3.31b).

E

B WIN| =S,
NWIN| &
INI N W o

qu;.nc,oww»—liac
NI QIQ WO >
O N[ w oA
AR o o o] | o

S
~—

b)

Obrazek 3.31: Tabulky prechodd pfi minimalizaci kone¢ného automatu z pii-

kladu 3.21
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3.7 Operace s konenymi automaty

Priklad 3.22
Jsou dany automaty M;j a M nad abecedou {0, 1}. Automat M; pijimé fetézce
zacinajici 010:
Ly ={w:we{0,1}*,w=010v,v € {0,1}*},
automat My pfijima fetézce zacinajici 101:
Ly ={w:w e {0,1}*,w=101v,v € {0,1}*}.
Sestrojme konec¢ny automat M, ktery pfijima jazyk LiU Lo. Nejprve sestrojime
automaty My a M.
M, = {{07 1,2,3, 0}7 {07 1}7 41, 0, {3}}7
My ={{0,1,2,3,0},{0,1},92,0, {3} }.
Jejich tabulky pfechodt a pfechodové diagramy jsou na obr. 3.32

M] . M2 .
01 101 do | 0|1
0110 0|01
102 1120
21310 2103
3133 3133
01010 D100

Obrazek 3.32: Pfechodové diagramy a tabulky pfechod automatt M; a My
z prikladu 3.22

Automat M ziskdme jako sjednoceni automati My a Ms podle Algoritmu
2.71 [JPRO3).
M = {{(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(9,2),(3,0),(9,3), (9,0)},{0,1},4,(0,0),
{(3,0),(0,3)}} a jeho tabulka prechodii a pfechodovy diagram je na obr. 3.33.
Stavy (3,0) a (0, 3) jsou ekvivalentni.
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Obrazek 3.33: Tabulka prechodidi a pfechodovy diagram konecného automatu
z prikladu 3.22

Priklad 3.23
Jsou dany automaty M; a My nad abecedou {a, b}. Automat M; pfijima fetézce
tvaru b*a*, automat M, pfijima Fetézce obsahujici alesponi dva symboly a.
Sestrojme automat M pfijimajici jazyk L(My) N L(Ms).
Zde je tieba definovat automaty M7 a Ms.
M, = ({07 1}7 {av b}a 41,0, {1})7
kde zobrazeni é; je zadano tabulkou pfechodi a prechodovym diagramem na
obr. 3.34.

My = ({07 1, 2}7 {av b}a 42,0, {2})7
kde zobrazeni d9 je zadano tabulkou pfechodi a prechodovym diagramem na
obr. 3.35.

M = {{(0,0), (1, 1), (1,2)}, {a, b}, (0,0), {(1,2)}.

Tabulka prechodtl a pfechodovy diagram je na obr. 3.36.
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Obrazek 3.34: Tabulka prechodidl a prechodovy diagram automatu M; z pii-

kladu 3.23
b b a
START a a @
b

S5, | a b
0 1 0
1 2 1
2 2 2

Obrazek 3.35: Tabulka prechodidl a pfechodovy diagram automatu My z pii-
kladu 3.23
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0,0) | (1.,1) | (0,0)
(1L, | (1,2)
(1,2)

Obrazek 3.36: Tabulka prechoddi a prechodovy diagram automatu M z pii-
kladu 3.23

Priklad 3.24

Sestrojme koneény automat, ktery ptrijima doplnek jazyka
L = ab*a.

Tuto tlohu budeme fesit ve tfech krocich:

1. Sestrojime konec¢ny automat, ktery pfijima jazyk L. Jeho pfechodovy
diagram je na obr. 3.37.

Obrazek 3.37: Konec¢ny automat, ktery prijima jazyk L = ab*a z prikladu 3.24

2. Protoze sestrojeny automat neni iplny, doplnime jej na Gplny pomoci Al-
goritmu 2.22 [JPRO3]. Vytvofime stav C' a do néj nasmérujeme chybéjici
pfechody. Pfechodovy diagram tohoto automatu je na obr. 3.38.

3. Vysledny automat vytvorime tak, Zze zaménime role koncovych stavi. Ve
vysledném automatu bude mnozina koncovych stavi F' = {5, A, C'}. Stav
B nebude koncovy.

Priklad 3.25

Jsou dany automaty M; a M, nad abecedou {0, 1}. Automat M; pfijiméa jazyk
Fetézc koncicich dvéma nulami: Ly = {w : v € {0,1}*, w = v00} a jeho pfe-
chodovy diagram je na obr. 3.39. Automat My pfijima jazyk Fetézct konéicich
dvéma jednic¢kami: Ly = {w : v € {0,1}*,w = v11} a jeho pfechodovy diagram
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Obréazek 3.38: Uplny koneény automat, ktery piijima jazyk L = ab*a z pii-
kladu 3.24

je na obr. 3.40. Sestrojme automat M ptijimajici jazyk Lj.Lo (zFetézeni jazykl
L a L) pomoci Algoritmu 2.80 [JPR03]. Automat M ma pfechodovy diagram,
ktery je zobrazen na obr. 3.41.

Obrézek 3.40: Automat pfijimajici jazyk Lo z ptikladu 3.25
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Obrézek 3.41: Automat M pt¥ijimajici zfetézeni jazykt Ly a Lo z pfikladu 3.25

Priklad 3.26

Sestrojme automat piijimajici jazyk L = (ab)*. Nejprve sestrojime automat
M’ pijimajici jazyk L' = {ab}. Automat M ziskdme jako automat pfijimajici
iteraci jazyka L pomoci Algoritmu 2.82 [JPRO3]. Deterministicky automat M
je znadzornén na obr. 3.42.

START a b
oo

Obrézek 3.42: Automat piijimajici iteraci jazyka L' z piikladu 3.26

Priklad 3.27

Sestrojme kone¢ny automat prijimajici iteraci jazyka L = a*b. Nejdtive sestro-
jime konec¢ny automat pfijimajici jazyk L. Jeho tabulka prechodi a pfechodovy
diagram je na obr. 3.43. Dalsim krokem je sestrojeni nedeterministického ko-

a
0 1

Obrazek 3.43: Tabulka prechodidl a pfechodovy diagram konecného automatu

z prikladu 3.27

ne¢ného automatu s e-prechody, ktery prijima jazyk L*. Ten sestrojime tak,
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7e vytvofime novy pocéateni stav 0, ktery bude sou¢asné koncovy, a doplnime
prechody:

§(l,e) =0,

5(0,e) =0.
Ptechodovy diagram tohoto automatu a jeho ekvivalentu bez e-prechodi je na
obr. 3.44.

Obrazek 3.44: Prechodovy diagram kone¢ného automatu s e-pfechody, ktery
pfijimé jazyk L* z ptikladu 3.27 a jeho deterministicky ekvivalent

3.8 Konecéné automaty pro retézce a jejich ¢asti

Priklad 3.28

Sestrojme kone¢ny automat, ktery prijima fetézec x = abba a vSechny jeho
neprazdné predpony:

Mpref = {A,B,C,D, E}, {a,b},5,A,{B,C, D, E}), kde zobrazeni ¢ je zadano
pfechodovym diagramem na obr. 3.45.

START . a ‘ b . b @ a .

Obréazek 3.45: Prechodovy diagram automatu Mp,..s z piikladu 3.28
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Priklad 3.29

Sestrojme kone¢ny automat, ktery prijima fetézec x = abba a vSechny jeho
neprazdné ptipony. Mg, = ({4, B,C, D, E},{a,b},d, A,{E}), kde zobrazeni
0 je zadano prechodovym diagramem na obr. 3.46.

Obréazek 3.46: Piechodovy diagram konecného automatu Mg, z ptikladu 3.29

Tento automat obsahuje e—prechody. Po jejich odstranéni dostaneme nedeter-
ministicky kone¢ny automat s prechodovym diagramem na obr. 3.47. Determi-
nisticky koneény automat mé prechodovy diagram na obr. 3.48

Obrazek 3.47: Pfechodovy diagram nedeterministického konecného automatu
z prikladu 3.29 po odstranéni e—prechodi

Obrazek 3.48: Deterministicky kone¢ny automat z ptikladu 3.29

Priklad 3.30
Sestrojme koneény automat, ktery pfijimé mnozinu fetézctu Fac(abba).

Mpee = ({A,B,C,D,E},{a,b},0,A,{B,C,D,E}), kde zobrazeni ¢ je
stejné jako v prechodovém diagramu na obr. 3.46. Automat Mp,. se lisi od
automatu Mg, z prikladu 3.29 jen tim, ze stavy B, C' a D jsou koncové.
To znamend, ze pfijimé predpony vsech pfipon (viz ptiklad 3.28). Podobnym
postupem jako v pfikladu 3.29 ziskdme deterministicky koneény automat ekvi-
valentni s automatem M gy, jehoz prechodovy diagram se lisi od prechodového
diagramu na obr. 3.48 tim, Ze ma vSechny stavy kromé stavu A koncové.
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Priklad 3.31
Sestrojme koneény automat, ktery prijima mnozinu fetézcti Sub(abba).

Mgsw = ({A,B,C,D,E},{a,b},0,A,{B,C,D, E}), kde zobrazeni ¢ je za-
déno prechodovym diagramem na obr. 3.49.

Obrazek 3.49: Pfechodovy diagram konec¢ného automatu Mg, z prikladu 3.31

Tento kone¢ny automat obsahuje e—pfechody. Tyto e-pfechody zajisti, ze je
mozné libovolny pocet symboli vynechat. Po jejich odstranéni ziskame nede-
terministicky kone¢ny automat s prechodovym diagramem na obr. 3.50. Deter-
ministicky kone¢ny automat ma prechodovy diagram na obr. 3.51.

Obrazek 3.50: Pfechodovy diagram nedeterministického konecného automatu
z prikladu 3.31 po odstranéni e—pfechodi

Obrazek 3.51: Pfechodovy diagram deterministického kone¢ného automatu

z prikladu 3.31
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3.9 Priklady pro cviceni

Cviceni 3.32
Sestrojte koneény automat, ktery pfijiméd koneény jazyk L = {les, lesdk,
prales, zdlesdk}.

Cviceni 3.33
Sestrojte kone¢ny automat, ktery prijima jazyk retézci tvaru:
Ty Ty ey T
V kazdém fetézci mize byt koneény pocet symbold z a pritom kazdé dva
jsou oddéleny c¢arkou.

Cviceni 3.34
Sestrojte deterministické kone¢né automaty pfijimajici tyto jazyky:
(a) L(M) ={z:2 € {4,8,1}", x obsahuje podietézec 481}.
(b) L(M) ={z:z €{a}*, délka x (|z|) je délitelnd bud dvéma nebo tfemi }.
(¢) L(M) = {z: 2z € {0,1}*, pocet nul je sudy a pocet jednicek je délitelny
tfemi }.

Cviceni 3.35
Sestrojte deterministicky konecny automat ekvivalentni nedeterministickému
automatu, ktery je zadan pfechodovym diagramem na obr. 3.52.

Obrazek 3.52: Nedeterministicky konecny automat z cviceni 3.35

Cviceni 3.36
Sestrojte deterministické konecné automaty ekvivalentni automattim, které jsou
zadany pfechodovymi diagramy na obr. 3.53.

Cviceni 3.37
Sestrojte kone¢ny automat, ktery pfijima jazyk L = {(01)" : n > 0}.

Cviceni 3.38
Sestrojte kone¢ny automat pfijimajici jazyk nad abecedou {0,1}, ktery se sklada
z Tetézcl, ve kterych jsou bud dvé nuly nebo dvé jednicky tésné vedle sebe.
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Obrazek 3.53: Nedeterministické automaty z cviceni 3.36
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Cviceni 3.39
Sestrojte kone¢ny automat, ktery pfijimé jazyk nad abecedou {0,1} takovy, ze
v kazdém fetézci je kazda jednicka nasledovana alespon dvéma nulami.

Cviceni 3.40
Sestrojte kone¢ny automat, ktery pfijimé jazyk nad abecedou {0,1} takovy, ze
uvnitt kazdého fetézce je podietézec 01010.

Cviceni 3.41
Sestrojte kone¢ny automat, ktery pfijima jazyk nad abecedou {0,1}, a v kazdém
fetézci je alesponn 5 nul a 2 jednicky.

Cviceni 3.42
Sestrojte deterministicky koneény automat, ktery prijima fetézce nul a jednicek,
pro které plati:

pocet nul je délitelny tfemi,

(a
(b

)
pocet jednicek je délitelny péti,
et jednicek je délitelny péti
(c) pocet nul je délitelny tfemi a pocet jednicek je délitelny péti,
)

(d) binarni éislo, které fetézec nul a jednic¢ek reprezentuje, je délitelné tfemi.

Cviceni 3.43
Kolik stavti bude mit minimalizovany automat, pokud ptvodni automat byl
aplné uréeny a mél vSechny stavy koncové?

Cviceni 3.44
Minimalizujte automaty zadané prechodovymi diagramy na obrazku 3.54.

Cviceni 3.45
Jsou dany deterministické koneéné automaty M; = ({1,2}, {a,b},d1,1,{2}),
kde zobrazeni ¢; je zadano tabulkou pfechodu:

51 a b
1

N —

1

My = ({1,2,3},{a,b},d2,1,{3}), kde zobrazeni J, je zaddno tabulkou pfe-
chodti:

(=%}
)

WD =
=l WiN| R
DN | W o
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Obrazek 3.54: Konecné automaty z cviceni 3.44
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Sestrojte kone¢né automaty prijimajici jazyky:

L1 L(Ml) U L(Ma),

L(My) N L(Ma),
L3— L(My) - L(Mz),
Ly = L(My)*.

Cviceni 3.46

Pro néasledujici dvojice deterministickych koneénych automatt sestrojte auto-
maty prijimajici sjednoceni, priunik, a zfetézeni jazykt pfijimanych témito
automaty.

(a) Mg = ({17 2}7 {a’v b}véla’ 1, {2})
M, = ({17 2}7 {a’v b}762a’ 1, {1})

01 | | b og | @ | b
1 212 1 1
1|1 2 211

(b) Mlb = ({17 27 3}7 {a’v b}, 61ba 17 {27 3})
M2b = ({17 27 3}7 {a’v b}, 62ba 17 {17 3})

o |a|b op | @ | b

11213 1 132

2 131 2 113

3 112 3 121
(¢) Mic=({1,2},{a,b}, b1, 1,{2})
Ms. = ({1,2},{a, b}, 02, 1,{2})

d1c | a|b 0oc | @ | b

1 (2|2 1 (2|1

111 1
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4 Regularni vyrazy
4.1 Zakladni pojmy
Reguldrni vjraz nad abecedou A lze sestrojit podle nésledujicich pravidel:

1. 0, &, a jsou reguldrni vyrazy pro vSechna a € A.

2. Jsou-li z,y regularni vyrazy nad A, pak:

(a) (z+vy) (sjednoceni)
(b) (zy) (zFetézeni)
(c) (z)* (iterace)

jsou regularni vyrazy nad A.

Hodnotou h(x) reguldrniho vyrazu t je regularni jazyk a je definovan takto:

L. h(0) = 0,h(e) = {e}, h(a) = {a},
h(w+y) = h(z) Uh(y),
h(zy) = h(z).h(y),

h(z*) = (h(z))".

x

Priklad 4.1
Méjme regularni vyraz ab. Hodnotou tohoto regularniho vyrazu je regularni
jazyk L, tedy mnozina fetézct. Podle definice hodnoty regularniho vyrazu plati:

h(ab) = h(a).h(b) = {a}.{b} = {ab}.

Hodnotou regularniho vyrazu ab je tedy jednoprvkova mnozina fetézct nad
abecedou A = {a, b}, jenz obsahuje jediny fetézec ab. Tato mnozina tvofi regu-
larni jazyk L.

4.2 Konstrukce regularnich vyrazua

Priklad 4.2
Sestrojme regularni vyraz, jehoz hodnotou je jazyk tvoreny jedinym fetézcem
oko.

Zactneme u elementarniho reguldrniho vyrazu. Regularni vyraz o popisuje
jediny Fetézec o, nebot hodnota h(o) vyrazu o je jazyk h(o) = {o}. Podobné je
h(k) = {k}. Oba jazyky dale mizeme zfetézit

h(ok) = h(0).h(k) = {o}.{k} = {ok}.
Regularni vyraz ok opét zietézime s vyrazem o

h((ok)o) = h(ok).h(0) = (h(0).h(k)).h(0) =
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— ({0} {k}){o} = {ok}.{o} = {oko}.

ReSenim je vyraz (ok)o. Operace zietézeni je asociativni. To znamena, ze Fese-
nim je tedy i vyraz o(ko), nebot

h(o(ko)) = h(0).h(ko) = h(0).(h(k).h(0)) =

= {o}.({k}.{0}) = {o}.{ko} = {oko},
(ok)o = o(ko) = oko.

Priklad 4.3
Sestrojme regularni vyraz jehoz hodnotou je jazyk {host, most}.
7 predchoziho prikladu je zfejmé, jak sestrojit regularni vyraz pro jedno-
slovny jazyk. Sestrojme regularni vyraz pro jazyk s kone¢nou mnozinou fetézct.
Nejprve sestrojime regularni vyrazy pro jednotlivé fetézce:

h(host) = {host},

h(most) = {most}.

Nyni pouzijeme funkci sjednoceni:
h((host) + (most)) = h(host) U h(most) =

= {host} U {most} = {host, most}.

Pri zapisu regularnich vyrazti ma operace sjednoceni nizsi prioritu nez operace
zietézeni, proto lze feSeni prikladu zapsat jako host 4+ most.

Vsimneme-li si, Ze fetézce host a most kon¢i na shodnou ptiponu ost. M-
Zeme tedy vytvorit nejprve reguldrni vyraz pro jazyk {h, m} a ten dale zfetézit
s reguldrnim vyrazem pro jazyk {ost}. Tim ziskdme reguldrni vyraz (h+m)ost,
ktery je rovnéz spravnym feSenim prikladu, nebot plati:

h((h 4+ m)ost) = h(h + m).h(ost) = (h(h) U h(m)).h(ost) =

= ({h} U {m}){ost} = {h,m}.{ost} = {host, most}.

Priklad 4.4
Sestrojme regularni vyraz popisujici nekoneény jazyk fetézct {otec, praotec,
prapraotec, praprapraotec, ...}.

Kazdy regularni vyraz popisujici nekonecny jazyk obsahuje alespon jednu
iteraci, protoze kazdy nekoneény jazyk obsahuje fetézce, ve kterych se néktera
skupina symbolii mize opakovat. V nasem pripadé€ se opakuje predpona pra.
Vysledny regularni vyraz je sloZen z opakujici se pfedpony pra a pripony otec
takto:

(pra)*otec.
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Priklad 4.5
Jaky regularni vyraz nad jednoznakovou abecedou {a} popisuje vSechny fetézce
se sudym poctem znaki?

Sudy pocet znaku fetézce mizeme chapat jako libovolny pocet dvojic znakt
aa. Tyto dvojice se v fetézci mohou libovolné opakovat. ReSenim je regularni

vyraz
(aa)*.

Priklad 4.6
Vytvoime regularni vyraz pro jazyk fetézcti nad abecedou {0,1} slozenych z tro-
jic nul a jednicek.

Zakladnim kamenem je trojice nul a trojice jednicek, tedy regularni vyrazy
000 a 111. Regularni vyraz 000 + 111 oznacuje mnozinu Fetézcia {000, 111}.
Pomoci operace iterace ziskdme pozadovany regularni vyraz:

(000 4 111)*.

Priklad 4.7

Naleznéme regularni vyraz pro jazyk fetézci zabezpeceny sudou paritou. Ta-

kovy jazyk nad abecedou {0,1} tvofi vSechny Fetézce se sudym poctem jednicek.
Regularni vyraz pro jazyk fetézct se sudym poctem jednicek bez nul je:

(11)*.
Za kazdou jednickou mtze nasledovat libovolné mnozstvi nul:
(10%10%)*.
Pted prvni jedni¢kou miize byt také libovolné mnozstvi nul. ReSenim je vyraz:
0*(10*10™)*.
Jingm spravnym fesenim je i vyraz:
(0¥10*1)*0™.

ktery vznikl také z vyrazu (11)*, ale zcela symetricky uvazujeme, ze nuly mohou
byt pfed kazdou jednickou a nakonec priddme nuly tvofici konec fetézce. Oba
regularni vyrazy popisuji stejny jazyk.

4.3 Upravy regularnich vyrazua

Dva rizné regularni vyrazy mohou mit stejnou hodnotu jako napriklad v pfti-
kladu 4.7. Pro popis urcitého jazyka jsou rovnocenné, ale pfi jejich porovnani,
shodu jejich hodnoty pfimo nezjistime, protoze zapis obou vyrazi se lisi. Ri-
kame, ze takové regularni vyrazy jsou ekvivalentni.
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7 daného regularniho vyrazu muiuzeme odvozovat ekvivalentni regularni vy-
razy odvozovanim pomoci sady axiomu (viz odst. 2.4.1 [JPRO03] ), podobné jako
upravujeme algebraické vyrazy.

Piiklad 4.8
Upravme vyraz V = 0%(0* + 1*). Pfiklad feSime takto:

V. = 00" +0*1* (dlstrlbutlvnost)
Vo= 040" (a*a* =aY),

V = 0% (e+1% (dlstrlbutlvnost)
V 0*1* (e+a* =a").

4.4 Regularni rovnice a jejich reseni

Dalsi moznosti popisu regularniho jazyka je soustava regularnich rovnic. Tako-
vou soustavu je mozno fesit a jejim FeSenim je regularni vyraz.

Priklad 4.9

Je déan jazyk L nad abecedou {0, 1}, do kterého patii vSechny fetézce slozené
ze samych jednic¢ek a ukoncend nulou. VSechny tyto fetézce mtzeme jednoduse
popsat indukci:

1. fetézec 0 patii do jazyka L,
2. pokud patii do jazyka L Fetézec x, patfi tam i fetézec 1x.

Jinak Feceno x patfici do jazyka L je bud 0 nebo 1z. To lze vyjadfit reguldrni
rovnici

r=0+1z (R)

Resenim této rovnice je takovy reguladrni vyraz, po jehoz dosazeni za x dosta-
neme ekvivalentni regularni vyrazy na levé i pravé strané rovnice. V nasem
pripadé je takovym feSenim vyraz x = 1*0, protoze po dosazeni do rovnice (R)

dostaneme:
10 = 0+1(170) dosazenim,
10 = 0+ (11%)0 protoze a(bc) = (ab)c,
10 = (e+11%0 protoze a + ba = (¢ + b)a,
10 = 1% protoze € + aa™ = a*.

Zobecnime-li tento vysledek, muzeme pro regularni rovnici z = ax + 3, kde «
a (3 jsou regularni vyrazy, najit feseni ve tvaru z = o*3. Podobné pro rovnici
r = xa + [ existuje feSeni x = fa*

Soustavy regularnich rovnic miZzeme feSit napf. postupnym dosazovanim
podobné jako soustavu linearnich algebraickych rovnic.
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Priklad 4.10

Je déna soustava regularnich rovnic:
A=0(A+ B),
B=1+A.

Soustavu fesime vyjadienim jednoho z vyrazi (A nebo B) a dosazenim do
druhé rovnice. Za¢neme dosazenim za B ze druhé rovnice B =1 + A do prvni
rovnice:

A=0A+1+A).
Po apravach dostaneme:

A=0(A+1),

A=0A+0L1.
Resenim prvni rovnice je:

A =0*01.
Vyraz A dosadime do druhé rovnice a ziskdme B:

B =1+0%01.
Po apravach dostaneme:

B = (¢ +0*0)1,

B =0*1.
Resenim soustavy rovnic je:

A =0%01,

B =0*1.

Priklad 4.11
Resime soustavu reguldrnich rovnic:
A=0A+1B+1,
B=1A+0B+0.
Vyjédfime-li A z prvni rovnice, dostaneme A = 0*(1B + 1) a dosadime za
A do druhé rovnice:
B =10(1B+1)+0B+0.
Upravme:
B =10"1B + 101+ 0B + 0,
B =(10*1+0)B 4 10*1 + 0.
Resenim druhé rovnice je:
B = (10*1 + 0)*(10*1 4 0).
Vyraz B dosadime do rovnice A = 0*(1B+1):
A =0"(1(10"1 4+ 0)*(10*"1 4+ 0) + 1).
A opét upravme:
A =0"(1(10"1 4+ 0)*(10*1 4+ 0) + 1),
A =0"1((10"1 4+ 0)*(10*1 4+ 0) + ¢),
A =0*1(10"1 + 0)*.
Resenim soustavy rovnic je:
A = 0*1(10*1 + 0)*,
B = (10*1 + 0)*(10*1 4 0).
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4.5 Derivace regularnich vyrazu

Derivaci regularniho vyrazu V podle fetézce x je takovy vyraz, jehoz hodnotou
jsou fetézce vzniklé odtrzenim predpony x od fetézct z mnoziny h(V). Pro
vypocet derivaci regularniho vyrazu plati nasledujici pravidla:

1L Y=V,

2. & =9,

3. &y,

4. B = (), jestlize a # b,

5. % — ¢ jestlize a = b,

6. WG — 4l 4 4,

7 %:%V + {4 e e W)},
. 4 gy

9.

Pro z = a1as...a,, a; €T :

v _ d (_d d_(dv
e = 2o Ga Cogag (@ay) )

Priklad 4.12

Urceme derivaci vyrazu V = 10*1 podle 1:

% = %0*1 (pravidlo 7),
= ¢0*1 (pravidlo 5),

= 071 (Gpravou).

Priklad 4.13
Urceme derivaci vyrazu V = 010 + 101 4+ 0*1 4 1*0 podle 0:

dV  _ d010 , d101 , d0*1 |, d1*0
a0 T d0+d0+d0+d0

(pravidlo 6

= B0+ F01+ Q1+ G+ 450+ % (pravidlo 7
= 10+ G501+ %1+ %+ 450+c  (pravidlo 5
= el0+ L1+ 40+ (
= el0+ Q0" 1+ D170+« (pravidlo 8
(

(

(

= el0+ R0*1+e pravidlo 4
= €l0+e0"1 +¢

= 104+0*1+¢

)
)
)
pravidlo 4)
)
)
pravidlo 5)

upravou)
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Priklad 4.14
Vyjadieme derivaci vyrazu V = 10*1*0 podle vyrazu 100:

% = d%(j_o(%(lo*l*o))) (pravidlo 9)
= (d@(507170) (pravidlo 7)
= 4o(i(e0°1°0)) (pravidlo 5)
= & (i5(07170)) (Gpravou)
= o+ 40 (pravidlo 7)
= %(c&oo* 1*0 + %0 + %) (pravidlo 7)
= %(2_80*1*0 + %1*0 + %) (pravidlo 8)
— 4(c0"1"0+ D170 +¢)  (pravidlo 5)
= %(0*1*0 +€) (pravidlo 4)
= 45+ % (pravidlo 6)
= do;(l)*o (pravidlo 2)
= %1*0 + d}% (pravidlo 7)
- %1*0 + %0 + g—g (pravidlo 7)
= R0 10+ F1ro+BH (pravidlo 8)
= 0"1"0+ L1*0+ ¢ (pravidlo 5)
= e0"1*0+¢ (pravidlo 4)
= 0"1"0+¢ (tpravou)

Priklad 4.15
Derivace stejného vyrazu jako v pfikladu 4.14 V' = 10*1*0 podle vyrazu 011:

% %(%(%(10*1*0))) (pravidlo 9)
= 4(d(dlg170))  (pravidlo 7)
= £(&(00°170)) (pravidlo 4)
= d% ( Z—? ) (Gpravou)
= a (pravidlo 3)
= 0 (pravidlo 3)
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4.6 Integraly regularnich vyrazu

Integral regularniho vyrazu V' podle fetézce x je takovy vyraz, jehoz hodnotou
jsou fetézce vzniklé pfiddnim predpony z k fetézcum z h(V). Pro urcovani
integralu regularniho vyrazu plati nasledujici pravidla:

1. [Vde=V,

2. [eda = a,

3. [0da =1,

4. [V da=aV,

5. Pro x = a1as...ay, a; € T:
JVde=[..[[(JV day)dap—1]...da;.

Priklad 4.16
Vypoctéme integral vyrazu 101 + 010 podle fetézce 1:
JVdl = [(101+ 010)d1,
= 1(101 + 010) (pravidlo 4)
= 1101+ 1010 (Gpravou)

Priklad 4.17
Vypoctéme integral vyrazu 101 4+ 010 podle fetézce 00:
JV doo = [[[(101+4 010)d0]dO
= [[0(101 + 010)]d0
= 0[0(101 + 010)]
= 00101 + 00010

pravidlo 5)
pravidlo 4)
pravidlo 4)

~—~

upravou)

Priklad 4.18
Vypoctéme integral vyrazu (1*01 + 0)*1 podle Fetézce 101:

JVdior = [{J[f(101+0)*1d1]d0}d1 (pravidlo 5)
= [{/1(1"01 + 0)*1d0}d1 (pravidlo 4)
= [01(1*01 4 0)*1d1 (pravidlo 4)
= 101(1*01 +0)*1 (pravidlo 4)
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4.7 Regularni vyrazy pro retézce a jejich ¢asti

Priklad 4.19
Sestrojme regularni vyraz, ktery popisuje fetézec x = abba a vSechny jeho
neprazdné predpony:

a + ab + abb + abba
= ale +be+ble+a))).

Priklad 4.20
Sestrojme regularni vyraz, ktery popisuje fetézec x = abba a vSechny jeho
neprazdné pripony:
abba + bba + ba + a
= (((a+e)b+e)b+¢)a.

Priklad 4.21
Sestrojme regularni vyraz, ktery popisuje mnozinu Fac(abba). Prvni zptsob
vychézi z toho, Ze popisujeme predpony vsech pripon:

RV; = ale+ble+ble+a)))

+ b(e +b(e +a))
+ b(e +a)
+ a

Druhy zpisob je zaloZzen na tom, Ze popisujeme pripony vSech predpon:

RVy = ((a+e)b+e)b+e)a

(
((a +e)b+e)b
+a+e)b

+a

Dokazte ekvivalenci téchto dvou regularnich vyrazu.

Priklad 4.22
Sestrojme reguldrni vyraz, ktery popisuje mnozinu Sub(abba).

RV =(a+e)(b+e)b+e)(a+e)
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4.8 Priklady pro cviceni

Cviceni 4.23
Naleznéte regularni vyraz pro jazyk trojice fetézcu {first, second, third}.

Cviceni 4.24
Jaky regularni vyraz popisuje fetézce nad abecedou T' = {0, 1}, které zacinaji
nulou?

Cviceni 4.25
Jaky jazyk je hodnotou regularniho vyrazu 1*0* ?

Cviceni 4.26
Naleznéte regularni vyraz popisujici fetézce nad abecedou T' = {0, 1}, které
obsahuji bud samé jednicky, nebo samé nuly.

Cviceni 4.27
Urcete regularni vyraz pro fetézce nad abecedou 7' = {0, 1}, které maji délku
délitelnou tiemi.

Cviceni 4.28

Urcete regularni vyraz, ktery popisuje fetézce s alespon tfemi nulami.
Cviceni 4.29

Naleznéte regularni vyraz pro fetézce nad abecedou T = {a, b}, které obsahuji
(a) sudy pocet symbolu a,
(b) lichy pocet symbolu b,

(¢) sudy pocet symboli a nebo lichy pocet symboli b,
(d) sudy pocet symboli a a lichy pocet symboli b.

Cviceni 4.30
Jaky jazyk popisuje vyraz (0 + 10)*?

Cviceni 4.31
Urcete hodnoty vyrazi:

1. (0* +10)*,
2. (0" 4+ 1)+ (1*+0)".
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Cviceni 4.32
Jaky regularni vyraz popisuje vSechny fetézce, které maji na sudych mistech
symbol 17

Cviceni 4.33

Naleznéte reguldrni vyrazy pro mnoziny fetézci nad abecedou T' = {a, b}, které
. obsahuji podfetézec ab,
. obsahuji podfetézec aba,

1

2

3. neobsahuji podretézec a,
4. neobsahuji podietézec ab,
5

. neobsahuji podretézec aba.

Cviceni 4.34

Jaky regularni vyraz nad abecedou ternalni soustavy 7" = {0, 1,2} vyjadfuje
fetézce s nulovym kontrolnim souc¢tem? (Kontrolni soudet je algebraicky soucet
v8ech dislic ¢isla modulo 3)

Cviceni 4.35
Upravte a zjednoduste regularni vyrazy:
1. 11" + 00 + ¢,
2. 0"(1+¢)0*(0 + 1)%,
3. (bb+ aa)*(e + b(b+ (bb)*baa)) + aa + bb.

Cviceni 4.36

Jsou nasledujici dvojice vyrazt ekvivalentni? Pokud ano, dokazte tvrzeni po-
moci elementarnich Gprav, pokud ne, najdéte fetézec, ktery patii do hodnoty
jednoho vyrazu a soucasné nepatii do hodnoty druhého vyrazu:

a

b

(0+1)*, 0" +1%,
(0(120)*12, 01(201)*2,
0*, e*,
(0*1*)*’ (0*1)*’

(01 + 0)*0, 0(10 + 0)*,
(10%)*, (1+0)*.

S

S8

(&

)
)
)
)
)
f)
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Cviceni 4.37
Najdéte regularni vyraz V’, ktery je dopliikem vyrazu V = (a + b)*ab(a + b)*.
(h(V)UR(V'") =T* a soucasné h(V)Nh(V') = 0):

1. pro abecedu T' = {a, b},
2. pro abecedu T' = {a, b, c}.

Cviceni 4.38
Plati nasledujici rovnosti? Dokazte.

a) (a*b)*a* = (a+ b)*,
b) a(ba)* = (ab)*a,

c) a* = (aa)* + a(aa)*.

Cviceni 4.39
Reste regularni rovnice:

1.V =1V 4 01(V +1%),
2. V=V+V(1+01+e),
3.V =(V+1)(0"14 1)

Cviceni 4.40
Reste soustavy regularnich rovnic:

1. A=A+ B,
B=0A+1.

2. A=01A+ B,
B=0A+1B.

3. A=01A+ B,
B = A0+ 1B.

4. A=0(1*+0)A + 1B,
B=0+1"B.

5. A=0A+1B+2C +0,

B=2A+0B+1C +2,
C=1A+2B+0C +1.
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Cvideni 4.41
Urcete derivace

1.
d(1+ 0)1*
ao
2
d(01 4 10)*
ao
3.
d(01* + 010 + 0*10%)
d010

Cviceni 4.42
Derivujte podle 01 vyrazy:

1. 01%,

2. (01)*,

3. (0+1)*,
4. 1%0*1%,

ot

. 0(1°0*1%),
6. (1*0*1%)1,
7. 0(1*0*1%)1.
Cviceni 4.43
Derivujte vyraz 01 + (0*1 + 1*0)10* podle
1. 0,
2.1,
3. 01,
4. 10,
5. €.
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Cviceni 4.44
Urcete integraly:

1.
/0(1* +0%) d1,

2.

/0*(1 1010 do,
3,

/(1 +0%10) d011,
4.

/[0* +1(0710)*01] d 110,
5,
/[11* +(0°10)* + 01 + £]1* d 110,

6.

/(6+0+ 10 +110+ 1110) d 110.

Cviceni 4.45

Vypoctéte a zjednoduste regularni vyrazy. Vsiméte si, jak se projevi prove-
deni operaci derivace a integralu podle stejného retézce, provadime-li operace
v ruzném poradi:

1.

%[/(M 10+ 110)%(0 +1) 1],

/{dilo[(l +10+100)(0 + 1)1} d10.
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5 Vztahy mezi formalnimi systémy pro popis regu-
larnich jazyku

Pro popis regularnich jazykt méame k dispozici tfi ekvivalentni forméalni sys-
témy: regularni gramatiky, koneéné automaty a regularni vyrazy. Tato kapitola
se zabyva priklady vzajemného prevodu téchto formalnich systémi.

5.1 Vztah mezi regularnimi gramatikami a kone¢énymi auto-
maty

Pro kazdou regularni gramatiku G lze sestrojit konecny automat M takovy,
ze L(G) = L(M). Ke kazdému konecnému automatu M lze sestrojit regularni
gramatiku G takovou, ze L(M) = L(G). (odst. 2.5.1 a 2.5.2 [JPRO03] )

Priklad 5.1

Sestrojme koneény automat pro gramatiku G = ({5, 4, B}, {id, /,; }, P, S), kde
P obsahuje pravidla:

S — idA

A—;|/B

B — idA

Pro gramatiku G dostaneme pomoci Algoritmu 2.98 [JPR03] koneény automat
M= ({S,A,B,C} {id, /,;},6,5,{C}),

kde ¢ je definovédno prechodovym diagramem na obr. 5.1. Pfechodova tabulka
ma tvar:

§ | id / ;

S| {A}] 0 0

Al 0 |{B}|{C}

B|{A}]| © 0

c| 0 0 0
id

O—SCD O

Obrazek 5.1: Pfechodovy diagram konec¢ného automatu z prikladu 5.1
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Priklad 5.2

Sestrojme pravou regularni gramatiku pro konecny automat, ktery je zadan
pfechodovym diagramem na obr. 5.2. Pro zadany automat dostaneme pomoci
Algoritmu 2.104 [JPRO3] gramatiku G = ({S, 4, B, C}, {a, b}, P, S), kde P ob-
sahuje pravidla:

S — aA|bB

A—a|bB

B —a |

Obrazek 5.2: Pfechodovy diagram kone¢ného automatu z ptrikladu 5.2

5.2 Vztah mezi regularnimi vyrazy a koneénymi automaty

Pro kazdy regularni vyraz V lze sestrojit koneény automat M takovy, ze h(V') =
L(M). Pro kazdy koneény automat M lze najit regularni vyraz V takovy, ze
L(M) = h(V). (odst. 2.5.3 a 2.5.4 [JPRO03] )

Priklad 5.3
Sestrojme koneény automat pro reguldrni vyraz V = (a + b)*ab(a + b)*.

1. Algoritmus 2.107 [JPRO3] (metoda sousedi):
V' = (a1 + b2)*asba(as + be)",

Z = {ala b27 a’3}7
P = {aja1, a1by, a1a3, baay, babs, baas, asbs, baas, babg, asas, asbg, beas, bebe },
F = {b4, as, bﬁ}

Pocatecni stav automatu bude gy, mnozina koncovych stavi F' a pro pre-
chodovou funkci § plati:

d(qo, z) obsahuje z; pro vSechna x; € Z takova, ze x; vzniklo o¢islovanim
x,

d(z,y) obsahuje y; pro vSechny dvojice z;y; € P takové, ze y; vzniklo
ocislovanim y.

Pro dany regularni vyraz tedy sestrojime kone¢ny automat

M1 = ({C](), ai, bg, as, b4, as, bﬁ}, {CL, b}, (S, q0, {b4, as, bﬁ}), kde zobrazeni §

je definovano nasledujici tabulkou:
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1) a b

q0 | {a1,as} | {b2}
ar | {a1, a3} | {b2}
by | {a1, a3} | {b2}
as (1) {54}
by | {as} | {be}
as | {as} | {be}
be | {as} | {be}

2. Pouzijeme Algoritmus 2.110 [JPRO03] (metoda derivaci):
Q=A{V}Qo={V}
D = (a+b)*ab(a+ b)* +bla+b)* =V,
ng = (a+b)*abla+b)" =V
={V.\}, Q1 = {W}
% = (a+b)*abla+b)* +bla+b)* =V,
LA = (a+b)*ab(a+b)* + (a+b)* = Vs
Q ={V, V1, Va}, Q2 = {Va}
2 = (a+b)*ab(a+b)* +bla+b)* + (a+b)* =V3
L2 = (a+b)*ab(a+b)* + (a+b)* = Vs
Q={V, V1, V2, V3},Q3 = {V3}
5 = (a+b)*ab(a+b)* +bla+b)* + (a+b)* =V3
dV = (a+b)*abla+b)"+ (a+b)" =y
Q ={V, V1, V5, V3},Qs =10
Mnozinu stavi kone¢ného automatu tvori vSechny vyrazy vzniklé deri-
vaci. Mnozina koncovych stavu je tvorfena vyrazy, jejichz hodnota obsa-
huje e. Pokud plati < M = V5, pak §(V1, a) obsahuje V5.
Pro dany regularni vyraz sestrojime konec¢ny automat

My = ({V, V1, Vo, V3}, {a, b}, 6, {Va, V3}), kde pfechodova funkce ¢ je defi-
novana tabulkou:

O | a | b
Vin|v
Vi| Vi | Vs
Vo | V3 | Ta
Vs | V3| Vs

Ukazte ekvivalenci automatt M7 a Ms.
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Priklad 5.4

Je dan regularni vyraz R = (aaa)* + (aaaaa)*, ktery popisuje jazyk h(R) =
{z : x € {a}*,|z| je délitelnd tfemi nebo péti}. Koneény automat prijimajici
fetézec aaa méa prechodovy diagram:

START a a a

—>
Koneény automat, ktery prijima jazyk (aaa)* sestrojime tak, ze pfiddme novy
pocatecni stav a dva e—pfechody. Jeho pfechodovy diagram mé tvar:

O—0O——0O

Podobné postupujeme pro (aaaaa)* a dostaneme:

Vysledek dostaneme tak, ze pro dva posledné zminéné automaty provedeme
sjednocenti.

Priklad 5.5

Sestrojme ekvivalentni koneény automat pro regularni vyraz (11+0)*(00+1)*.
Nejdfive sestrojime koneény automat pro vyraz (11 4 0)*. Pfitom pouzijeme
metodu sousedi: V' = (1112 + 03)%,

Z = {]—1703}7
P ={1;15,1503, 031y, 121y, 0303},
F ={15,03}.

Ptrechodovy diagram tohoto automatu je na obr. 5.3. V automatu na obr. 5.3
a) jsou stavy qo, 03 a 1 ekvivalentni a proto muzeme automat zjednodusit na
tvar podle obr. 5.3 b).

Pokud pouzijeme metodu derivaci, ziskdme pro vyraz V = (11 4+ 0)* pfimo
minimalni automat.
v d(lgo): = L0 (11 4 0)* = (B + €)(11 4 0)* = (11 +0)* =V,
% = Cﬁ%{li)o = 1800 (11 4 0)* = (14 0)(11 + 0)* = 1(11 + 0)* = WA,
a0 :J_Ldo =0(11+0)* =0,

vy — ALY — (114 0)* = (11 +0)* = V.
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a) b)

Obrazek 5.3: Prechodové diagramy koneénych automatt z ptrikladu 5.5; a) ne-
optimalizovany automat, b) minimalizovany automat

Vysledny automat je na obr. 5.3 b) s tim, ze o = V a 17 = V;. Koneény automat
pro vyraz V' = (00 + 1)* je podobny automatu na 5.3 b) s tim, ze ohodnoceni
prechodu je provedeno opacné (0 — 1,1 — 0). Vysledny automat ziskdame
tak, ze oba dil¢i automaty spojime dohromady e—pfechodem z koncového stavu
automatu pro V do pocateéniho stavu automatu V’.Vysledny automat je na
obr. 5.4.

Priklad 5.6

Je dan regularni vyraz R = (1 + 01 4+ 001)*(e + 0 + 00), ktery popisuje jazyk
h(R) = {z : = € {0,1}*, zadny podfetézec neobsahuje vice nez dvé po sobé
nasledujici nuly}.

Koneény automat sestrojime pomoci postupné konstrukce. Pro vyraz (1+01+
001) sestrojime koneény automat M;:




Obrazek 5.4: Vysledny kone¢ny automat z piikladu 5.5

Pro vyraz (¢ + 0 + 00) sestrojime automat Mo:

Nakonec sestrojime automat, ktery ptijima jazyk L(M) = L(M1)*L(Mz). Jeho
pfechodovy diagram je na obr. 5.5. Po odstranéni e—pfechod a konstrukci
deterministického automatu dostaneme automat M, jehoz prechodovy diagram
je na obr. 5.6.

Priklad 5.7

Najdéme regularni vyraz popisujici jazyk pfijimany koneénym automatem na
obr. 5.7. Tento automat pfijimé fetézce nad abecedou {0, 1}, kterd jsou binér-
nimi zapisy Cisel délitelnych tfemi. Pro feSeni této tlohy pouZijeme Algoritmus
2.120 [JPRO3]. Sestavime soustavu regularnich rovnic:

Xo=¢+ Xo0+ X111

X1 = Xpl + X0

Xo = X104+ Xo1

a vyresime ji vzhledem k Xg. Ze tfeti rovnice dostaneme:

X9 = X101* a dosadime do druhé rovnice:

X1 = Xpl + X101*0 a dostaneme:

X1 = Xp1(01*0)*.
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Obrazek 5.6: Deterministicky kone¢ny automat z prikladu 5.6

Poté dosadime do prvni rovnice:

Xo=¢+ X0+ Xp1(01*0)*1 = € + Xo(0 + 1(01*0)*1)

Xo = (04 1(01*0)*1)*

Regularni vyraz popisujici bindrni ¢isla délitelnd tfemi ma tedy tvar:
V = (04 1(0170)*1)*.

Priklad 5.8

Najdéme regularni vyraz V popisujici jazyk pfijimany koneénym automatem
M na obr 5.8. Pro konstrukci regularniho vyrazu pouzijeme metodu integralu
(Algoritmus 2.124 [JPRO03]). Kone¢ny automat M = ({p, ¢,r},{0,1},9,p,{p}),
kde zobrazeni § je zndzornéno prechodovym diagramem na 5.8. Nejdfive se-
strojime strom pro vSechny potfebné derivace.

Nejkratsi fetézce jsou:

Tp =€,
Tq =1,
z, = 0.
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Obrazek 5.7: Pfechodovy diagram konecného automatu z prikladu 5.7
O
1

Obrazek 5.8: Pfechodovy diagram konecného automatu M z prikladu 5.8

START
—

d VTP
2N
v _ av
a0 P ar 1
7N
v _ dv
10~ " a1 =7
Ol\A
v _ v _
4100 — P di01 4

av _
J —dj‘(}odO =0p
[ arordl = 1q
r=0p+1q

av _
q=0r

av _



av. —
p=0p+1lg+e
Mame tedy soustavu rovnic:

(1) r=0p+ 1g,
(2) ¢=0r,
(3) p=0p+1g+e.
Z rovnice (2) dosadime do rovnic (1) a (3) za ¢ a dostaneme
(1’) r=0p+ 10r,
(3") p=0p+10r +e.

Vyfesime rovnici (1) a dostaneme:
r = (10)*0p.
Dosadime za r do rovnice (3’):
p = 0p + 10(10)*0p + €,
p = (0 + 10(10)*0)p + ¢,
— (0+10(10)%0)*.
Po aprave
(0+10(10)70)" = ((¢ + 10(10)*)0)* = ((10)*0)*
Reseni tedy zni:
V =p=((10)°0)",
= ((10)70)((10)*0)",
= 0((10)*0)((10)*0)*.

5.3 Vztah mezi regularnimi gramatikami a regularnimi vyrazy

Pro kazdou regularni gramatiku G 1ze najit regularni vyraz V takovy, ze L(G) =
h(V'). Pro kazdy regularni vyraz V' lze sestrojit regularni gramatiku G takovou,

ze h(V) = L(G). (odst. 2.5.5 a 2.5.6 [JPRO3])

Priklad 5.9

Najdéme regularni vyraz popisujici jazyk generovany gramatikou
= ({S, A, B,C},{0,1}, P,S), kde P obsahuje pravidla:

S — 0A|1B

A — 0|0C

B — 1]1C

C — 0A|1B

Pro feseni pouzijeme Algoritmus 2.132 [JPRO03]. Sestavime soustavu regularnich

rovnic:

S=0A+1B

A=0+0C
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B=1+1C

C=0A+1B

a vyfesime ji vzhledem k pocateénimu symbolu, to jest vzhledem k S.
Druhou a tfeti rovnici dosadime do ¢tvrté:
C=00+0C)+1(1+1C)=00+00C+ 11+ 11C = (00+11)C + 00+ 11
Resenim ziskame:

C = (004 11)*(00 + 11)

Pro A a B ziskdme:

A=0(00+11)*(00+ 11)+0=0(00+ 11)*

B=1(00+11)*(00411) + 1 =1(00 + 11)*

Déle dosadime za A a B do prvni rovnice:

S =00(00+11)* + 11(00+ 11)* = (00 + 11)(00 + 11)*

Vysledny regularni vyraz mé tvar: V = (00 + 11)(00+ 11)*

Priklad 5.10
Najdéme regularni gramatiku generujici jazyk popsany regularnim vyrazem
V =(0+1)%0.

1. Metoda postupného vytvareni gramatiky (Algoritmus 2.135 [JPRO3]):
nejprve vytvorime gramatiky pro nejjednodussi regularni vyrazy a z nich
pak konstruujeme gramatiky pro soucin, soucet a iteraci regularnich vy-
razu.

Go = ({A},{0},{A— 0}, 4)
Gi1=({B},{1},{B—1},B)

Got1 = ({C},{0,1},{C = 0[1},C)

Go+1)- = ({D},{0,1},{D — €|0D[1D}, D)
Go+100 = ({£},{0,1},{E — 0|0E[1E}, E)

Pro dany regularni vyraz jsme dostali gramatiku

G=({E}, {0,1},{E — 0|0E|LE}, E).

2. Metoda derivaci (Algoritmus 2.137 [JPRO3] ): regularni vyraz opakované
derivujeme podle symbolt abecedy.

D =0+1)0+e=V
X —(0+1)0=V
U= (04+1)0+e=V;
=0+1)0=V

Mnozinu neterminélnich symbolt gramatiky tvofi vyraz V a vSechny vy-
razy vzniklé derivaci. Mnozina pravidel obsahuje pravidla:

Vi — aVh pokud L1 = V5,
Vi — a pokud 91 = V3 ae € h(Vh),
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V — ¢ pokud ¢ € h(V).

Pro dany regularni vyraz dostavame gramatiku

G = ({V,V1},{0,1},{V — 0]0V4|1V, V] — 0[|0V4|1V}, V),

kterou lze zredukovat na gramatiku

G = ({V},{0,1},{V — 0/0V|1V}, V), protoZe neterminélni symboly V'
a V1 generuji stejné fetézce.

5.4 Priklady pro cviceni

Cviceni 5.11
K dané regularni gramatice sestrojte koneény automat a najdéte ekvivalentni
regularni vyraz:

1. G=({L, R},{a}, P,L), kde P obsahuje pravidla:
L —aR
L—a

R—,L

2. G=({L,R},{a}, P, L), kde P obsahuje pravidla:
L—e¢
L — aR'
L—a
R — R
R — aR
R—a

Cviceni 5.12
K danému kone¢nému automatu najdéte ekvivalentni regularni gramatiku a re-
gularni vyraz:

1. M = ({0,1,2},{a,b}, d,{2}), kde zobrazeni J je zadano na obr. 5.9.

2. M =({0,1,2},{0,1},6,{2}), kde zobrazeni ¢ je zadano na obr. 5.10.

START a b
D0

Obrazek 5.9: Pfechodovy diagram kone¢ného automatu ze cviceni 5.12
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Obrazek 5.10: Pfechodovy diagram kone¢ného automatu ze cviceni 5.12

Cviceni 5.13
K danému regularnimu vyrazu sestrojte konecny automat a ekvivalentni regu-
larni gramatiku:

1. 1(0 + 1)*101
2. 1(1010* + 1(010)*1)0
3. (11 + (00)*01)*1

(0" + 1)(170))
b+ a(aa*b)*b)*

4.

(
(
(
(a+ b*)abb(a* + b)
(000* 4 111*)*
(01 + 10)(01 4 10)(01 + 10)
(0+1(0170)*1)"
10. (004 11)*(01 4 10)(00 + 11)*
11. (000)*1 + (00)*1
12. (

0(01)*(1 + 00)) + 1(10)*(0 + 11)*

Cviceni 5.14
Pro konecné automaty zadané prechodovymi diagramy na obr. 5.11 sestrojte
ekvivalentni regularni gramatiky a regularni vyrazy.

96



mmm STARTQ‘:D%

h) a b
a a
C@TQX)Q
START

a

i)
a
Ot

START

Obrazek 5.11: Prechodové diagramy kone¢nych automati ze cviceni 5.14
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6 Implementace koneénych automatu

6.1 Implementace deterministickych koneé¢nych automati

V této kapitole se budeme zabyvat ¢tyfmi zptisoby reprezentace konecnych
automatt ve formé algoritmu (tj. implementace koneénych automatti). Prvni
dva zpusoby implementace jsou zaloZeny na tom, Ze tabulka prechodu je re-
prezentovana jako celoc¢iselnd obdélnikova matice nebo fidka matice, kdy jsou
v paméti uloZeny jen nékteré prvky. Dalsi dva zpiisoby implementace spoci-
vajl ve vytvoreni programu, ktery realizuje ¢innost automatu bez explicitniho
pouziti tabulky ptrechodt.

6.1.1 Tabulka prechodu jako celoéiselna matice

Metoda implementace deterministického kone¢ného automatu popsana v tomto
odstavci spociva v tom, ze tabulka prechodi zadaného automatu je reprezen-
tovana jako obdélnikovéa celoc¢iselnd matice, se kterou pracuje univerzalni algo-
ritmus.
Reprezentace konecného automatu M = (K, T, d, qo, F') je provedena takto:
Tabulka ptfechodu (zobrazeni §) je reprezentovana jako matice, jejiz fadky
jsou oznaceny stavy, sloupce vstupnimi symboly a hodnoty matice jsou hod-
noty prechodové funkce §. Jednotlivé stavy a vstupni symboly jsou zakédo-
vany jako cela ¢isla. Mnozina koncovych stavi je reprezentovana jako mnozina
F={f1,fa.-, flp|}-
Univerzalni algoritmus v jazyce PASCAL maé tvar:
type TYPSTAV = (NEDEFINOVAN,QO,Q1,...,QIKI);
TYPSYMBOL = 1 .. |T|;
var STAV : TYPSTAV;
SYMBOL : TYPSYMBOL;
TABULKAPRECHODU : array[QO .. QIK|,TYPSYMBOL] of TYPSTAV;

procedure DALSISYMBOL(var X:TYPSYMBOL); external;
procedure CTENITABULKYPRECHODU; external;
begin
CTENITABULKYPRECHODU;
F := [QF1,QF2, ... ,QIFI|];
STAV := QO0;
while not EOF(INPUT) and (STAV <> NEDEFINOVAN) do
begin
DALSISYMBOL (SYMBOL) ;
STAV := TABULKAPRECHODU[STAV,SYMBOL];
end;
if STAV in F then WRITE(OUTPUT,’VSTUP PRIJAT’)
else WRITE(OUTPUT, ’VSTUP NEPRIJAT’)
end.
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Poznamky k programu:

Zapisy |K|, |T| a |F| jsou implementac¢ni konstanty a predstavuji pocet
stavi, pocet vstupnich symboli a pocet koncovych stavi implementovaného
automatu.

Procedura CTENITABULKYPRECHODU zajisti definici hodnot jednotlivych prvki
této tabulky.

Procedura DALSISYMBOL precte pii kazdém vyvolani jeden vstupni symbol
a prevede jej do vnitini reprezentace, tj. na celé ¢islo v intervalu (1, |T']).

Metoda implementace deterministického kone¢ného automatu popsana
v tomto odstavci je univerzalni, tj. je pouzitelna pro kazdy deterministicky ko-
necny automat. Jeji pouziti neni efektivni z hlediska vyuziti paméti v pripadé,
ze znacny pocet prvkl v tabulce prechodd ma hodnotu stejnou. V takovém pii-
padé je mozno tabulku pfechodi povazovat za Fidkou matici (tj. matici s mnoha
stejnymi prvky) a jako takovou ji v pocitaéi reprezentovat.

6.1.2 Tabulka prechodu jako ridka matice

Ridké matice je takova matice, ve které vétsina prvkd ma stejnou hodnotu.
V tomto odstavci ukadzeme zptisob implementace deterministického kone¢ného
automatu zalozeny na tom, Ze tabulka prechodu je v paméti ulozena jako ridka
matice, tj. v paméti jsou uloZeny jen ty prvky, které maji jiné hodnoty nez
NEDEFINOVAN.

Je dan konec¢ny automat, ktery pfijiméa desetinna cisla se znaménkem -+
nebo —. Pokud je v ¢isle uvedena desetinna tecka, musi byt pfed ni i za ni
alesponi jedna ¢islice (d).

Tabulka prechodi je uvedena dale.

+
B | B

=Y QN
== Qla

Tuto tabulku mutZzeme reprezentovat jako ridkou matici naptiklad podle
obr. 6.1.

Vlastnosti tohoto zobrazeni tabulky prechodd mtzeme shrnout takto: Kaz-
dému vstupnimu symbolu odpovida ukazatel na informace o pfislusném sloupci
tabulky pfechodu. Informace o sloupci tabulky prechodt obsahuji zfetézeny se-
znam dvojic (stary stav, novy stav).

Program, ktery pracuje s tabulkou prechodd uloZenou jako fidka matice po
sloupcich, ma v jazyce PASCAL tvar:
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+| @ g Z B NIL
-|e M Z B NIL
d|e » B C T
- | ® — C C T
—> D K T

—» K K NIL

—» C D NIL

Obrazek 6.1: Datova struktura pro reprezentaci tabulky prechodu

program KONECNYAUTOMAT (INPUT, OUTPUT);
type TYPSTAV = (NEDEFINOVAN,QO,...,QIKI);
TYPSYMBOL = 1 .. |Tl;
PRECHOD = record
STARYSTAV : TYPSTAV;
NOVYSTAV : TYPSTAV;
NASLEDNIK : ~PRECHOD;
end;

var STAV : TYPSTAV;
SYMBOL : TYPSYMBOL;
UKAZATELSLOUPCU : array [TYPSYMBOL] of ~“PRECHOD;
F : set of TYPSTAV;
K : "“PRECHOD;

procedure ERROR; external;
procedure CTENITABULKYPRECHODU; external;
procedure DALSISYMBOL(var X:TYPSYMBOL); external;

begin
CTENITABULKYPRECHODU;
F := [QF1,QF2,..., QIF|];
STAV := QO;

while not EOF (INPUT) and STAV <> NEDEFINOVAN do
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begin
DALSISYMBOL (SYMBOL) ;
K := UKAZATELSLOUPCU[SYMBOL];
while STAV <> K~.STARYSTAV and K~.NASLEDNIK <> NIL do
K := K~ .NASLEDNIK;
if K~.STARYSTAV = STAV then
STAV := K~ .NOVYSTAV
else
STAV := NEDEFINOVAN
end;
if STAV in F then WRITE (OUTPUT, ’VSTUP PRIJAT’)
else WRITE (OUTPUT, ’VSTUP NEPRIJAT’)
end.

Poznamky k programu:
|K|, |T| a |F| pfedstavuji pocet stavii, pocet vstupnich symbolti a pocet kon-
covych stavii. Procedura CTENITABULKYSYMBOLU zajisti vytvofeni datové struk-
tury pro informace o jednotlivych sloupcich tabulky prechodt a ulozi do ni po-
tFfebné hodnoty. Soucasné zajisti nastaveni ukazatelt v poli UKAZATELSLOUPCU
na zacatky udaji o jednotlivych sloupcich ve vytvorené datové strukture.
Procedura DALSISYMBOL precte pii kazdém vyvolani jeden vstupni symbol
a prevede jej do vnitini reprezentace, tj. na celé ¢islo v intervalu (1, |T']).
Zpusob implementace koneéného automatu popsany v tomto odstavci je
pouzitelny pro kazdy deterministicky konecny automat. Vyhodné je jeho po-
uziti zejména v pripadé, ze v tabulce prechodi koneéného automatu je velké
mnozstvi stejnych polozek. V pripad€, ze v tabulce prechodid je mélo stejnych
polozZek, je tato metoda nevhodné.

6.1.3 Konecny automat implementovany jako program, stav repre-
zentovan jako promeénna

V tomto odstavci ukdzeme metodu implementace deterministického kone¢ného
automatu, ktera spoc¢iva v tom, Ze ridici ¢ast automatu je reprezentovana prika-
zem cyklu while, uvnitt kterého je fidici struktura (ptikaz case), kterd odpovida
strukture prechodového diagramu daného automatu. Pritom stav automatu je
reprezentovan proménnou. Princip této metody si ukédzeme na prikladu.

Je dan konec¢ny automat, jehoz prechodovy diagram je na obr. 6.2.

Konecény automat podle obr. 6.2 ¢te desetinna ¢isla, ktera mohou byt bez
znaménka nebo se znaménkem + nebo —, tecka mtze byt pred prvni ¢islici, za
teckou musi byt alespon jedna éislice.

Program pro reprezentaci tohoto automatu ma tvar:

program ANALYZACISLA(INPUT,QOUTPUT) ;
var STAV : (NEDEFINOVAN,Z,B,C,D,K);
SYMBOL : CHAR;
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Obrazek 6.2: Kone¢ny automat pro analjzu desetinnych ¢isel

begin
STAV := Z;
while not EOF(INPUT) and STAV <> NEDEFINOVAN do
begin
READ (INPUT,SYMBOL) ;
case STAV of
Z : if ’0’ <= SYMBOL <= ’9’ then
STAV :=C
else
if SYMBOL = ’+’ or SYMBOL = ’-’ then
STAV := B
else
if SYMBOL = ’.’ then
STAV :=D
else
STAV := NEDEFINOVAN;
B : if 0’ <= SYMBOL <= ’9’ then
STAV :=C
else
if SYMBOL = ’.’ then
STAV :=D
else
STAV := NEDEFINOVAN;
C : if ’0’ <= SYMBOL <= ’9’ then

STAV := C
else
if SYMBOL = ’.’ then
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STAV :=D
else
STAV := NEDEFINOVAN;
D : if ’0’ <= SYMBOL <= ’9’ then
STAV := K
else

STAV := NEDEFINOVAN;
K : if ’°0’ <= SYMBOL <= ’9’ then
STAV := K
else
STAV := NEDEFINOVAN;
end; (x of case *)
end; (x of while *)
if STAV = C or STAV = K then
WRITE (OUTPUT, ’RETEZ PRIJAT’)
else
WRITE (OUTPUT, ’RETEZ NEPRIJAT’)
end.

Tato metoda je opét univerzalni, ale vyzaduje, aby pro kazdy automat byl
vytvoren specialni program. Pti jeho konstrukci je mozno pouzit optimalizaci.
V nasem pfikladu je ¢innost automatu ve stavech D a K stejné, proto mizeme
aseky programu pro D a K ztotoznit, napf. takto:

D,K : if ’0’ <= SYMBOL <= ’9’ then

STAV := K
else
STAV := NEDEFINOVAN;

Pritom stavy D a K nelze ztotoznit.

6.1.4 Koneény automat implementovany jako objektova struktura

V tomto odstavci ukdzeme metodu implementace kone¢ného deterministického
automatu jako objektové struktury. Objektova struktura zde ukazand je jen
jedna z mnoha moznych. Konkrétni strukturu je nutno volit s ohledem na
konkrétni aplikaci.

Konecény deterministicky automat se sklada z instanci objektu Stav repre-
zentujici jednotlivé stavy automatu. Kazdy stav obsahuje pole instanci objektu
Prechod. Cela struktura je zapouzdfena v objektu KoneényDeterministickyAu-
tomat.

Tento zpisob implementace je univerzalni, ale vyzaduje sestavit v paméti
konkrétni objektovou strukturu (télo konstruktoru objektu KoneényDetermi-
nisticky Automat).

Nasledujici piiklad implementuje automat prijimajici desetinna disla
z obr. 6.2.
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public class Stav {
public boolean jeKoncovy;
public Pfechod[ ] pfechody;

public Stav pfejdi(char symbol) {

for (int i=0; i < pFechody.length; i++) {
if (pfechodyl[i].symbol == symbol)
return pfechodyl[i].cilovyStav;

}
return null;

}

}

public class Pfechod {
public char symbol;
public Stav cilovyStav;

public Pfechod(char symbol, Stav cilovyStav){
this.symbol = symbol;
this.cilovyStav = cilovyStav;
}
}

public class KoneénjDeterministickjAutomat {
private Stav pocatecniStav;

public Kone&njDeterministickjAutomat (){
Stav Z = new Stav(); Z.jeKoncovy = false;

Stav C = new Stav(); C.jeKoncovy = true;
Stav B = new Stav(); B.jeKoncovy = false;
Stav D = new Stav(); D.jeKoncovy = false;
Stav K = new Stav(); K.jeKoncovy = true;
Z.ptechody = new Pfechod[ ] {
new P¥echod(’+’,B),
new Pf¥echod(’-’,B),
new P¥echod(’.’,D),
new Pfechod(’d’,C),
};
C.ptechody = new Pfechod[ ] {
new P¥echod(’.’,D),
new Pfechod(’d’,C),
};
B.pfechody = new Pfechod[ ] {
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new P¥echod(’.’,D),
new Pfechod(’d’,C),
};
D.pfechody = new Pfechod[ ] {
new Pfechod(’d’ ,K),
};
K.pfechody = new Pfechod[ ] {
new P¥echod(’d’ ,K),
};
pocatecniStav = Z;

}

public boolean p¥ijmi(String slovo){
Stav aktualniStav = pocatecniStav;

for(int i=0; i<slovo.length(); i++){
char symbol =
((slovo.charAt(i) >= ’0’ && slovo.charAt(i) <= ’9’) 7
’d’ : slovo.charAt(i));
aktudlniStav = aktudlniStav.pfejdi(symbol);
if (aktualniStav == null) return false;
//neexistuje pfechod,
//slovo nelze p¥ijmout
}
return aktudlniStav.jeKoncovy;

}

6.2 Implementace nedeterministickych koneénych automatu

V predchozich odstavcich jsou popsany metody implementace deterministic-
kjch kone¢nych automati. Jestlize je din nedeterministicky konecny automat,
pak miizeme jeho implementaci provést tak, Ze nejdfive sestrojime ekvivalentni
deterministicky kone¢ny automat a ten potom implementujeme. Tento postup
vSak nemusi byt efektivni, protoze se muze stat, ze pro nedeterministicky ko-
neény automat s n stavy méa ekvivalentni deterministicky kone¢ny automat 2™
stavii.

Priklad 6.1

Je dan nedeterministicky kone¢ny automat NKA = ({1,2,3,4,5},{a,b},d,1,
{1}), kde zobrazeni ¢ je definovano tabulkou. Tabulka pfechodi a pfechodovy
diagram je na obr. 6.3.

Tento automat je nedeterministicky a ma 5 stavii. Ekvivalentni deterministicky
automat mé 2° = 32 stavil. Pfechodova tabulka tohoto automatu je uvedena
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a b
1]{2}| 0
2 {3} [ {12}
31 {4} [ {13}
41 {5} | {14}
51 {1} | {1,5}

Obrazek 6.3: Tabulka pfechodt a prechodovy diagram nedeterministického ko-
necného automatu z prikladu 6.1

dale.

Budeme-li implementovat nedeterministicky koneény automat s n stavy
vyse uvedenym zpusobem, muze pro veétsi n nastat situace, Zze determinis-
ticky koneény automat neni mozno prakticky implementovat. Proto se nyni
budeme zabyvat metodami implementace nedeterministickych koneénych au-
tomati. Uvedeme dvé metody. Prvni metoda je zaloZena na pouziti tabulky
prechodti. Druha metoda se opira o implementaci automatu ve formé programu.

V obou ptipadech jsou stavy automatu reprezentovany stavovym vektorem.
Kazdému stavu nedeterministického koneéného automatu odpovida jeden prvek
tohoto vektoru. Jestlize se automat nachazi v urc¢itém stavu, bude mit odpo-
vidajici prvek stavového vektoru hodnotu true, jinak bude mit hodnotu false.
Nedeterministicky koneény automat budeme implementovat tak, Ze soucasné
budeme prochéazet vSemi moznymi cestami. To znamena, Zze ve stavovém vek-
toru mize mit vice prvkl hodnotu true, coz odpovida tomu, Ze automat se mize
nachéazet ve vice stavech. Pokud méa nedeterministicky koneény automat velké
mnozstvi stavii, mize byt vyhodné implementovat automat pomoci objektové
struktury uvedené v odstavci 6.1.4 a seznam stavi, ve kterych se automat miize
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nachézet ve stejném okamziku, lze implementovat pomoci spojového seznamu

nebo jiné dynamické struktury.
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6.2.1 Univerzalni algoritmus pouzivajici tabulku pfechodu

program NKA(INPUT, OUTPUT);
type TYPSTAV = (QO0, Q1, ..., QN);
TYPSYMBOL =1 .. |T|;

var SYMBOL: TYPSYMBOL;
STAV, NSTAV: ARRAY [QO..QN] of BOOLEAN;

TABULKAPRECHODU: ARRAY [QO..QN, TYPSYMBOL] of set of TYPSTAV;

PRIJAT, DEFINOVAN: BOOLEAN;
PRECHODY, F: SET OF TYPSTAV;
I, J: TYPSTAV;

procedure DALSISYMBOL(var X: TYPSYMBOL); external;
procedure CTENITABULKYPRECHODU; external;

begin
CTENITABULKYPRECHODU;
F := [QF1, QF2, ..., QFK];

STAV[QO] := TRUE;
for I := Q1 to QN do STAV[I] := FALSE;
DEFINOVAN := TRUE;
while not EOF(INPUT) and DEFINOVAN do
begin
DALSISYMBOL (SYMBOL) ;
for I := QO to QN do NSTAV[I] := FALSE;
for I:= Q0 to QN do
if STAV[I] then
begin
PRECHODY := TABULKAPRECHODU[I, SYMBOL];
for J := QO to QN do
if J in PRECHODY then NSTAV[J] := TRUE;
end;
DEFINOVAN := FALSE;

for I := QO to QN do DEFINOVAN := DEFINOVAN or NSTAVI[I];

STAV := NSTAV;
end;

PRIJAT := FALSE;

for I := Q0 to QN do PRIJAT := PRIJAT or (I in F and STAVI[I]);

if PRIJAT then WRITE(OUTPUT, °’VSTUP PRIJAT’)
else WRITE(OUTPUT, ’VSTUP NEPRIJAT’);
end.

V uvedeném programu jsou pouzity dva stavové vektory STAV a NSTAV.
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Dtvodem k tomu je skutecnost, ze pti vypoc¢tu nové hodnoty stavového vektoru
je po celou dobu nutno uchovat hodnotu starého stavového vektoru. Cinnost
automatu miize skoncit ze dvou dtvodi. Ukonceni vstupniho fetézu je dvod
k normalnimu ukoncéeni prace automatu. Ukonceni pfi nedefinovaném stavu
znamena, ze automat neumoziiuje prechod do zadného stavu, tj. stavovy vektor
ma vSechny hodnoty false.

Uvedeny program predstavuje univerzalni implementaci pro libovolny ko-
necny automat.

6.2.2 Specificky algoritmus bez pouziti tabulky pfechodui

Druha metoda implementace nedeterministického kone¢ného automatu, pfi kte-
ré je automat implementovan jako program bez pouziti tabulky pfechodi vede
samoziejmé na rizné programy pro ruzné automaty. Proto uvedeme implemen-
taci automatu z ptikladu 6.1.

program NKA(INPUT,OUTPUT);

type TYPSTAV = (JEDNA,DVE,TRI,CTYRI,PET);
TYPSYMBOL = (A,B);

var SYMBOL: TYPSYMBOL;
STAV, NSTAV:array TYPSTAV of BOOLEAN;
I: TYPSTAV;
DEFINOVAN: BOOLEAN;

procedure DALSISYMBOL(var X: TYPSYMBOL); external;

begin
STAV[JEDNA] := TRUE;
for I := DVE to PET do STAV[I] := FALSE;
DEFINOVAN := TRUE;
while not EOF(INPUT) and DEFINOVAN do
begin
DALSISYMBOL (SYMBOL) ;
for I := JEDNA to PET do NSTAV := FALSE;
if STAV[JEDNA] then
case SYMBOL of

A : NSTAV[DVE] := TRUE;
B :
end;
if STAV[DVE] then
case SYMBOL of
A : NSTAV[TRI] := TRUE;
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B : begin
NSTAV[JEDNA] := TRUE;
NSTAV[DVE] := TRUE;
end;
if STAV[TRI] then
case SYMBOL of
A : NSTAV[CTYRI] := TRUE;
B : begin
NSTAV[JEDNA] := TRUE;
NSTAV[TRI] := TRUE
end;
end;
if STAV[CTYRI] then
case SYMBOL of
A : NSTAV[PET] := TRUE;

B : begin
NSTAV[JEDNA] := TRUE;
NSTAV[CTYRI] := TRUE;
end;
end;

if STAV[PET] then
case SYMBOL of
A : NSTAV[JEDNA] := TRUE;
B : begin
NSTAV[JEDNA] := TRUE;
NSTAV[PET] := TRUE
end;
end;
DEFINOVAN := NSTAV[JEDNA] or NSTAV[DVE] or NSTAV[TRI]
or NSTAV[CTYRI] or NSTAV[PET];
STAV := NSTAV
end;
if STAV[JEDNA] then WRITE (OUTPUT, ’RETEZ PRIJAT’)
else WRITE (OUTPUT, ’RETEZ NEPRIJAT’)
end.
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7 Jednoznac¢né a nejednoznacné gramatiky

7.1 Zakladni pojmy

Bezkontextova gramatika je takova gramatika, kterd méa vSechna pravidla ve
tvaru A — o, kde A € N,a € (NUT)*.

Gramatika G je nejednoznacnd (viceznacnd), jestlize existuje véta w € L(G)
takova, Ze pro ni existuji nejméné dva rtzné derivacni stromy. V opacném
pripadé je gramatika jednoznacnd. ,,Husti“ nejednoznacnost je takova, kdy
pocet derivac¢nich stromi roste exponencidlné nebo rychleji vzhledem k délce
vstupniho fetézce.

Gramatika G = (N, T, P,S) obsahuje cyklus, je-li v ni mozné derivace
A =T A pronéjaké A€ N.

7.2 Husta a nekone¢na nejednoznac¢nost

Piiklad 7.1
Je dana gramatika G = ({S},{a}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S — 88858
S— 888
S— 88

S — a.

Vytvofime nékolik deriva¢nich stromt pro fetézec aaaa (obr. 7.1 a 7.2):

A

a a a a a a S S

a a

Obrazek 7.1: Derivacni stromy pro fetézec aaaa

Pokuste se sestrojit vSechny derivacni stromy pro fetézec aaaa. Je jich ko-
necny pocet. Tento typ nejednoznacnosti je prikladem husté nejednoznacnosti.
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Obrazek 7.2: Derivacni stromy pro fetézec aaaa

Priklad 7.2
Je dana gramatika G = ({S},{a},{S — 5,8 — a },5). Tato gramatika
generuje jediny retézec a, ale nekoneéné mnoha zpusoby:

S=a
S=5 =a
S=58 =8 =a

Dtvodem tohoto jevu je cyklus v gramatice zplisobeny pravidlem S — S.
Cyklus mize byt zpisoben i jinymi konstrukcemi.

Piiklad 7.3
Je dana gramatika G = ({S},{a}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S—S8S

S—a

S —e.

Retézec a miize byt generovan opét nekone¢né mnoha zptisoby:

S=a
S=85=5 =a
S=85=8 =585=58 =a

Je ziejmé, ze v této gramatice je opét cyklus, ale neni pfimo vidét z pra-
videl. Tomuto typu nejednoznacnosti se rikad nekonecnéd nejednoznacnost a je
zplsobena vzdy cyklem v gramatice.
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7.3 Asymetrické zavorkové struktury

Asymetrické zavorkové struktury jsou takové, kde pocet oteviracich a zaviracich
zavorek neni stejny. Budeme se zabyvat témito dvéma strukturami:

L,={a" :n>m >0},

L,={a"b™:m >n>0}.

Jazyk L, obsahuje fetézce, kde pocet oteviracich zavorek mize byt vétsi
nez pocet zaviracich zavorek. V jazyce L, je to naopak.

Priklad 7.4
Pro generovani jazyka L, muZeme navrhnout gramatiku

Gi. = ({S, A}, {a,b}, P1,,5), kde P;, obsahuje pravidla:

S — ASb
S —e¢
A—a
A— e

Retézec abb miizeme generovat témito dvéma zptsoby:

S = ASb = AASbb = aASbb = aSbb = abb
S = ASb = AASbb = ASbb = aSbb = abb

V prvni derivaci odpovidd a druhému b, ve druhé derivaci odpovida a
prvnimu b. Je zfejmé, Ze gramatika G1, je nejednoznacna.

Pro generovani jazyka L, mizeme sestrojit gramatiky, které jsou jedno-
znac¢né. Pouzijeme tyto postupy:

1. Retézce v jazyce L, zapiSeme takto:
L,={a"b™"™™" :m>n>0}.
Potom sestrojime gramatiku Go, = ({5, A4, B}, {a, b}, Ps,, S), kde Py, ob-
sahuje pravidla:

S — AB
A — aAb
A—e¢
B — bB
B — e

Tato gramatika je jednoznac¢na a symboltim a odpovidd prvnich n sym-
bolt b.

2. Retézce v jazyce L, zapiSeme takto:

L,={a"b™ ™" : m >n>0}.
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Potom sestrojime gramatiku Gs, = ({5, A, B}, {a,b}, P.3,S5), kde Ps,
obsahuje pravidla:

S— A
S —e¢
A — aAb
A— B
B —bB
B — e

Tato gramatika je opét jednoznac¢na a symboltim a odpovida poslednich
n symboli b.

Piiklad 7.5
Pro generovani jazyka L, muzeme navrhnout gramatiku Gi, = ({9, B}, {a, b},
Py,, S), kde Py, obsahuje pravidla:

S — aSB
S —e¢
B—b
B — e

Retézec aab miizeme generovat témito dvéma zpusoby:

S = aSB = aaSBB = aaSbB = aaSb = aab
S = aSB = aaSBB = aaSBb = aaSb = aab

V prvni derivaci odpovida b druhému a, ve druhé derivaci odpovida b
prvnimu a. Je opét zfejmé, ze gramatika G, je nejednoznacné.

Pro generovani jazyka L, muZeme sestrojit jednoznac¢né gramatiky témito
postupy:

1. Retézce v jazyce L, zapiSeme takto:
L,={a""™a™b™ :n >m > 0}.
Potom sestrojime gramatiku Ga, = ({S, 4, B}, {a,b}, P5,,S), kde Ps,
obsahuje pravidla:

S — AB
A — aA
A—e¢
B — aBb
B — e

Tato gramatika je jednoznac¢na a symbolim b odpovidd poslednich m
symboli a.

Poznamka: Pro tuto gramatiku neexistuje deterministicky syntakticky
analyzator. Je to zpisobeno tim, ze se neda poznat, kde konéi predpona

a™™ ™, protoze pocet symboli b (m) je zndm az na konci celého Fetézce.
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Ekvivalentni gramatika, pro kterou existuje deterministicky syntakticky
analyzator je G3, = ({S, 4, B}, {a, b}, P3,,S), kde P53, obsahuje pravidla:

S— A
A — aA
A— B
B — aBb
B — e

2. Retézce v jazyce L, zapiseme takto:
L, ={ama™ ™™ :n >m > 0}.

Potom sestrojime gramatiku G4, = ({S, A}, {a, b}, Pso, S), kde Py, obsa-
huje pravidla:

S —e¢
S — aSb
S— A
A — aA
A—e¢

Tato gramatika je jednoznac¢na a symboltim b odpovida prvnich m sym-
boli a. Ze stejnych divodu jako pro gramatiku G, pro ni neexistuje
deterministicky syntakticky analyzator.

Jazyk L, je specilni ptipad konstrukce znamé pod nazvem ,dangling“ else.
Jednd se o ptipad, kdy lze zapsat prikazy:

if BV then P

if BV then P, else P
Vzhledem k tomu, Ze pouze pro gramatiku G3, existuje deterministicky syntak-
ticky analyzator, je ve vSech jazycich, kde je tato konstrukce mozna, pouzito
pravidlo: Symbol else patii k nejblizsimu pfedchéazejicimu then.

7.4 Podstatné nejednoznac¢né jazyky

Pro nékteré jazyky neni mozné sestrojit zadnou jednoznac¢nou gramatiku. Ta-
kové jazyky se nazyvaji podstatné nejednoznacné.

Priklad 7.6
Je dan jazyk L = {a"™b"cP : m,n,p > 0,m = n nebo n = p}. Gramatika, ktera
generuje tento jazyk je G = ({5, A,C, X,Y}, {a,b, c}, P, S) s pravidly:

S — XC Y — bYe C — cC
S — AY Y — ¢ C — ¢
X — aXb A — dA

X — ¢ A — ¢
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Pravidlo S — X C predstavuje pfedpis pro generovani fetézcti, kde m = n.
Neterminélni symbol X generuje symetrickou zavorkovou strukturu {a”b" :
n > 0}. Symbol C' generuje libovolny fetézec slozeny ze symboli c¢. Podobné
v pravidle S — AY symbol Y generuje zavorkovou strukturu {b"c" : n > 0}
a symbol A generuje fetézec slozeny ze symboli a. Pro fetézec, ve kterém
m = n = p, existuji dva zpiisoby derivace. Ukazme si je pro n = 2. Retézec
a’b?c? miizeme generovat témito dvéma zptisoby:

1. S = XC = aXbC = aaXbbC = aabbC = aabbcC = aabbccC =
aabbce

2. S = AY = aAY = aaAY = aaY = aabY C = aabbY cc = aabbcc

Pro tento jazyk jednoznacnd gramatika neexistuje.

7.5 Odstranéni nejednoznacnosti v gramatice

Obecné neexistuje algoritmus, ktery by nejednoznacnou gramatiku transfor-
moval na jednoznac¢nou. Z prikladu 7.6 je vidét, Zze to nékdy ani neni mozné.
Pro nékteré pripady je naopak odstranéni nejednoznac¢nosti mozné a je znam
zpusob, jak to udélat. Uvedeme néekteré piiklady.

Algoritmus 7.7

Nalezeni a odstranéni cyklu z bezkontextové gramatiky

Vstup: Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S).

Vystup: Bezkontextova gramatika G' = (N',T, P’,S") bez cyklia takové, Ze
L(G) = L(G").

Metoda:

1. Z gramatiky G = (N, T, P, S) vylou¢ime e-pravidla a dostaneme grama-
tiku Gl = (N/, T, Pl, S/)

2. Pro vSechny netermindlni symboly A € N’ sestrojime v G mnoziny
Ni={B:A =% B,A € N,B € N'}. V derivacich tvaru A =+ B se
mohou vyskytnout pouze jednoduché pravidla.

3. Jestlize A € N, pak pro symbol A je v gramatice cyklus. Tento cyk-
lus odstranime tak, Ze provedeme vylouceni jednoduchych pravidel pro
vSechny neterminalni symboly z N{ pomoci Algoritmu 2.6 [JPR03].

4. Krok 3 provedeme pro vSechny neterminalni symboly.

5. Vysledna gramatika je G’ = (N', T, P', S’), kde P’ vznikne z mnoziny P;
nahradou pravidel podle bodu 3.
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Priklad 7.8
Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S—A|b
A—Aa|B
B—Bb|S
Pomoci algoritmu 7.7 zjistime, ze N& = {A, B, S}. Protoze S € N{ je v grama-
tice G cyklus. Cyklus odstranime vyloucenim jednoduchych pravidel pro neter-
minalni symboly A, B, S. Dostaneme gramatiku G’ = ({4, B, S}, {a, b}, P1, S),
kde P; obsahuje pravidla:
S —b| Aa| Bb
A—Aa|Bb|b
B—Bb|b| Aa
Tato gramatika neobsahuje cyklus.

Priklad 7.9

Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b,c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — ABS|a
A—DbAle
B — c¢Ble

Pomoci algoritmu 7.7 zjistime, zda je v této gramatice cyklus a v pripad€, ze
ano, odstranime jej.

1. Vylou¢ime e-pravidla z G a dostaneme G = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, S),
s pravidly v P;:
S — ABS|BS|AS|S |a
A—bA|D
B —c¢B]|c

2. Uréime N& = {S}, Nf =0 a N =0.

3. Protoze S € N gf , je v gramatice cyklus pro S, ktery odstranime vypus-
ténim pravidla S — S.

5. Vysledna gramatika je G' = ({S, 4, B}, {a,b,c}, P, S), kde mnozina P’
obsahuje pravidla:
S — ABS|BS|AS|a
A—bA|D
B —c¢B]|c

Jiny typ nejednoznacnosti je zptisoben tim, ze urcity netermindalni symbol

je soucasné levé i pravé rekurzivni. To muze byt zpusobeno pravidlem tvaru

S—Sas.
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Priklad 7.10
Je dana gramatika G = ({S}, {a, +}, P, S) s pravidly v P:
S—=85+5
S—a
Pro fetézec a 4+ a + a existuji dva derivac¢ni stromy uvedené na obr. 7.3.
/S\ /S\
S S

Obrazek 7.3: Deriva¢ni stromy pro Tetézce a +a + a

Levy derivacni strom chape vyraz jako ,levé asociativni®, tj. ze by se vyraz
mél vyhodnocovat zleva doprava a pravy deriva¢ni strom chape vyraz jako

,pravé asociativni“, tj. Ze by se mél vyhodnocovat zprava doleva.
Odstranéni nejednoznacnosti je mozné dosahnout témito postupy:

1. Dosadime za prvni S do pravidla S — S + S ze druhého pravidla. Do-

staneme gramatiku G s pravidly:

S—a + 5
S —a

ramati neruje jen ,pravé iativni“ vyrazy.
Tato gramatika generuje jen ,,pravé asociativni® a

2. Obdobné provedeme dosazeni za druhé S v pravidle S — S + S. Dosta-

neme gramatiku Go s pravidly:

S—S +a
S —a

ramati neruje jen ,levé iativni“ vyrazy.
Tato gramatika generuje jen ,levé asociativni® a
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7.6 Priklady pro cviceni

Cviceni 7.11
Ukazte, ze gramatika s pravidly tvaru A — aA | € ABA je nejednoznacna.

Cviceni 7.12
Odstrante nejednoznac¢nost z gramatik v piikladech 7.2 a 7.3.

Cviceni 7.13
Navrhnéte postup, jak gramatiku G = ({S}, {a,b},{S — S5 |aa|b}, S) prevést
na gramatiku jednoznac¢nou.

Cviceni 7.14

Sestrojte gramatiky pro generovani obecné zavorkové struktury, kde pocet ote-
viracich (zaviracich) zavorek je vétsi nez pocet zaviracich (oteviracich) zavorek.
Zjist&te, které z téchto gramatik jsou nejednoznac¢né a uvedte proc.

Cvideni 7.15

Je déna gramatika G = ({S}, {a,b},{S — aSb|SS|c},S). Ukazte, ze tato
gramatika je nejednoznacna. Najdéte ekvivalentni jednoznacnou gramatiku.
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8 Transformace bezkontextovych gramatik

8.1 Zakladni pojmy

V této kapitole uvedeme priklady transformace gramatik. Pfipomeneme si trans-
formacni algoritmy a ukéZeme si nékteré jejich vlastnosti. Algoritmus, ktery
urcuje, zda jazyk generovany gramatikou je prazdny, preformulujeme tak, Ze
nalezne mnozinu neterminalnich symbold Ny, ze kterych lze generovat termi-
nélni fetézce.

Jednoduché pravidlo je pravidlo tvaru A — B, kde A, B jsou neterminalni
symboly, e—pravidlo je pravidlo tvaru A — ¢.

Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) je bez ¢ — pravidel, kdy?z

1. P neobsahuje zddna e-pravidla, nebo

2. P obsahuje jediné e-pravidlo tvaru S — ¢ a S se nevyskytuje na pravé

strané zadného pravidla v P.

Neterminélni symbol A v bezkontextové gramatice G = (N, T, P, S) na-
zveme rekurzivni, jestlize existuje derivace A =1 aA 3 pro néjaké a a 8 €
(NUT)*. Jestlize o = ¢, pak A nazveme symbol rekurzivni zleva, podobné
jestlize B = e, pak A nazveme symbol rekurzivni zprava.

Gramatiku s alesponi jednim netermindlnim symbolem rekurzivnim zleva (zpra-
va) nazveme rekurzivni zleva (zprava).

Gramatiku, ve které vSechny netermindlni symboly (s vyjimkou startovaciho
symbolu) jsou rekurzivni, nazveme rekurzivni.

Vzhledem k tomu, Ze rekurzivita zleva znemoznuje pouziti gramatiky pro
nékteré metody syntaktické analyzy, ukazeme, Ze pro kazdy bezkontextovy ja-
zyk existuje gramatika, kterd neni rekurzivni zleva.

Bezkontextova gramatika G = (N, T, P,S) je v normalnim tvaru podle
Chomského, jestlize kazdé pravidlo v P ma jeden z nasledujicich tvari:

1. A— BC pro A,B,C € N.
2. A—»aproa€eT, A € N.

3. Jestlize € € L(G), pak S — ¢ je pravidlo v P a S se nevyskytuje na pravé
strané zadného pravidla.

Ukézeme, ze kazdy bezkontextovy jazyk mutze byt generovan gramatikou
v Chomského normalnim tvaru.

Bezkontextova gramatika G je v normalnim tvaru podle Greibachové, jestlize
G je bez e-pravidel a kazdé pravidlo (kromé pravidla S — ¢) ma tvar A — a «,
kde a € T, € N*.
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Algoritmus 8.1

Urceni neterminalnich symbold, ze kterych lze generovat terminalni fetézce.
Vstup: Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S).

Vystup: Mnozina N; C N takova, ze pro kazdé A € N, plati A =1 w, w € T*.
Metoda:

1. No:=0,4:=1,
2. N; Z:NZ’,:[U{AZA—)Q eP,ace (N,iflUT)*},
3. Jestlize N; # N;_1, pak i := i+ 1 a prejdi na krok 2,

4. Nt = Nz

Poznamka:

Gramatiku, kterd vznikne z gramatiky G = (N, T, P, S) tak, ze pocate¢ni sym-
bol S nahradime neterminalnim symbolem A € N oznacime G4 = (N, T, P, A).
Analyzujeme-li algoritmus 8.1, zjistime, Ze pro mnoziny N; plati:

Jestlize A € N;, pak existuje A =7 w, w € T* a j < i.

Jestlize vytvofime gramatiku G4 = (N, T, P, A), pro A € Ny, pak L(G4) je ne-
prazdny jazyk. Mnozina IN; obsahuje vSechny neterminalni symboly, ze kterych
lze generovat termindlni fetézce. Jestlize S € Ny, pak Gg = (N, T,P,S) = G
generuje neprazdny jazyk.

8.2 Odstranéni e—pravidel a jednoduchych pravidel

Algoritmus, ktery provadi pfevod na gramatiku bez e-pravidel (Algoritmus 2.4
[JPRO3] ) budeme ilustrovat na ptikladu.

Priklad 8.2
7 gramatiky pro generovani jazyka PL0O vybereme c¢ast pravidel pro generovani
deklaraci, ne€ktera pravidla zjednodusime a potom odstranime e-pravidla.

Po zjednoduseni budou vybrana pravidla vypadat takto:

PROGRAM — BLOK.

BLOK — DEKKONST DEKPROM DEKPROC PRIKAZ
DEKKONST — ¢ | const

DEKPROM  — ¢ |var

DEKPROC  — ¢ | procedure

PRIKAZ — ¢ | call

Mnozina N = {A: A€ N, A =* ¢} obsahuje tyto prvky:

N. = {BLOK, DEKKONST, DEKPROM , DEKPROC, PRIKAZ}.
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Po odstranéni e-pravidel dostaneme pravidla:

PROGRAM
BLOK

DEKKONST
DEKPROM
DEKPROC
PRIKAZ

—

—

—
—
—

—

BLOK . | .

DEKKONST
DEKKONST
DEKKONST
DEKKONST

DEKKONST
DEKKONST
DEKKONST

DEKKONST

const

var
procedure
call

DEKPROM
DEKPROM
DEKPROM

DEKPROM
DEKPROM

DEKPROM
DEKPROM

DEKPROM

DEKPROC
DEKPROC

DEKPROC
DEKPROC

DEKPROC

DEKPROC

DEKPROC

DEKPROC

PRIKAZ
PRIKAZ
PRIKAZ
PRIKAZ
PRIKAZ

PRIKAZ
PRIKAZ

PRIKAZ

7 tohoto prikladu je vidét, ze vysledna gramatika méa o hodné vice pravidel
nez gramatika ptvodni. Ukazme si nyni, jaky vliv ma odstranéni e-pravidel
na derivace a derivaéni stromy. V ptivodni gramatice mtizeme generovat vétu,
kterda obsahuje pouze tecku takto:

PROGRAM

Této derivaci odpovi

=
=
=
=
=

=

BLOK .

DEKONST DEKPROM DEKPROC PRIKAZ .

DEKONST DEKPROM DEKPROC .
DEKONST DEKPROM .

DEKONST .

dé derivaéni strom na obr. 8.1. V transformované gramatice
bude podobna derivace vypadat takto:

PROGRAM = .

a prislusny deriva¢ni strom je na obr. 8.2. Z tohoto piikladu je vidét, ze prevod
na gramatiku bez e—pravidel mé tyto vlastnosti:

1. Zvysuje pocet pravidel gramatiky.

2. Zachovava pocet neterminalnich symboli.

3. Zkracuje derivace a tim i zjednodusSuje deriva¢ni stromy.
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PROGRAM

BLOK .

DEKKONST DEKPROM DEKPROC PRIKAZ

£ & £ &

Obrazek 8.1: Deriva¢ni strom pro derivaci z prikladu 8.2

PROGRAM

Obrazek 8.2: Derivac¢ni strom pro derivaci z prikladu 8.2 po odstranéni
e—pravidel

Algoritmus 2.6 [JPRO03], ktery provadi vylouceni jednoduchych pravidel bu-
deme opét ilustrovat na prikladu.

Priklad 8.3
Je dana gramatika G = ({S, A, B, C, D}, {a,b,c,d}, P, S), kde P obsahuje pra-
vidla:

S—A|B
A—C|aA|bS
C—bC|a
B—D|cB|dS
D—dD]|c

Odstranme z této gramatiky jednoduché pravidla.
Nejdfive uré¢ime Ng = {S, A, B,C, D}. To znamena, Ze existuji derivace:
S=A=C

S=B=D
Dale urcéime:
Nao={AC}
Np={B,D}
Ne ={C}
Np ={D}
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Vysledna gramatika je:
G'=({8,A,B,C,D},{a,b,c,d}, P, $),

kde P’ bude obsahovat pravidla:
S —aA|bS|bC|al|cB|dS|dD|c
A—aA|bS|bC|a
B —c¢B|dS|dD|c
C—bC|a
D—dD]|c
V gramatice G existuji naptiklad tyto derivace:
S=A=C=a
S=B=D=c,
které jsou v gramatice G’ zkraceny na:
S=a
S =c.
Stejné jako v pripadé pfevodu na gramatiku bez e-pravidel mé operace vylou-
¢eni jednoduchych pravidel z gramatiky tyto vlastnosti:

1. Zvysuje pocet pravidel gramatiky.
2. Zachovava pocet neterminalnich symboli.
3. Zkracuje derivace a tim i zjednodusSuje deriva¢ni stromy.

Algoritmy pro vylouceni e-pravidel a jednoduchych pravidel z gramatiky lze
pouzit pro odstranéni cyklu z gramatiky. Tento postup je uveden v algoritmu
7.7.

8.3 Odstranéni levé rekurze

Velmi dtlezitou transformaci je odstranéni levé rekurze z bezkontextové gra-

matiky. Dulezitost této transformace spociva v tom, ze pro gramatiky s levou

rekurzi nelze sestrojit syntakticky analyzator pracujici metodou shora dol.
Pripomenme si nejdfive zéakladni pojmy:

V bezkontextové gramatice G je leva rekurze tehdy, kdyz v ni je moznéa derivace

tvaru

A=7 Aa.

Nejjednodussi pripad levé rekurze je jeji existence pfimo v pravidlech gramatiky
tvaru

A — Aa.

Pripomenme, Ze kromé pravidel typu A — Aa musi byt v gramatice pravi-
dla typu A — 3, kde (3 je fetézec, ve kterém se nevyskytuje A. Kdyby pravidlo
A — (8 v gramatice nebylo, nebylo by mozné generovat ze symbolu A terminédlni
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fetézce. Takovouto levou rekurzivitu mizeme z gramatiky odstranit takto:
Misto pravidel tvaru:

A— Ao | B
vlozime do gramatiky pravidla tvaru:

A—pA" | B

A— oA |«

Na obr. 8.3 jsou uvedeny derivac¢ni stromy pro fetézec Sac . ..a v ptivodni
gramatice (a) a v gramatice po odstranéni levé rekurze (b).

A o a A
(a) : (b) :

A A

A o a A

p o
Obrazek 8.3: Derivacni stromy pro fetézec Saa ...«

Je zfejmé, ze odstranéni levé rekurze se vlastné provadi tak, ze leva rekurze
se transformuje na pravou rekurzi. V transformované gramatice je totiz mozna
derivace, ve které se projevi prava rekurze:

A =FokA k>,

Diivod tohoto jevu spociva v tom, ze rekurze v libovolné podobé je nutnou
podminkou pro to, aby gramatika generovala nekonecny jazyk. K tomu, aby
gramatika G generovala nekonec¢ny jazyk je nutné splnéni dvou podminek:

1. Existence rekurze alesponn u jednoho neterminéalniho symbolu (ozna¢me

jej A),

2. symbol A nesmi byt v gramatice G zbytecny.
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Uvedeny zptisob odstranéni levé rekurze mé tu nevyhodu, ze nové vznikla

pravidla:
A—pA" | B
A— oA |«

zpusobuji, Ze gramatika po takové transformaci neni LL(1). Divodem je
kolize FIRST — FIRST (viz kap.10) v pravidlech pro A a A’. Z tohoto du-
vodu je navrzen jiny zpusob odstranéni levé rekurze, ktery je zalozen na této
transformaci:
Misto pravidel tvaru

A— Ao | B
vlozime do gramatiky pravidla:

A — BA

A — A e
Opét vidime, zZe leva rekurze se transformuje na pravou. Deriva¢ni stromy pro
Fetézec fa ... v puvodni (a) a transformované (b) gramatice jsou na obr. 8.4.

A o A
(a) \ (b) :

A o A

p a A

&

Obrazek 8.4: Derivacni stromy pro fetézec Saa ...«

Leva rekurze muze byt v gramatice zptusobena i jinym zpdsobem neZ pra-
vidly tvaru A — Aa. V dal$im ptikladu si ukdZeme jiny ptipad levé rekurze
a zpusob jejiho odstranéni.
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Priklad 8.4

Je ddna gramatika G = ({5, A}, {a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S — ASa|b
A—DbAle

V této gramatice je leva rekurze, protoze je mozna derivace:
S = ASa = Sa

Tato leva rekurze je zpusobena pravidlem S — ASa, protoze ze symbolu A
muZe generovat prazdny fetézec (A = ¢). Tento typ levé rekurze se nazyva
skryta leva rekurze. Postup, jak odstranit tuto levou rekurzi, spociva ve dvou
krocich:

1. Odstranit e-pravidla, ktera se vyskytnou v derivaci A =7 «.

2. 7 vysledné gramatiky odstranit levou rekurzi.
Provedeme tuto transformaci pro zadanou gramatiku.

1. Po odstranéni pravidla A — ¢ dostaneme gramatiku s pravidly:
S — Sa|ASa|b
A—DbA|D
V této gramatice jiz pravidlo S — ASa neni levé rekurzivni. Gramatika je
pripravena pro odstranéni levé rekurze podle Véty 3.26 [JPR03]. Pravidla
pro neterminélni symbol S mizeme schematicky zapsat:

S—>Sa\61\62.

Vsimnéme si, e 81 = ASa obsahuje symbol S, pro ktery budeme odstra-
novat levou rekurzi.

2. Po odstranéni levé rekurze dostaneme novou gramatiku
G' = ({S,A,S},{a,b}, P, S),
kde P’ obsahuje pravidla:
S — ASaS’" | bS’
S —aS" | e
A—DbA|D

Priklad 8.5

Je ddna gramatika G = ({5, A}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — Aala
A—Sb|b

Tato gramatika je levé rekurzivni, protoZe je v ni mozna derivace:
S = Aa = Sbha.

Tato leva rekurze je zptsobena existenci dvojice pravidel

S — Aa, A — Sb.
Postup odstranéni takové rekurze, ktera je zpusobena vice nez jednim pravi-
dlem, spoc¢iva ve dvou krocich:
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1. Dosazovénim do pravidel tvaru A — Ba za B tak, aby se leva rekurze
projevila v jednom pravidle.

2. Odstranénim levé rekurze z levé rekurzivniho pravidla.
Pro zadanou gramatiku bude odstranéni levé rekurze probihat takto:

1. Dosadime do pravidla:
S — Aa
za neterminalni symbol A z pravidel:
A—Sbl|b
a dostaneme pravidla:
S — Sha | ba
Po tomto dosazeni ziskame gramatiku
G1= ({S}v {a’v b}a Py, S)a
kde P, obsahuje pravidla
S — Sba | ba | a
protoze symbol A se stal nedostupnym.

2. Po odstranéni levé rekurze dostaneme:
Gs = ({5,959}, {a,b}, P, S),
kde P, obsahuje pravidla:
S — aS" | baS’

S" —baS’ | e

V ucebnim textu [JPRO3| je uveden algoritmus (Algoritmus 3.28), ktery
provadi vylouceni rekurzivity zleva z gramatiky ve vSech pfipadech. Tento al-
goritmus predpoklada, Ze vstupni gramatika je vlastni, to znamena, Ze je bez
cykll, bez zbytecnych symbold a bez e-pravidel. Posledni predpoklad, tj. ze
vstupni gramatika je bez e-pravidel je zbytecné silny. Ukazeme si na piikladu,
ze ne€kdy pfitomnost e-pravidel nevadi pri odstranéni rekurzivity zleva.

Priklad 8.6
Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b,c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — Aa| B
A— Sb|e
B — Bc|e
Pfi pouziti algoritmu na vylouceni rekurzivity zleva, (Algoritmus 3.28) uceb-
niho textu (Jazyky a preklady) bude postup vypadat takto:

1. Zavedeme uspotradani:
N ={S,A,B},i:=1.

2. Beze zmén.
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4. Dosadime do pravidla A — Sb z pravidel S — Aa | B a dostaneme pro
A pravidla:
A — Aab | Bb | e.

2. Vylou¢ime rekurzivitu zleva v pravidlech A — Aab | Bb | € a dostaneme:

A— BbA' | A
A" — abA' | e

3. 1:=3,7 =1
4. Beze zmén.
4. Beze zmén.

2. Vylou¢ime rekurzivitu zleva v pravidlech B — Bc | € a dostaneme:
B— B
B —cB'|¢

Vysledna gramatika mé potom tvar:

G = ({S,A, A, B,B},{a,b,c}, P,S),
kde P’ obsahuje pravidla:

S — Aa| B

A— BbA' | A

A" — abA' | e

B— B

B —cB'|¢
Je vidét, ze v tomto pripadé pritomnost e-pravidel nebyla na zavadu. Piiklad
8.4 naopak ukazuje situaci, ve které musi byt pfed odstranénim levé rekurze
e-pravidla vyloucena. Celou situaci mizeme obecné charakterizovat takto:
Jestlize je v gramatice mozn4 derivace:

A="BB,y...BybAa =T A4 q,

takova, ze B; =1 ¢,1 € (1,n),

pak musime pfed vyloucenim levé rekurze z gramatiky vyloucit vSechna e-
pravidla, ktera se vyskytnou pravé v derivacich tvaru B; =71 e. V opa¢ném
pfipadé mtzeme e-pravidla v gramatice ponechat.

Priklad 8.7
Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
x S—Ba|Ab
A—Sa|AAb|a
B—Sb| BBa|b.
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Prevedte tuto gramatiku na ekvivalentni gramatiku bez rekurzivy zleva.
Reseni:
1. Zvolime uspotadani: {S, A, B} (A1 =S, As = A, A3 =B), i:=1,

0
1:=2, 7:=1
A — Baa | Aba | AAb|a
A — Baa|a|BaaA'|aA’
A" — ba|Ab|baA’| ADA
1:=3, j:=1
B — Bab| Abb| BBa|b
7 =2
B — Bab| BBa/|b| Baabb | abb | BaaA’bb | a A'bb
B — a|abb|aA'bb|aB'| abbB' | aA'bbB’

* B’ — ab| Ba| aabb | aaA'bb | abB' | BaB' | aabbB'| aa A’bbB’
Vysledné gramatika G’ = ({S, A, B, A", B'}, {a, b}, P!, S}, kde P’ obsahuje pra-
vidla uvedena vyse v fadcich oznacenych hvézdickou.

S o s B

*

D = O W

8.4 Transformace gramatiky do normalnich tvaru Chomského
a Greibachové

Priklad 8.8
Sestrojme gramatiku v Chomského normalnim tvaru, kterd generuje jazyk

L={a"b":n>0} —{e} ={a"™" :n>1}.

Zacneme gramatikou pro jazyk Li = {a"b" : n > 0}.
Gramatika G1 = ({S}, {a,b},{S — aSb|c}, S) generuje jazyk L; = L1(G1).

Po odstranéni e—pravidla dostaneme gramatiku:
Gy = ({9, 5},{a,b},{" — €S, S — aSb|ab},s").

Jestlize vynechdme e—pravidlo a pocateéni symbol S’ dostaneme gramatiku
Gz = ({S},{a,b},{S — aSb|ab}, S), kterd generuje jazyk

L(G3) = {a™"™ : n > 1}.
Tuto gramatiku prevedeme do normalniho tvaru podle Chomského. Za symboly
a,b dosadime do pravidla S — aSb neterminélni symboly A, B a a dostaneme
pravidla S — ASB, A — a, B — b.
Stejné dosadime do pravidla S — ab a dostaneme pravidlo S — AB. Pravidlo
S — ASB neni ve tvaru podle Chomského, proto jako posledni krok zavedeme
neterminalni symbol C' a sestrojime vyslednou gramatiku G = ({S, A4, B, C'},
{a,b}, P, S), kde mnozina P obsahuje pravidla:

S — AC|AB

C — SB

A—a

B — b.
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Priklad 8.9
Gramatiku G = ({S}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla S = aSb|SS |ab
prevedme do Chomského normaélniho tvaru.
Podobné jako v predchozim prikladu zavedeme netermindlni symboly A,B
a jimi nahradime symboly a,b v pravidlech gramatiky. Dostaneme pravidla:

S — ASB|SS|AB

A—a

B — b.
Dale zavedeme neterminalni symbol C' a dostaneme gramatiku
G'=({S,A,B,C},{a,b}, P, S), kde P’ obsahuje pravidla:

S — AC|SS|AB

C — SB

A—a

B — b.

Priklad 8.10
Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S —aB|bA
A—aS|bAA|a
B—bS|aBB|b.
Prevedme tuto gramatiku do normalniho tvaru podle Chomského. Pfitom po-
uzijeme Algoritmus 3.22 [JPRO03].
Reseni:
2. A—a
B—b
3. Neprovedeme nic
Neprovedeme nic
5. A—V(AA)
(AA) — AA
B — d(BB)
(BB) — BB
6. S—dB|VA
A—adS
B —VS
7. d —a
b —b.
Vyslednd gramatika G’ = ({S, A, B, (AA), (BB),d,b'},{a,b}, P, S), kde P’
obsahuje pravidla uvedena vyse.

>
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Priklad 8.11

Gramatiku G = ({S},{a,b},{S — aSb|ab},S), pfevedme do norméalniho
tvaru podle Greibachové.

V tomto pripadé stac¢i zavést symbol B a jim nahradit symbol b v obou pravi-
dlech. Dostaneme tak gramatiku

G4 = ({S, B},{a,b},{S — aSB|aB,B — b}, S), ktera je v normalnim tvaru
podle Greibachové.

Priklad 8.12
Je ddna gramatika G = ({4, C, Q, R}, {z,y}, P, A), kde P obsahuje pravidla:
A—RQC | Ry
C—zyA
Q—zAy
R—zxz.
Naleznéme G’ tak, ze L(G) = L(G') a G’ je v normalnim tvaru podle Greiba-
chové.
Reseni:
Pouzijeme Algoritmus 3.34 [JPR03]. Zadana gramatika je vlastni (bez zbytec-
nych symboli, bez e—pravidel a bez cykli) a bez rekurzivity zleva.

Linearni usporadani zvolime takto: N = {A,C, Q, R}.
1:=3

Neprovedeme nic

1:=2

Neprovedeme nic

1:=1

V P nahradime pravidla: A — RQC'| Ry
pravidly: A — zzQC'| zxy

W ok W R W

4. 1:=0
5. Vytvorime P’ takto:
A—x2'QC | zx'y
C—uzy' A
Q—rAy'
R—uxx’
6. Do P’ piiddme pravidla:
' —z
y' =y
Vyslednd gramatika je G’ = ({A,C,Q, R,2',y'}, {z,y}, P, A).

132



Priklad 8.13
Je dédna gramatika G = ({5, X, Y, Z, B}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S—XYZ|a
Z—XaZ|B
X—5b
B—abS
Y —aabb.
Naleznéte G’ takovou, ze L(G) = L(G’) a G’ je v normdlnim tvaru podle
Greibachové.
Reseni:
Zadana gramatika je vlastni, ale neni bez levé rekurzivity. Proto musime nejdfive
odstranit levou rekurzivitu. P¥itom pouzijeme Algoritmus 3.28 [JPR03].
Zvolime uspotadani: N = {S,Z, X, B,Y}.
Pri tomto usporadani je tfeba dosadit do pravidla X — Sb symbol S.
Dostaneme pravidla:
X — XYZb | ab.
Po odstranéni levé rekurze dostaneme pravidla: X — ab|abX’
X' —-YZb|YZbX'.
Dostaneme gramatiku G; = ({5, X,Y, Z, B, X'}, {a, b}, P1, S), kde P, obsahuje

pravidla:
S —-XYZ|a
Z —XaZ|B
B —abS
Y —aabb
X —ab|abX’

X'=YZb|YZbX'
Tato gramatika jiz neobsahuje rekurzivitu zleva. Pro transformaci do normal-
niho tvaru podle Greibachové pouzijeme Algoritmus 3.34 [JPRO3]:

. Linearni uspotfadani bude: Ny = {S, Z, X, X', B,Y'}.

.1:=5

=4
. Pravidla X' — YZb|Y ZbX' nahradime pravidly:
X' — aabbZb| aabbZbX'.

1
2
3. Neprovedeme nic
4
3

.1:=3

Cii=2
. Nahradime pravidla: Z — XaZ|B
pravidly: Z — abaZ|abX'aZ | abS.

4
3. Neprovedeme nic
4
3

4. 1:=1
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3. Nahradime pravidlo: S — XY Z
pravidly: S — abYZ|abX'Y Z.

Dale v 5. a 6. kroku ziskdme hledanou gramatiku

G =({SX,Y,Z,B, X", d,v'},{a,b}, P, S), kde P’ obsahuje pravidla:
S —abYZ|abX'YZ|a

Z —abldZ|ab'X'd'Z | ab'S

B —ab'S

Y —adb't

X —ab |ab' X’

X'—=ad Vv’ ZV | ad' b’y ZV' X'

a —a

b —b.

8.5 Priklady pro cviceni

Cviceni 8.14

7 nésledujici gramatiky odstrante e—pravidla a jednoduché pravidla:
S — aSbb|T
T — bTlaalS |e.

Cviceni 8.15
Naésledujici gramatiky prevedte do normélniho tvaru podle Chomského:

a) S — ABS|AB
A — dAla
B — bA

b) S — aAB|aBA|bAA]|e
A — aS|bAAA
B — aABB|aBAB|aBBA|bS

c) S — aSb|bSal|SY|e.

Cviceni 8.16
Pro nésledujici jazyky sestrojte bezkontextové gramatiky v norméalnim tvaru
podle Chomského a Greibachové.

Ly = {ww?®: w € {a,b, c}*},

Ly ={w:w € {a,b, c}*,w = wh},

L3 = {a®"b*" : n > 0},

Ly ={a"b™b™c™ : m,n > 0},

Ls ={a"b™c™d" : m,n > 0},

Le = {w: w € {a,b}*, potet symboli a je vétsi nez pocet symboli b}.
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9 Zasobnikové automaty

Modelem syntaktickych analyzatord bezkontextovych jazykd jsou zasobnikové
automaty. Tuto skuteénost mtizeme intuitivné zduvodnit tak, Ze béhem syntak-
tické analyzy je nutno zpracovavanou vétnou formu uchovavat v néjaké datové
struktufe. Adekvatni datovou strukturou je v tomto pripadé zasobnik. Zasob-
nikovy automat je nejjednodussi formalni systém, ktery pracuje se zasobnikem
jako s vnitini paméti. Z teoretického hlediska muzeme zdtvodnit pouziti za-
sobnikovych automatt jako modeld syntaktickych analyzatord tim, ze bylo do-
kézano, ze bezkontextové gramatiky a zasobnikové automaty definuji stejnou
t¥idu jazykt a to pravé bezkontextové jazyky.

9.1 Zakladni pojmy

Zasobnikovy automat je sedmice R = (K, T, G, 4, qo, Zy, F'), kde

K je konefna mnozina vnitinich stavi,

T je konecna vstupni abeceda,

G je konecna abeceda zasobniku,

J je zobrazeni z K x (T'U{e}) x G* do mnoziny kone¢nych podmnozin K x G*,
qo je pocatecni stav,

Zy je pocatecni symbol zasobniku,

F C K je mnozina koncovych stavi.

Konfigurace zasobnikového automatu R je trojice (¢, w, ) € K x T* x G*, kde
q je okamzity vnitini stav,

w je dosud nezpracovand ¢ast vstupniho fetézce,

« je obsah zasobniku.

Pocateéni konfigurace zasobnikového automatu je trojice (qo,w, Zp), w €
T*. Zapis 6(q,b,a) = {(p1,71), (P2;72),-- -, (Pn,n)} interpretujeme tak, ze
zasobnikovy automat ve stavu ¢ precte vstupni symbol b a prejde do stavu
pi (i=1,2,...,m) a fetézec « z vrcholu zasobniku se nahradi fetézcem ~;. V
pripadé, ze 0(q, e, @) = {(p1,71), (P2,72), - - -5 (Pms>Ym) }, Pak se jedna o pfechod
do nového stavu a zménu obsahu zasobniku bez ¢teni vstupniho symbolu.
Prechod zasobnikového automatu R je relace na mnoziné konfiguraci:

(¢, aw, aB) = (p,w,vB),
kdyz d(q, a, «) obsahuje (p,v),a € TU{e},a, B,y € G*.
k-tou mocninu, tranzitivni uzavér a trazitivné reflexivni uzaveér relace - ozna-
¢ujeme FF T X
Jazyk pfijimany zdsobnikovym automatem R = (K,T,G,0, qo, Zo, F) je defi-
novan dvojim zpusobem:

a) prechodem do koncového stavu:
L(R) = {w: (g0, w, Zo) F* (q,6,7),7€ G*,q € F,w e T*}.

b) s prazdnym zasobnikem:
L(R) ={w: (g0, w, Zp) F* (¢,¢,¢),q € K}.
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Zasobnikovy automat R = (K, T, G, 0, qv, Z, F') je deterministicky, jestlize plati:
1. [6(¢q,a,7v)| <1 pro vSechna ¢ € K, a € TU{e}, v € G*.
2. Je-li 6(q,a,a) #0, 6(q,a,B) # 0, a # 3, pak @ neni pfiponou 5 a 5 neni
piiponou a (0 # 6, a £ 9.
3. Je-lid(q,a,a) #0,5(q, e, 8) # 0, pak o neni pfiponou (3 a (3 neni pfiponou
a (ya # B, a # B).

Tato definice predpoklada, Ze zasobnik ma vrchol vpravo. Jestlize vrchol za-
sobniku bude vlevo (viz analyzu shora doli), pak je tfeba slovo pfipona vsude
nahradit slovem pfedpona a misto ya # G, a # 3 psét ay # 5, a # (7.

9.2 Deterministické zasobnikové automaty pro typické
bezkontextové konstrukce

V tomto odstavci ukdazeme nékolik prikladt zasobnikovych automati, které pii-
jimaji jednoduché bezkontextové jazyky. Pritom budeme pro zapis zobrazeni
navrzenych automatt pouzivat prechodovy diagram podobné jako u koneénych
automati. Musime ovSem rozsifit zptisob ohodnocovani hran. Hranu v pfecho-
dovém diagramu ohodnotime trojici (a, «, 3), kde a € T'U {e} pFedstavuje bud
¢teny symbol nebo prazdny retézec, a je fetézec vylouceny z vrcholu zasobniku
a (3 je retézec vloZzeny na vrchol zasobniku.

Naptiklad graf na obr. 9.1 predstavuje prechod ze stavu A do stavu B pii
¢teni symbolu b, pfi¢emz se z vrcholu zasobniku vyloudi fetézec xy a na vrchol
zasobniku se vlozi symbol z.

OO

Obrézek 9.1: Pfechod ze stavu A do stavu B

V dalsich ptikladech budeme predpokladat, ze kazdy vstupni fetézec bude
ukoncen zvlastnim symbolem, ktery budeme dtsledné oznacovat f. Toto neni
vazné omezeni, protoze pri analyze je vstupni fetézec obvykle tvofen textovym
souborem, ktery konéi znackou ,.konec souboru“.

Priklad 9.1

Je dan jazyk L = {a'b’ : i > 0}. Gramatika, kterd tento jazyk gemeruje, ma
napiiklad tvar G = ({S}, {a, b}, {S — aSb|e}, S). Sestrojime zasobnikovy au-
tomat R, ktery prijiméa jazyk L.

Zasobnikovy automat bude pracovat takto: Ctené symboly a ulozi do z4-
sobniku. Pfi ¢teni prvniho symbolu b se prejde do stavu r a pri ¢teni kazdého
symbolu b se jeden symbol a ze zasobniku vyloudi. V pripade€, Ze pri ¢teni po-
sledniho symbolu b byl ze zasobniku vylouc¢en posledni symbol a, byl vstupni fe-
tézec spravny. Zasobnikovy automat, ktery prijima jazyk L, je definovan takto:
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R = ({q,7},{a,b, f},{a,z},d,q,2,0), kde § je definovano takto:
d(q,a,€) = (¢, a)

Prechodovy diagram tohoto automatu je na obr. 9.2.

(a,¢,a) (b,a,¢)

(f.z,)

Obrazek 9.2: Zasobnikovy automat pro jazyk L = {a’b’ : i > 0} z ptikladu 9.1

Pro vstupni fetézec a3b? f provede zasobnikovy automat R tuto posloupnost
prechodti:
(q,a®b3f, 2) F (q,a®b3f, za) - (q, ab®f, za?)
F(q,b3f, za®) F (r,b2f, za®) - (r,bf, za)
F(r, f,2)F (r,e,e).

Priklad 9.2
Je dén jazyk L = {a’b’ : i > j > 0}. Gramatika, kterd tento jazyk generuje,
m3 tvar:
G=({S,A,B},{a,b},{S — aB,B — aB|A, A — aA|e}, S).
Zasobnikovy automat, ktery prijima jazyk L je definovan takto:

R = ({q,r,p},{a,b, f},{a, z},0,q, 2,0), kde zobrazeni ¢ je definovano

Prechodovy diagram tohoto automatu je na obr. 9.3.

Automat pracuje tak, ze symboly a kopiruje do zasobniku. P¥i ¢teni symbola
b vylucuje ze zasobniku symboly a. Pti nalezeni konce vstupniho fetézce musi
v zasobniku byt alespon jeden symbol a. Je-li jich vice, automat je postupné
vylouéi. Analyza konéi vyprazdnénim zasobniku.
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START

(a,e,a) (b,a,¢) (¢,a,8)

Priklad 9.3

Q (b,a,e)
i o\

(f.ae)

(€,2,¢)

Obrazek 9.3: Zasobnikovy automat pro jazyk L = {a'¥’ : i > j > 0} z pii-
kladu 9.2

Je dén jazyk L = {a'¥’ : 0 <1i < j}. Gramatika, kterd tento jazyk generuje

ma tvar:

G = ({S,A,B},{a,b},{S— AB, A — aAble, B— bBJb, S).

Zasobnikovy automat, ktery prijima jazyk L je definovan takto:

R = ({q,r,p},{a,b, f},{a, z},0,q, z,0), kde zobrazeni 4 je definovano takto:

6(g,a,€) = (g,a)

o(p, f,2) = (p,€)

Prechodovy diagram tohoto automatu je na obr. 9.4.

(a,e,a) (b,a,¢) (b,z,2)

Obréazek 9.4: Zasobnikovy automat pro jazyk L = {a'¥’ : 0 < i < j} z pii-

kladu 9.3
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Priklad 9.4
Je dan jazyk L = {a’d’ :i >0} U {a’c’:i > 0}. Gramatika, kterd tento jazyk
generuje ma tvar : G = ({S, 4, B}, {a,b,c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S —-A|B
A —aAb|e
B —aBc | ¢
Zasobnikovy automat, ktery prijima jazyk L je definovan takto:

R = ({q,71,72,p},{a,b,c, f},{a, z},0,q, z,0), kde zobrazeni 0 je definovano

6(Qa a, 5) - (Qa CL)

d(q,b,a) = (r1,¢)
d(q,c,a) = (rg,¢)
(g, f,2) = (p,¢)

d(r1,b,a) = (r1,¢€)
6(T1a fa Z) = (pa 5)
d(re, c,a) = (ra, €)

6(T25 fa Z) = (pa 5)
Prechodovy diagram tohoto automatu je na obr. 9.5.

(b,a,e)

Obrazek 9.5: Zasobnikovy automat pro jazyk L = {a’b’ : i > 0}U{a'c’ : i >0}
z prikladu 9.4
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Priklad 9.5
Sestrojime zasobnikovy automat pro analyzu zavorkové struktury, vytvofenou
z dvojice zavorek [ a |. Bezkontextova gramatika, ktera tuto strukturu generuje
ma tvar G = ({S}, {[,]},{S — [S]S | €}, 5).
Zasobnikovy automat, ktery ptijimé L(G) je definovan takto:

R=({q}, {,],/}:{l,2},0,q,2,0), kde zobrazeni ¢ je definovano takto:

(¢, [,e) = (¢,[)

(¢, ],[) = (g,¢)

(¢, f,2) = (g,¢)

Prechodovy diagram je na obr. 9.6.

(LeD)

START '
e‘ (1Le)
)

(fz,e)

Obrazek 9.6: Zasobnikovy automat pro analyzu dvouzavorkové struktury z pii-

kladu 9.5

Priklad 9.6
Sestrojime zasobnikovy automat pro analyzu zavorkové struktury vytvorené
z trojice ,zavorek“ a, b, c. Bezkontextova gramatika, ktera tuto strukturu ge-
neruje ma tvar G = ({S}, {a,b,c},{S — aSbScS|e}, 9).
Zasobnikovy automat, ktery ptijimé L(G) je definovan takto:

R = ({q},{a,b,c, f},{a,b,2},4,q,z,0), kde zobrazeni § je definovano takto:

6(g,a,e) = (q,0a)
6(g,b,a) = (g,b
6(g,e,0) = (q,¢)

6(qg, f,2) = (g¢)

Prechodovy diagram tohoto automatu je na obr. 9.7.

(a,g,a),(b,a,b)

START

(¢,b,8),(f,.z,€)

Obrazek 9.7: Zasobnikovy automat pro analyzu tfizavorkové struktury z pii-

kladu 9.6
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9.3 Zasobnikovy automat jako model syntaktického analyza-
toru

Pro kazdou bezkontextovou gramatiku G = (N, T, P, S) existuje zasobnikovy
automat R = (K, T, G, 0, qo, Zo, F) takovy, ze L(G) = L(R).

7 této zakladni vlastnosti bezkontextovych gramatik a zasobnikovych au-
tomatt plyne, ze zasobnikové automaty chapeme jako modely syntaktickych
analyzatort bezkontextovych jazykt. Uvedeme jednu z moznych konstrukci za-
sobnikovych automatt pro zadané bezkontextové gramatiky.

Je dana bezkontextovéa gramatika G = (N, T, P, S). Sestrojime zasobnikovy
automat R takovy, ze L(G) = L(R).

Konstrukei (oznaéime ji A) provedeme takto:
R=({q}, T,NUT,$,q,S,0), kde zobrazeni ¢ je definovano takto:

(1) 6(¢q,e,A) = {(¢®): A— a€ P} provsechna Ae N,

(2) 6(q,a,a) = {(g,e)} pro vSechnaacT.
Operace (1) je expanze, tj. ndhrada neterminalniho symbolu ve vétné formé
pravou stranou nékterého pravidla, operace (2) je srovnéni, tj. pfecteni symbolu
ze vstupniho fetézce a jeho srovnani se symbolem v zasobniku. Vrchol zasobniku
u tohoto typu automatu budeme zapisovat vzdy vlevo.

Priklad 9.7
S pouzitim uvedené konstrukce sestrojime zasobnikovy automat pro gramatiku
G = ({S,A, B},{a,b,c,d}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
(1) S—AB (3) A—ab (5) B—cd
(2) A—aAb (4) B — cBd
Zasobnikovy automat vytvorime takto:
R = ({q},{a,b,c,d},{S, A, B,a,b,c,d},d,q,S,0), kde § je definovano takto:

6(g,¢,58) = {(¢,AB)}
6(q,e,A) = {(q,aAb),(q,ab)}
6(q,e,B) = {(g,cBd),(q,cd)}
6(q,a,a) = {(g,¢)}
6(q,0,0) = {(g,¢)}
6(g,c,c) = {(g,¢)}
6(g,d,d) = {(g,¢)}.

Vidime, Ze vznikly zasobnikovy automat je nedeterministicky. Pro vstupni fe-

tézec aabbcd mize automat provést tuto posloupnost prechodii:
(¢, aabbcd, S

(¢, aabbcd, AB
(¢, aabbed, aAbB
(g, abbed, AbB
(g, abbed, abbB
(g, bbed, bbB
(q, bed, bB
(g, cd, B

T T T T T T T
Q
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F o (g, cd, cd) (5)

F o (q, d, d)

F o (q, €, €)
Uvedené posloupnosti pfechodt automatu R odpovida tato leva derivace v gra-
matice G: S = AB = aAbB = aabbB = aabbcd
Levy rozklad retézce aabbed je: 1,2, 3, 5.
Zasobnikovy automat podle uvedené konstrukce predstavuje model syntaktic-
kého analyzatoru pracujicitho metodou shora dold.

Priklad 9.8
S pouzitim konstrukce B (odst. 3.6.3 [JPRO03] ) sestrojime zasobnikovy automat
pro gramatiku z ptrikladu 9.7.
Zasobnikovy automat bude vypadat takto:

R = ({q,7},{a,b,c,d},{S, A, B a,b,c,d,#},0,q,#,{r}), kde ¢ je defino-
vano takto:

é(g,a,¢) ={(g,a)}
6(g,b,e)  ={(g;0)}
6(g,c;e)  ={(g,c)}
6(g,d,e)  ={(g,d)}
6(g,e,AB) = {(q,5)}
6(g.e,aAb)={(q, A)}
6(g.e,ab) ={(q,A)}
6(q.e, cBd)={(q, B)}
6(g.e,cd) = {(q, B)}

0(q.e,#5) = {(r,e )}
Vznikly zasobnikovy automat je opét nedeterministicky. Pro vstupni fetéz aabbed

muZe tento automat provést tuto posloupnost prechodu.
(q.aabbed, # )

F(q, abbed,#a )
F(g, bbed,#aa )
F(g, bed,#aab )
F(g, bed,#aA )
F(q, cd, #aAb)
(g, cd,#A )
F(q, d,#Ac )
F(q, e, #Acd)
(g, e, #AB )
(g, &#S )

(g, ge )
Tato posloupnost pfrechodi automatu odpovidéa této obracené pravé derivaci
fetézu aabbed:

aabbed <= aAbed = Acd <= AB < S

Zasobnikovy automat tohoto typu predstavuje model syntaktického analyza-
toru pracujictho metodou zdola nahoru. Oba typy zasobnikovych automati,
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které jsme zkonstruovali, jsou automaty nedeterministické. To znamend, Ze
jich neni mozZno pfimo pouzit jako algoritmu syntaktické analyzy. Algoritmy
syntaktické analyzy miizeme sestrojit na zakladé téchto nedeterministickych
automatd dvojim zptsobem:

1. Deterministickou simulaci nedeterministickych automatd — dostaneme
tak algoritmy syntaktické analyzy s navraty.

2. Doplnéni konstrukce zasobnikovych automatt tak, aby alespon pro jistou
t¥idu gramatik byly deterministické.

9.4 Syntakticka analyza metodou shora dolu s navratem

Zasobnikovy automat sestrojeny na zdkladé konstrukce A v minulém odstavci
je nedeterministicky proto, Ze pfi expanzi mé obvykle moznost vybéru néko-
lika alternativ pro urcity neterminalni symbol. Deterministicka simulace tohoto
automatu spociva v tom, Ze se postupné systematicky probiraji vSechny moz-
nosti expanzi neterminélnich symboli. V ptfipadé, Ze pfi nasledujicich operacich
srovnani doslo k chybé, vraci se algoritmus zpét a vybira dalsi moznosti pro
predchozi expanze.

Algoritmus pouziva dvou zasobnikt Z1 a Z5 a Citace, jehoz hodnota definuje
pozici vstupniho ukazatele, tj. ukazuje, ktery symbol vstupniho Fetézce bude
jako dalsi precten.

Algoritmus 9.9

Syntakticka analyza metodou shora dolid s navratem.

Vstup: Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S), n > 0, vstupni fetézec w =
ai1as . ..a,. Pfedpokladejme, Ze pravidla z P jsou ocislovana ¢isly 1,2, ..., p.
Vystup: Levy rozklad fetézce w, pokud existuje, jinak ,,chyba“. Je-li gramatika
G viceznacna, pak algoritmus vytvofi néktery z levych rozkladu.

Metoda:

1. Pro kazdy neterminélni symbol A € N uspofdadame pravé strany vSech
pravidel. Nechf A; je index i-té pravé strany pro neterminalni symbol A.
Naptiklad jsou-li A — ag | az | ..., vSechna pravidla pro A a jsou-li
usporadand, pak je A; indexem pro oy, As pro as atd.

2. Konfigurace algoritmu bude ¢&tvefice (s, i, «, 3), kde:

(a) s je stav vypoctu,

(b) 7 je hodnota vstupniho ukazatele; pfedpokladejme, ze (n + 1)-ni
vstupni symbol je koncovy symbol #, tedy i € {1,2,...,n+ 1}.

(c) «a reprezentuje obsah zasobniku Z;, o € (T'U I)*, kde I je mnozina
indexd pravych stran pravidel,

(d) B reprezentuje obsah zasobniku Zs, € (NUT U {#})*.
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Vrchol zasobniku Z; bude napravo (posledni symbol fetézce «), vrchol
zésobniku Z5 bude nalevo (prvni symbol fetézce 3). Retézec 3 reprezen-
tuje pravé ziskanou vétnou formu, fetézec o reprezentuje historii vybéru
alternativ a vstupni symboly, které byly zpracovany.

Algoritmus mize byt v jednom z téchto t¥i stavi:

q ...normalni stav,
b ... néavrat,
f ... koncovy stav.

3. Pocatecni konfigurace algoritmu je (g, 1, ¢, S#), kde ¢ je prazdny Fetézec.

. Cinnost algoritmu je déna posloupnosti konfiguraci po¢inaje po¢ateéni
konfiguraci. Zapisem (s, i, «, B) b (s',4', o/, 5') budeme oznacovat prechod
z konfigurace (s, i, a, 3) do konfigurace (s',4', o/, 3).

Existuje téchto pét typt prechod:

(a) Expanze:
(q,7,, AB) = (q, 1, A1, 11 f3),
kde A — 7 je pravidlo z P a ~; je prvni prava strana (alternativa)
pro neterminalni symbol A. Tento krok odpovidd expanzi pomoci
pravidla A — 4.

(b) Srovnéni:
(¢,1,a,a08) - (q,i+ 1, aa, )
za predpokladu, ze a; = a, ¢ < n. Shoduje-li se i-ty vstupni symbol
s prvnim symbolem derivace, presuneme vrchol zasobniku Z5 na
vrchol Z; a zvysime vstupni ukazatel.

(c) Prijeti:
(gn+1,a,#)F (fyn+1,a,¢)
V tomto kroku jsme dospéli ke koncové konfiguraci. Derivovana véta
se shoduje se vstupnim fetézcem. Levy rozklad obdrzime z retézce
«, aplikujeme-li na kazdy symbol fetézce a tuto funkci h:
h(a) = ¢ pro vSechna a € T,
h(A;) = p, kde p je ¢islo pravidla A — =, v je i-t4 prava strana
pro neterminélni symbol A.

(d) Neshoda vstupniho a derivovaného symbolu:
(¢,1,a,a0) F (b,i,a,af), je-li a; # a.
Tento krok signalizuje, Ze je tfeba provést navrat, protoze derivovana
vétné forma neodpovida vstupnimu fetézci.

(e) Névrat na vstupu:
(b,i,a,B) F (b,i— 1, af3) pro viechna a € T
Vstupni symbol a presuneme zpét ze Z; do Z» a snizime vstupni
ukazatel.

(f) Zkus jinou alternativu: (b,7, a4}, v;3) -

i. (q,%,@Aji1,7j4+10), jestlize vj41 je (j + 1)-ni alternativa pro A.
(Na vrchol Z; je namisto -y; ulozen fetézec yj41).
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ii. (b,1,a, AB), jestlize neexistuje dalsi alternativa pro A. Index A;
je odstranén z vrcholu Z7, neterminal A je uloZen namisto v na
vrchol Z5.

iii. (,z4dnd konfigurace“), je-li i = 1 a A = S. Tyto podminky
indikuji, ze byly zkouSeny vSechny mozné levé derivace, aniz byl
nalezen rozklad w.

Algoritmus nyni probihd takto:

Krok 1: Pocinaje pocatecni konfiguraci hledej dalsi konfigurace Cy — Cj
— ..., dokud je to mozné.

Krok 2: Je-li posledni nalezend konfigurace (f, n+1, v, €), aplikuj na fetézec
funkci h; h(7) je levy rozklad véty w. Neni-li posledni nalezend konfigurace
konfiguraci koncovou, je vystupem algoritmu ,,chyba‘.

Priiklad 9.10
Je dédna gramatika G=({S, A, B}, {a,b,c,d}, P, S), kde pravidla v P jsou ozna-
¢ena takto:

(S1) S— AB
(Al) A — ab
(AQ) A — aAb
(Bl) B — cBd
(BQ) B — cd
Algoritmus 9.9 pro vstupni fetézec aabbed provede tuto posloupnost prechodi:
(Qa 1555 S#) F (Q7 ]-7 Sl ) AB#)
F (q, 1, SlAl y abB#)
+ (q, 2, SlAla y bB#)
F (b, 2, SlAla y bB#)
F (b, 1, 514 . abB#)
F (q, 1, SlA2 y aAbB#)
F (q, 2, SlAga y AbB#)
H (q, 2, SlAga Al y abbB#)
[ (q, 3, SlAga Ala y bbB#)
F (q, 4, SlAga Ala b y bB#)
H (q, 5, SlAga Ala bb 5 B#)
H (q, 5, SlAga Ala bbBl 5 CBd#)
H (q, 6, SlAga Ala bbBlc 5 Bd#)
H (q, 6, SlAga Ala bbBchl, Cde#)
H (b, 6, SlAga Ala bbBchl, Cde#)
H (q, 6, SlAga Ala bbBchg, Cdd#)
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F (b, 6, SlAga Ala bbBchg, Cdd#)
F (b, 6, SlAga Ala bbBlc 5 Bd#)
F (b, 5, SlAga Ala bbBl 5 CBd#)
F (q, 5, SlAga Ala bbB2 5 Cd#)
F (q, 6, SlAga Ala bbBQC 5 d#)
F (q, 7, SlAga Ala bbBQCd 5 #)
F (f, 7, SlAga Ala bbBQCd 5 6)
Algoritmus zjistil, Ze v levé derivaci byla pouzita tato pravidla:

(S1) S — AB

(A2) A — adb

(Al) A — ab

(BQ) B — cd

Priklad 9.11

Je déna gramatika G = ({S},{a,b}, P,S). Pravidla v P jsou oznacena
takto:

(51) S — Sa

(52) § — b
Algoritmus 9.9 za¢ne provadét pro vstupni Fetézec ba tuto posloupnost pre-
chodit:
(Qa ]-a &, S#) |_(q’ ]-a Sl ) Sa’#)

F(g, 1, 5151 ) Saa#)

F(g, 1, S151 ... 5 , Sa...a#)

a dostaneme se do nekonec¢ného cyklu, ve kterém do obou zasobniktu pridava
levé rekurzivni pravidlo. Nebezpeci takového cyklu je vzdy, kdyz dand grama-
tika je levé rekurzivni. Proto algoritmus 9.9 pracuje spravné jen pro gramatiky
bez levé rekurze.

9.5 Priklady pro cviceni

Cviceni 9.12
Sestrojte deterministické zasobnikové automaty pfijimajici tyto jazyky:
a) {a'v/ :i>j>0yU{dc*: k>i>0},
b) {ab? :i>j >0} U{a’ch: 0 <k < i},
c) {a't/ :0<i<jluiaicd:0<i<yl,
d) {{a,b}* : pocet a je stejny jako pocet b},
e) {{a,b}* : poCet a je vétsi nez pocet b}.

Cviceni 9.13
Sestrojte deterministicky zasobnikovy automat, ktery pfijiméa ctyfzavorkové
struktury generované gramatikou

G = ({S},{a,b,c,d},{S — aSbScSdS|c}, S).
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Cviceni 9.14
Sestrojte deterministicky zasobnikovy automat, ktery prijima n—zavorkovou
strukturu.

Cviceni 9.15

Sestrojte deterministické zasobnikové automaty pro tyto jazyky:
a) {a"b"a™b™:n,m > 1},
b) {a"b™ m <m < 2n},

c) {a"b"c™ mn,m > 1},

d) {a™b"c" n,m > 1},

e) {a'b'alVF i, j>1, k =25},
f) {a'v’ 0 <i <35}

Cviceni 9.16
Sestrojte ekvivalentni zasobnikové automaty podle konstrukce A. a B. z od-
stavce 3.6.3 [JPRO3] pro tyto gramatiky:

G = ({5},{a,b},{S — aSb|e}, 9),

G=({S, A}, {a,b},{S — aSb| A, A — aAla,S),
G=({5,A,{a,b},{S— aSbA|e, A— bA|b,S),
G = ({5,A,B},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S— A|B
A — aAb|e
B — aBce,

G=({SH{()A{S = (5)S]e}, 9),

G = ({S},{a,b,c},{S — aSbScS|c}, S).
Sestrojené zasobnikové automaty porovnejte s deterministickymi zasobniko-
vymi automaty z priklada 9.1, 9.2, 9.3, 9.4, 9.5, a 9.6.
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10 LL(1) gramatiky

10.1 Zakladni pojmy

Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) je LL(k) pro néjaké pevné celé ¢islo
k, (k > 0), jestlize v pfipadé existence dvou levych derivaci
(1) S = vAa = vfa = vz
(2) S = vAa = vya = vy
takovych, ze FIRSTy(x) = FIRST,(y), plati 5 = .
Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) je silna LL(k) gramatika, kdyz
pro vSechna A € N plati:
V pfipadé, ze A — o« a A — ( jsou ruzné pravidla v P, plati:

FIRSTy(«FOLLOW}(A)) N FIRST(BFOLLOW(A)) = 0.

Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) je LL(1), kdyz pro kazdé A € N
plati:
Jestlize A — o a A — ( jsou ruzna pravidla v P, pak plati:

FIRST,(aFOLLOW1(A)) N FIRST(BFOLLOW1(A)) = 0.
Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) se nazyva g—gramatika, kdyz plati:

1. Prava strana kazdého pravidla je bud prdzdny fetéz nebo za¢ind termi-
nalnim symbolem.

2. Jestlize dvé pravidla maji stejnou levou stranu, pak jejich pravé strany za-
¢inaji riznymi terminalnimi symboly, pokud néktery z nich neni prazdny
Tetéz.

3. JestliZe se v gramatice vyskytne pravidlo A — ¢, pak terminalni symboly,

kterymi zacCinaji pravé strany ostatnich pravidel se symbolem A na levé
strané nesmi byt obsazeny ve FOLLOW(A).

g—gramatika bez ¢ pravidel se nazyvé jednoduchd LL(1) gramatika (nékdy také
S—gramatika). Pro konstrukei rozkladové tabulky budeme pouzivat Algoritmus
4.3, 4.13 a 4.19 [JPRO3]. Pro syntaktickou analyzu pouzijeme Algoritmus 4.5
[JPRO3]. Pro vypocet funkci FIRST a FOLLOW pouzijeme Algoritmy 4.21
a 4.23 [JPRO3].

10.2 Chybova hlaseni pri LL analyze

V dalsich né€kolika ptikladech ukézeme rozkladové tabulky pro gramatiky, které
generuji posloupnosti, seznamy a zavorkové struktury. Soucasné ukazeme pri-
béh syntaktické analyzy pro spravné fetézce a pro Spatné retézce. Pfitom se
pokusime navrhnout formulaci chybového hlaseni pro chybové polozky v rozkla-
dovych tabulkach. Gramatiky pouzité v nasledujicich ptikladech jsou z tabulky
1.4 v odstavci 1.4.
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Piiklad 10.1
Ay = ({L,R},{a}, P, L), kde P obsahuje pravidla:

(1) L—aR

(2) R—aR

(3) R—¢
M a €
L aR,1 chybal
R aR,?2 €,3

Analyza spravné posloupnosti:

(aaa,L,e) - (aaa, aR, 1

)
F (aa , R, 1 )
F (aa , aR,12 )
F (e , R/12 )
F (e ,aR,122 )
(e, R,122)
F (e , e, 1223)

Analyza prazdného fetézce (jazyk L(A;) prazdny fFetézec neobsahuje):
(e,L,e) F chyba 1
Chybové hlaseni: Chyba 1 - vstupni fetézec je prazdny.

Priklad 10.2
As = ({L,R},{a,;}, P, L), kde P obsahuje pravidla:

(1) L—aR

(2) R—;aR

3) R—¢«
M a ; €
L aR,1 chybal chyba?2
R chyba3 ;aR, 2 €3
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Analyza spravného seznamu:

(a;a;a,L,e)F (a;a;a, aR,1 )
F(;aa, R,1 )
F(;aa,;aR,12 )
F( aa, aR,12 )
F( ;a R,12 )
F( ;a,;aR,122 )
F( a, aR,122 )
F( e R122)
F( e, £,1223)

Analyza nespravnych seznami:

(Ga;a,L,e) F chyba 1
Chyba 1 - seznam zacinid omezovacem.

(e,L,e) = chyba 2
Chyba 2 - seznam je prazdny.

(aa,L,e) F (aa,aR,l)
F(a R1)
F chyba 3

Chyba 3 - v seznamu chybi omezovac.

(a;5a,L,e) F (a;;a, aR, 1)
F(j;a, R,1)
F( ;;a,;aR, 12)
F( ;a, aR,12)
F chyba 4

Chyba 4 - dva omezovacde jsou tésné za sebou (chyba pfi srovnani).

(a;,L,e) F (a;, aR,1) )
(s, R1))
F(;,;aR,12))
F (e, aR,12))
F chyba 5

Chyba 5 - chybi posledni prvek seznamu (vstupni fetézec je pfecten a zasobnik
neni prazdny, chyba pfi srovnani).
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Piiklad 10.3

As = ({L},{a}, P, L), kde P obsahuje pravidla:
(1) L—c¢
(2) L—alL

M a €
L al,?2 g, 1

Analyza spravné posloupnosti:

(aaa, L,e) - (aaa,alL,?2

2)
F (aa, L,2 )
F ( aa,al,22 )
F( a L,22 )
F( a,al,222)
(e L,222)

F( e ¢2221)
Z4adna chyba nemuZe nastat, protoZe neexistuje spatny fetézec. Plati totiz, ze
L(G)=a*.

Priklad 10.4
Ay = ({L,R},{a,;}, P, L), kde P obsahuje pravidla:

(1) L—c¢

(2) L—aR

(3) R—;aR

(4) R—¢
M a ; €
L aR,?2 chybal g1
R chyba3 ;aR, 3 €,4

Analyza spravného seznamu:

(a;a;a,L,e) F (a;a;a, aR,2 )

(;a;a, R,2 )
F (;aa,;aR,23 )
F ( aa, aR,23 )
F( ja, R,23 )
F( ja,;aR,233)
Fo( a, aR,233 )
- ( e R,233)
(e £2334)
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Vyznam chybovych polozek v tabulce M je stejny jako v piikladu 10.2.
Rozdil je pouze v tom, Ze chyba 2 (seznam je prazdny) neni v tomto pfipadé
chybou, protoze prazdny seznam patfi do jazyka L(G) a v rozkladové tabulce

M(L,e) = (g,1).

Piiklad 10.5
Gramatika pro generovani jednoduché zavorkové struktury G = ({S}, {a, b},
P, S), kde P obsahuje pravidla:

(1) S — aSbs

(2) S —e
M a b €
S aSbs,1 €,2 €,2

Analyza spravné struktury:

(abab, S,e) = (abab, aSbLS, 1 )
- ( bab, SbS, 1 )
- ( bab,  bS, 12 )
F( ab, S, 12 )
F ( ab, aSbS, 121 )
(b SbS, 121 )
(b bS, 1212)
(e S, 1212 )
F( e g, 12122)

Analyza nespravnych zavorkovych struktur:

(b,S,¢e) F (b,e,2) chyba

- v fetézci je navic zaviraci zavorka.

(a,S,¢e) F (a,aSbS,1 )
F (e, SbS,1)
F (e, 0S,12) - chyba

- v fetézci chybi zaviraci zavorka.
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10.3 Priklady pro cviceni

Cviceni 10.6
Sestrojte rozkladovou tabulku pro gramatiku G=({S, R}, {a, (,),.}, P, S), kde
P obsahuje pravidla:
S —a
S — (SR
R— .SR
R —).
L(G) je jazyk seznamu podobny jako v LISPu.

Cviceni 10.7

Sestrojte rozkladovou tabulku pro gramatiku

G = ({S},{a,b,c},{S — aSbScS | €}, S). L(G) je jazyk tfizavorkovych struk-
tur.

Cviceni 10.8
Sestrojte rozkladovou tabulku pro gramatiku G = ({5, A}, {a,b}, P, S), kde P
obsahuje pravidla:

S— AS | e

A —aA |b.

Cviceni 10.9
Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b,c,d}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — BA
A— BS
A—d
B —dA
B —bS
B —ec.
Sestrojte syntakticky analyzator pro tuto gramatiku.

Cviceni 10.10

Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — AB
A—aA e
B—bA|e.

Sestrojte syntakticky analyzator pro tuto gramatiku.

Cviceni 10.11
Syntakticky analyzator pro gramatiku G = ({S}, {a, b, ¢,d}, P, S), kde P obsa-
huje pravidla:

(1) S —aSS
(2) S — be
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(3) S —cSSS
(4) A—a

vytvori tuto vystupni posloupnost: 1432421424 4.
Zjistéte, zda je to levy rozklad néjaké véty z L(G).

Cviceni 10.12
Pro nésledujici jazyky najdéte LL(1) gramatiky a sestrojte syntaktické analy-
zatory:

a) {1":n >0},
b) {1™0":n >0},
c) {1"0™:0<n<m}.

Cviceni 10.13
Sestrojte syntakticky analyzator pro gramatiku

G = ({S,A,B},{a,b,c,d,x}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

Cviceni 10.14
Sestrojte syntakticky analyzator pro gramatiku G = ({5, A, B,C},{a,b,c},
P, S), kde P obsahuje pravidla:

S — aAbBbS

Vytvotte levy rozklad pro Fetézce:
aaabab,

aabbaabb.
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Cviceni 10.15
Urcete, zda gramatika G = ({5, A, B}, {a, b, c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

(1) S — aAb
(2) S —bB
(3) S —e¢
(4) A— aAb
(5) A—e¢
(6) B— bB
(7) B—c¢

je LL(1) gramatika. V ptipadé, ze odpovéd bude kladné, sestrojte rozkladovou
tabulku.

Cviceni 10.16

Je dana gramatika

G = ({blok, deklarace, zbytek-seznamu-deklaract, prikaz,
zbytek-seznamu-prikazi}, { (begin), (end),;,p,d}, P, blok), kde P obsahuje pra-
vidla:

(1) blok — (begin) deklarace ; zbytek-seznamu-deklaract prikaz
zbytek-seznamu-prikazi (end)

(2) zbytek-seznamu-deklaraci — deklarace ; zbytek-seznamu-deklaract

(3) zbytek-seznamu-deklaraci — ¢
(4) zbytek-seznamu-prikazi — ; prikaz zbytek-seznamu-prikazi

(5) zbytek-seznamu-prikazi — €

(6) deklarace — d

(7) prikaz — p

Sestrojte pro tuto LL(1) gramatiku rozkladovou tabulku a naznacte, jak se
bude provadét rozklad véty (begin) d ; p (end).

Cviceni 10.17

Je dana gramatika

G = ({( deklarace ), ( seznam-id ), ( ident ), ( zbytek-seznamu-id )},
{real,integer,id,; }, P, ( deklarace )), kde P obsahuje pravidla:

(1) ( deklarace ) — real( seznam-id )

(2) ( deklarace ) — integer( seznam-id )

(3) ( seznam-id ) — ( ident ) ( zbytek-seznamu-id )

(4) ( zbytek-seznamu-id ) — ; ( ident ) ( zbytek-seznamu-id )

(5) ( zbytek-seznamu-id ) — €

(6) ( ident ) — id

Sestrojte pro tuto LL(1) gramatiku rozkladovou tabulku a naznacte, jak se
bude provadét rozklad véty: real id ; id .
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Cviceni 10.18
Je dana gramatika G=({S, 4, B,C, D},{a,b,c,d,z,y, 2z}, P, S), kde P obsahuje
pravidla:

S — aABbCD

S —e

A — ASd

A —e¢

B — SAc

B — zC

B—e¢

C — Sy

C—Cz

C—e¢

D — aBD

D —e.
Vypoctéte hodnotu funkce FOLLOW pro vsechny neterminélni symboly a zjis-
téte, zda danéd gramatika je LL(1). V pfipadé kladné odpovédi sestrojte roz-
kladovou tabulku.

Cviceni 10.19
Sestrojte rozkladovou tabulku pro gramatiku
G=({S, A, B,C},{a,b,c,d,x}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S — AbB
S —d
A — CAb
A — B
B — ¢Sd
B—e¢
C—a

C — xd.

Cviceni 10.20
Sestrojte rozkladovou tabulku pro gramatiku
G={E,E,T,T,F,F', P}, {+,%,\,(,),a,b}, P,E), kde P obsahuje pravidla:
E —TE'
E' —+TF | ¢
T — FT’
T — FT' | ¢
F — (E)F' | aF' | bF' | A\F’
F' —xF' | e.
L(G) je jazyk reguldrnich vyrazti nad abecedou {a,b}.
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Cviceni 10.21
Sestrojte rozkladovou tabulku pro gramatiku G = ({E, T, R},{a,+, x}, P, E),
kde P obsahuje pravidla:

FE — aTR

R — +aTR

R— ¢

T — xaT

T —e.

Cviceni 10.22
Pro nésledujici jazyky najdéte LL(1) gramatiky a sestrojte syntaktické analy-
zatory:

Q

ZL

{1"a0™ : n > 0},

{waw® : w € {0,1}*},

{1"m0™ : n > 0} U {m1™m0*" : n > 0},
{1"a0"1Pa0P : n. > 0,p > 0},

e) {1™0":n > 0}.

e

7 kazdého jazyka vyberte Fetézec delsi nez 5 znakt a provedte jeho syntaktickou
analyzu.

Cviceni 10.23
Sestrojte rozkladovou tabulku pro tuto gramatiku:
G = ({S,A, B},{a,b,c,d}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S — aSA
S — ¢
A — bB
A — cc
B — bd
B — e

Cviceni 10.24

Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — aAaB|bAbB
A — a |ab
B — aB]a.

Zjistéte, zda tato gramatika je LL(k) gramatika pro k < 3.

Reseni: Gramatika je LL(3), ale neni silnd LL(3) gramatika.
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Cviceni 10.25
Ukazte, ze gramatika G = ({S, 4, B},{0,1,a,b}, P, S), kde P obsahuje pravi-
dla:
S — A|B
A — aBb|0
B — aBbb| 1,
neni LL(k) pro zadné k.

Cviceni 10.26

Je dana gramatika

G=({Z5X}{a,b},{Z — 5,5 - X|bXa,X —a,X — €},2).
Zjistéte, zda gramatika je LL(2) a zda je silnd LL(2).

Reseni: Gramatika G je LL(2), ale neni silnd LL(2).

Cviceni 10.27
Je dana gramatika
G = ({S,A},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:

S — abSa

S — aaAb

S —b

A — baAb

A — b
Sestrojte pro tuto gramatiku rozkladovou tabulku.
Plati
FIRSTs(abSa) N FIRST,(aaAb) = {ab} N{aa} =0
FIRSTy(abSA)N FIRST2(bFOLLOW,(S)) = {ab} N{ba} =10
FIRSTs(aaAb) N FIRST>(bFOLLOW,(S)) = {aa} N{ba} =0
FIRSTy(baAb) N FIRSTH(bFOLLOW,(A)) = {ba} N {bb} =0,
a proto gramatika G je LL(2).
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11 Transformace bezkontextové gramatiky na L1 (1)
gramatiku

11.1 Zakladni pojmy

Je zndmo, Ze nelze najit algoritmus, ktery by libovolnou bezkontextovou grama-
tiku transformoval na LL(k) gramatiku. Divody k tomuto tvrzeni jsou v zadsadé
dva.

Prvnim divodem je skute¢nost, ze pro nékteré bezkontextové jazyky neexis-
tuji LL(k) gramatiky. Piikladem muze byt jazyk L = {a"b" : n > 0} U {a"c" :
n > 0}.

Druhym dtévodem pro vyse uvedené tvrzeni je skuteénost, Zze pouzita trans-
formac¢ni metoda vede do nekone¢ného cyklu i v pripadé, Ze transformujeme
bezkontextovou gramatiku, ke které existuje ekvivalentni LL(k) gramatika.

Presto muzeme v fadé pripadd jednoduchymi transformacemi ziskat z bez-
kontextové gramatiky LL(k) gramatiku.

Zakladni transformace pro ziskani ekvivalentni LL(1) gramatiky k zadané
bezkontextové gramatice mizeme shrnout takto:

1. Odstranéni levé rekurze:
A — Aa | transformujeme na A — A" | [

A — oA | «

2. Levé faktorizace:
A — aff | ay transformujeme na A — oA’

A — By

3. Rohova substituce:
A — By

B — a|p transformujeme na A — a7y | By

4. Pohlceni terminéalu:
A — Ba A — [Bal

B — (8  transformujeme na [Ba| — (a

5. Extrakce pravého kontextu:
A — BC

C — a~ transformujeme na A — Ba v

6. Substituce za neterminalni symbol:
A — aBp

B —~|d transformujeme na A — ayf | adf

V nasledujicich ptikladech si ukazeme, jak je mozno tyto jednoduché trans-
formace pouzit pfi ziskdvéani LL(1) gramatiky ekvivalentni k zadané bezkon-
textové gramatice.
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11.2 Transformace na LL(1) gramatiky

Priklad 11.1
Je dana gramatika G = ({S}, {(,)},{S — S(9) | €}, 5). Tato gramatika neni
LL(k) pro zadné k, protoze obsahuje levou rekurzi. Levou rekurzi odstranime
a dostaneme gramatiku s pravidly:

S — Se

5" = (9)S'](9)
Tato gramatika také neni LL(1), protoze pravidla pro S’ obsahuji kolizi

FIRST — FIRST:
FIRSTi((S)S") N FIRST((S)) = {(}.

Provedeme levou faktorizaci a dostaneme gramatiku s pravidly:

S — 9e

S ()8

S// N S/ ‘ e
ProtoZe pravidla pro S a S” jsou stejnd, budeme S a S” povaZovat za stejné
neterminaly. Po této apravé dostaneme:

S — Se

S = (S)S

Po dosazeni za S’ do pravidla S — S’ dostaneme vyslednou gramatiku

G'={SH{(}AS = (9)S|€}9),

ktera je LL(1) (viz ptiklad 10.7).

Pri pouziti uvedené transformace pro odstranéni levé rekurze je nutno pro-
vadét vzdy levou faktorizaci. Spojime proto transformaci odstranéni levé re-
kurze a levou faktorizaci:

A — Aal|p
transformujeme na
A — p[p|pA
A = alad.
Po levé faktorizaci dostaneme:
N /BA//
A/ N aA//
A" —  Ale
KdyZ dosadime za A’ do pravidla A” — A’ dostaneme:
A —  BA"

A" —  aA’|e.
MiuzZeme proto nahradit pravidla:

A — Aal|p
pravidly:

A — pBA

A — oA e
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Priklad 11.2
Gramatiku G = ({S},{(,)},{S — S(S) | €},5) budeme pomoci nové trans-
formace odstranéni levé rekurze kombinované s levou faktorizaci transformovat
na LL(1) gramatiku takto:
Nejdiive ziskame pravidla:

S — g

S = (9)8 e
Protoze diky pravidlu S — S’ plati, Ze fetézy generované z S i S’ jsou stejné,
muZeme napsat ekvivalentni pravidla:

S — (9)S]|e

Z uvedeného prikladu je vidét, ze novy postup vede rychleji k cili. Je znamo,

ze levou rekurzi lze z gramatiky odstranit vzdy. Nyni se budeme zabyvat otaz-
kou pouziti levé faktorizace.

Priklad 11.3
Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b,c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — BaS|BaA
A — CcA|cB
B — bB]le
Gramatika neni LL(1), protoze pravidla pro S a A nespliiuji podminku FIRST —
FIRST.

Po levé faktorizaci dostaneme gramatiku
G' = ({S,5 A A" B},{a,b,c}, PS),

ktera ma v P pravidla:

S — BaS
S = S|A
A — cA

A —- A|B
B — bBla

Tato gramatika je LL(1) gramatika.

Je zajimavé, Zze byla nalezena tiida gramatik, pro které je mozno levou
faktorizaci ziskat LL(k) gramatiky. Jsou to LP(k) gramatiky (left part), které
jsou definovany takto:

Bezkontextova gramatika G = (N, T, P,S) je LP(k) gramatika, jestlize pro
kazda dveé ruzna pravidla v P tvaru

A— af,aA— abs,
ve kterych « je nejdelsi spole¢na prepona z existence derivaci:

S =" wAy = wafry

S =* wAy = waByy
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plyne, ze FIRSTy(51y) N FIRST(B2y') = 0.

Silné LP(k) gramatiky jsou definovény takto:
Jestlize pro kazda dvé razna pravidla v P tvaru A — af1, A — afs, ve kterych
je « nejdelsi spoleéna predpona plati:

FIRSTy($1FOLLOW;(A)) N FIRST(B. FOLLOW,(A)) = 0,
pak bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) se nazyva silna LP(k) grama-
tika.

LP(k) gramatika se dé levou faktorizaci transformovat na LL(k) gramatiku.
Podobné silna LP(k) gramatika se d& levou faktorizaci transformovat na silnou

LL(k) gramatiku.

Priklad 11.4
Je déna gramatika G = ({P, D, S}, {begin,end,;,d, s}, R, P), kde R obsahuje
pravidla:

P — begin D;S end

D — d4;D|d

S — sS]|s
Jednotlivé symboly této gramatiky mtzeme interpretovat takto:
P - program,

D - seznam deklaraci,
S - seznam prikazi,
d - deklarace.

s - prikaz.

Tato gramatika neni LL(1), protoze v pravidlech pro D a pro S jsou kolize
FIRST —FIRST. Tato gramatika dokonce neni ani LP(1), protoze faktorizaci
neziskdme LL(1) gramatiku. Po faktorizaci dostaneme totiz gramatiku:

Gl = ({PvaDlu Sa Sl}a {beglna end, ) 7d7 5}7R17 P)a

kde R; obsahuje pravidla:

P — begin D;S end
D — dD’

D' — ;D]|e

S — 89

S — ;Se

Tato gramatika neni LL(1), protoze plati FIRST,(; D) N FOLLOWy(D') =
{;}. V pravidlech pro D’ je tedy kolize FIRST — FOLLOW . Tuto kolizi je
mozno odstranit redukci mnoziny FOLLOW?7(D’) transformaci nazyvanou po-
hlceni terminalu.

Redukci mnoziny FOLLOW7(D') musime provést tak, ze redukujeme i mno-
zinu FOLLOW (D), protoze plati

FOLLOWy(D') = FOLLOW;(D)
vzhledem k existenci pravidel D — dD’ a D' —; D.
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Provedeme tedy nejdfive pohlceni terminalu ; za symbolem D. Dostaneme gra-
matiku:

G2 = ({P7 [D;]uDuDlu Su S/}u{begina end, ;7d7 5}7R27 P)a

kde Ry obsahuje pravidla:

P —  begin [D;]S end
[D;] — dD’;

D — dD’

D' — ;D]le

S — 89

S’ — ;8]e

Jako dalsi krok provedeme pohlceni stfedniku za symbolem D’ a dostaneme
gramatiku:

G3 = ({P7 [Dv]uDu [D/;],D/,S,S/},{begin, end, ;7d75}7R37P)7

kde R3 obsahuje pravidla:

P —  begin [D;]S end

[D;] —  d[D%]

D — dD'

[D';] — ;[D;]|; (zde jsme nahradili D; netermindlnim symbolem [D;])
D’ — ;D¢

S — 59

S’ — ;S |e

V této gramatice jsou D a D’ zbytecné symboly a mizeme je vynechat. Gra-
matika G3 je LP(1), protoze levou faktorizaci pravidel pro [D’;] dostaneme
gramatiku:

G4 = ({P7 [Dv]u [D/;]ubu Su S/}u{begina end, ;7d7 5}7R47 P)a

kde R4 obsahuje pravidla:

P —  begin [D;]S end
[D;]  — d[D]

D] — ;D

D - [Di]|e

S — 59

S’ — ;S |e

Tato gramatika je LL(1). Dosazenim za neterminélni symbol [D’;] ziskdme
gramatiku pro popis struktury bloku, kterd ma tvar:

G5 = ({P7 [Dv]ubu Su S/}u {begzn, end, ;7d7 5}7R57 P)a

kde Rj obsahuje pravidla:
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(1) P —  begin [D;]S end
2 [D;] — 4D

3 D — D]

(4) D — €

(5) S — 89

6) S — ;S

(7 9 — €

d

Rozkladova tabulka pro tuto LL(1) gramatiku mé tvar:
begin | end ; d S €
P 1
[D; ] 2
D 3 4
S 5
S’ 7 6

Priklad 11.5
Metoda pohlceni terminalu nevede vzdy k cili. Pfikladem mtze byt gramatika
G = ({4, B,C},{a,b,c}, P, A), kde A obsahuje pravidla:

A — BaC
B — e|abC
C — ¢ ‘ bC

V této gramatice je kolize FIRST — FOLLOW, protoze plati:
FIRST(abC)N FOLLOW1(B) = {a}.

Po pohlceni terminalniho symbolu a v pravidle A — BaC' a néasledné levé
faktorizaci ziskdme gramatiku:

G1 = ({A,C,[Bal,|Bdl'}, {a,b,c}, Py, A),

kde P; obsahuje pravidla:
A — [Ba]C
C — c|bC
[Ba] — a|Ba)
[Ba]) — ¢e]bCa.
Tato gramatika opét obsahuje kolizi FIRST — FOLLOW  protoze plati:
FIRSTy(bCa) N FOLLOW, ([Ba)') = {b}.

Pokud bychom timto zptisobem pokracovali dale, zjistime, Ze odstranéni kolize
FIRST — FOLLOW zavede vzdy dalsi kolizi FIRST — FOLLOW.

V tomto piipadé vede k cili metoda substituce za neterminalni symbol,
ktery zpusobuje kolizi FIRST — FOLLOW a néasledna faktorizace. V nasem
pripadé provedeme substituci za symbol B v pravidle A — BaC' gramatiky G.
Dostaneme gramatiku:

Gy = ({A,C},{a,b,c}, Pp, A),
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kde P, obsahuje pravidla:
A — aC |abCaC
C — c|bC
Provedeme-li faktorizaci pravidel pro symbol A, dostaneme gramatiku:

Gs = ({A,A,C}, {a,b,c}, P3, A),

kde P5 obsahuje pravidla:

A — oA
A — C|bCaC
C — ¢ ‘ bC

Tato gramatika neni LL(1) ani LP(1), protoze je zde konflikt FIRST
- FIRST pro symbol A’. Dosazenim za C do pravidla A’ — C, dostaneme
gramatiku:

Gy = ({A,A,C}, {a,b,c}, Py, A),
kde P, obsahuje tato pravidla:

A — aA
A" — bC | bCaC | ¢
C — ¢ ‘ bC

Tato gramatika je LP(1) a faktorizaci pravidel A’ — bC | bCaC' dostaneme
gramatiku:

G5 = ({A7 Alu Al/u C}u {CL, bu C}, P57 A)u
kde P5 obsahuje tato pravidla:

A — ad

A — bCA" | e
A" elaC
C — ¢ ‘ bC

Tento postup, tj. odstranéni kolize F1RST — FOLLOW substituci za netermi-
nalni symbol vede k cili, tehdy, kdyZ neterminalni symbol, za ktery dosazujeme
neni pravé rekurzivni.

V pripadé, Ze neterminalni symbol, ktery zptsobuje kolizi FIRST
— FOLLOW je pravé rekurzivni, neni mozno kolizi odstranit.

Priklad 11.6
Pfevod gramatiky G v pfikladu 11.4 na LL(1) gramatiku mtzeme zaéit substi-
tuci za neterminalni symbol D v pravidle

P — begin D; S end

Po této substituci dostaneme gramatiku:

G6 = ({P,D,S}, {beglna end, ;ada 5}7R67 P)a
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kde Rg obsahuje pravidla:
P — begin, d; D; S end |begin d; S end
D — d;D|d
S — 85 |s

Levou faktorizaci gramatiky Gg ziskdme gramatiku:
G7 = ({P7 P/7 Da Dlu Sa Sl}a {beglna end, s d7 5}7 R77 P)a

kde R7 obsahuje pravidla:
P — begin, d; P

P — D;Send |Send
D — dD’

D' — ;D]|e

S - 85

S = ;S e

Je vidét, ze gramatika G7 neni LL(1) gramatika, protoze neterminalni symbol
D’ zptisobuje kolizi FIRST — FOLLOW stejnym zptsobem jako v gramatice
G4 z prikladu 11.4.

Odstranéni kolize FIRST — FOLLOW pomoci operaci pohlceni terminalu
a substituce za neterminalni symbol narazi v nékterych pfripadech na urcité
problémy.

V pfipadé, Ze neni mozno pouzit substituci za neterminalni symbol, protoze
tento symbol je pravé rekurzivni nebo neni mozno provést pohlceni terminalu,
protoze za neterminalem, ktery zptsobuje kolizi se prislusny terminal nevysky-
tuje, je mozno pouzit extrakci pravého kontextu.

Priklad 11.7
Je ddna gramatika G = ({5, A, B}, {a,b,c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — AB|cB
A — dAcB ¢
B — ab
Tato gramatika neni LL(1), protoze plati FIRST(aAcB)YNFOLLOW (A) =
{a}. Abychom mohli tuto gramatiku transformovat na LL(1) gramatiku, mu-
sime redukovat mnozinu FOLLOW (A) o symbol a. Skutecnost, ze symbol a je
prvkem mnoziny FOLLOW (A), je zptusobena pravidlem A — AB. Protoze za
symbolem A neni pfimo terminélni symbol a, ale neterminalni symbol B, pro
ktery plati a € FIRST(B), musime nejprve provést extrakci pravého kontextu
symbolu A v pravidle S — AB a teprve potom provést pohlceni terminalu. Po
extrakci pravého kontextu dostaneme gramatiku s pravidly:
S — Aab|cB
A — dAcB ¢
B — ab.
Nyni provedeme pohlceni symbolu a v pravidle S — Aab. Vysledkem bude
gramatika:
G = ({S, A, B,[Ad]},{a,b,c}, P, S)
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s pravidly:

S —  [Aa]b| cB
B — ab
A — aAcB |e

[Aa] — aAcBa|a.
Po levé faktorizaci pravidel pro [Aa] dostaneme LL(1) gramatiku:

G' = ({S, A, B, [Aa],[Ad]'}, {a,b,c}, P, S)

s pravidly:
S —  [Aalb| cB
[Aa)] — a[Ad]
A —  aAcB |e
[Aa]) — AcBale
B — ab.

11.3 LL(k) gramatiky

V tomto odstavci si ukdzeme néekteré jazykové konstrukce, které nelze popsat
pomoci LL(k) gramatik. Déle si ukazeme, ze pro kazdé k > 1 existuje jazyk,
ktery je mozno generovat LL(k + 1) gramatikou a neni mozno jej generovat
LL(k) gramatikou.

Bezkontextovy jazyk L se nazyva LL(k) jazyk, jestlize existuje LL(k) gra-
matika G takova, ze L = L(G).

Bezkontextovy jazyk L se nazyvd LL jazyk, jestlize existuje LL(k) grama-
tika G pro né&jaké k > 0 takovd, ze L = L(G).

Priklad 11.8
Nejjednodussim prikladem jazyka, ktery neni LL(k) pro zadné k > 0 je jazyk:

Ly ={a"b" :n>0}U{a"c" : n > 0}.

jazyk Li predstavuje symetrickou zavorkovou strukturu, kde ke stejné otevi-

raci zavorce prislusi rizné zaviraci zavorky, pricemz zaviraci zavorky musi byt

v ur¢itém fetézci vzdy stejné. Informaci o tom, jaké maji byt pouzity zavi-

raci zadvorky muzeme zjisti az po precteni n otviracich zavorek. Protoze n je

libovolné, je mozno najit takové n, pro které n > k, kde k je pevné dané ¢islo.
Gramatika, kterd generuje jazyk Li méa tvar:

G = ({S, A, B},{a,b,c}, P,S)
kde P obsahuje pravidla:
S — A|B

A — aAble
B — aBc|e.
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Tato gramatika obsahuje kolizi FIRST — FIRST, protoze
FIRST(A) N FIRSTy(B) = {a*}

pro libovolné k& > 1.

Priklad 11.9
Je dan jazyk:
Ly ={a"w:n>0},we {b,c}"}.

Tento jazyk se velmi podobé jazyku Ly z predchoziho ptrikladu. Rozdil je pouze
v tom, ze v jazyce Lo se mohou vyskytovat zaviraci zavorky libovolného typu
v kazdém Fetézci. Pfitom plati, ze L1 C Lo.

Jazyk Ly je LL(1) jazyk a LL(1) gramatika, kterd jej generuje mé tvar:

G=({S A}, {a,b,c},{S—aSA|e,A —b|c},9).

Priklad 11.10
Jiny prfiklad jazyka, ktery neni LL(k) pro zadné k uvadi Backhouse (1979).
Jednd se o aritmetické a booleovské vyrazy generované gramatikou s témito
pravidly:
<vyraz> — <booleovsky vyraz>| <aritmeticky vyraz>
<booleovsky vyraz> — <booleovsky ¢len><zbytek booleovského vyrazu>
<zbytek booleovského vyrazu> — ¢ | or <booleovsky ¢len>
<booleovsky ¢len> — TRUE | FALSE | (<booleovsky vyraz>)
<aritmeticky vyraz> — <aritmeticky ¢len><zbytek aritmetického vyrazu>
<zbytek aritmetického vyrazu> — ¢ | + <aritmeticky ¢len>
<aritmeticky ¢len> — 0| 1| (<aritmeticky vyraz>)
Tato gramatika je jednozna¢nd, neni levé rekurzivni a pfitom neni LL(k) pro
zadné k a ani se na LL(k) gramatiku nedé transformovat. Divodem je skutec-
nost, ze v této gramatice jsou mozné napriklad tyto dvé derivace:
<vyraz> =  <booleovsky vyraz>
=% (((-+- TRUE --.)))

<vyraz> =  <aritmeticky vyraz>

=" (((---(0) --)))

Z téchto derivaci je vidét, ze druh vyrazu (tj. aritmeticky nebo booleovsky)
se da zjistit az po precteni ivodni série oteviracich zavorek, kterd muze byt
libovolné dlouhé. V gramatice je tedy neodstranitelna kolize FIRST —FIRST,
protoze

FIRST(<booleovsky vyraz>) N FIRSTy(<aritmeticky vyraz>) = {(*}

pro libovolné k& > 1.

168



Priklad 11.11
Dalsi typ jazykové konstrukce, kterd neni LL(k) je jazyk

L(G) = {a"0b" : n > 0} U {a"10*" : n > 0},
ktery popisuje gramatika:
G = ({S,A,B},{0,1,a,b},P,9),

kde P obsahuje pravidla:
S — A|B
A — aAb|0
B — aBbb|1

Priklad 11.12
Nyni si ukdzeme jazykovou konstrukei, kterou je mozno popsat pomoci LL(k)
gramatiky.

Ly = {a™w:n > 1,w € {b,c,bkd}"}.

Jazyk Lk je LL(k) jazyk a pfitom neni LL(k — 1) jazyk pro k > 1. Jazyk
Lk je mozno generovat gramatikou:

Gy = ({S,T,A,B},{a,b,c,d},P,S),

kde P obsahuje pravidla:

S — adaT
T — SA|A
A — bB]|c

B — b4 | e
Tato gramatika je LL(k) gramatika, protoze plati:

FIRSTy(V**d) N FOLLOW(B) = ) pro k > 1.
Gramatika neni LL(k — 1), protoze
FIRST)_1(b*'d) " FOLLOW(B) = {b*~1}.
Gramatika G1 se neda transformovat na LL(k — 1) gramatiku.
Jazyk L se d& generovat také nasledujici LL(k + 1) gramatikou:
Go2 = ({S, A}, {a,b,c,d}, P, S),
kde P obsahuje pravidla:

S — aSA|adA
A — bkd|b|ec
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Tato gramatika je ekvivalentni s gramatikou G a je LL(k + 1). Dtukaz ekviva-
lence je jednoduchy:

Provedeme levou faktorizaci gramatiky G2 a dostaneme gramatiku G;. Vztah
mezi gramatikami G; a G2 mé obecnéjsi platnost:

Kazdou LL(k + 1) gramatiku bez e—pravidel lze transformovat na LL(k) gra-
matiku.

Z ptikladu 11.12 je vidét, ze mnozina LL(k) jazyku je vlastni podmnozinou
LL(k + 1) jazyka pro libovolné k > 1.

Priklad 11.13

Je zajimavé si uvédomit, jak vypadd mnozina LL(0) jazyku. Nejdfive odpo-
vézme na otdzku, jaky tvar ma LL(0) gramatika. K tomu, aby bylo mozno
rozhodnout se pri syntaktické analyze jednoznac¢né pro urcitou expanzi bez
znalosti dalsich vstupnich symbolt, je nutno, aby pro kazdy neterminalni sym-
bol bylo v gramatice pravé jedno pravidlo. Takova gramatika generuje jediny
Fetézec, protoze je v ni mozna jedina derivace. LL(0) jazyk je tedy takovy ja-
zyk, ktery obsahuje pravé jeden fetézec. Muzeme tedy Fici, Ze mnozina LL(0)
jazykt je vlastni podmnozinou LL(1) jazyk.

Mizeme tedy ucinit na zdkladé tvahy v piikladu 11.13 a prikladu 11.12
zavér, ze mnozina LL(k) jazyku je vlastni podmnozinou LL(k + 1) jazyku
pro libovolné k > 0. Totéz tvrzeni plati o vztahu mnozin LL(k) a LL(k + 1)
gramatik.

11.4 Priklady pro cviceni

Cviceni 11.14
Pro gramatiky, které jsou uvedeny v celém tomto textu nebo vzniknou jako
vysledky cviceni, provedte toto:

1. Zjistéte, zda gramatika je LL(1) . Jestlize ano, sestrojte pro ni rozklado-
vou tabulku.

2. Pokud gramatika neni LL(1), transformujte ji na LL(1) gramatiku a se-
strojte pro ni rozkladovou tabulku.

3. Pokud gramatika neni LL(1), ani se ned4d na LL(1) gramatiku transfor-
movat, zjistéte, pro¢ je tomu tak.
Dtvody mohou byt:
(a) gramatika je nejednoznacna,

(b) gramatika generuje jazyk, ktery obsahuje konstrukei, kterou nelze
LL(1) gramatikou generovat,

(c) zndmymi transformacemi nelze pozadovanou transformaci provést.
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Cviceni 11.15
Je ddna gramatika G = ({E, E',T,T', F},{+,*,a,(,)}, P, E), kde P obsahuje
pravidla:
E —- TE'
E' — +TE'|e
T — FT’
T — *FT'|¢
F — a |(E).
Prevedte tuto gramatiku na g-gramatiku.

Cviceni 11.16

Je dana gramatika

G = ({5} {a},{S — aS]a},9).

Ukazte, ze tato gramatika je LL(2). Pokuste se tuto gramatiku transformovat
na LL(1) gramatiku.

Cviéeni 11.17
Je dana gramatika G = ({S,7},{a,(,)}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S — a | (T)|e
T —-1T,5|8S.
Prevedte tuto gramatiku na LL(1) gramatiku a sestrojte pro ni syntakticky
analyzator.

Cviceni 11.18
Je dana gramatika booleovského vyrazu takto:
G={S FT,E}{V,\~(,),a}, P, E),
kde P obsahuje pravidla:
E —- EVT|T
T — TANFI|F
F — =S5 |S
S — (E)|a
Transformujte tuto gramatiku na LL(1) gramatiku a sestrojte pro ni syntak-
ticky analyzator.

Cviceni 11.19
Je dana gramatika
Gi= ({Fv T}v {Ta (7 )70’}7Pia F)a 1=1,2,
kde P; obsahuje pravidla:
F - F1T|T
T — (F)|a
a P, obsahuje pravidla:
F—->T7T1F|T
T — (F)]a.
Prevedte gramatiky G a Gy na LL(1) gramatiky.
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Cviceni 11.20
Je dana gramatika
G=({PL,S},{begin,end,;,s}, R, P),
kde R obsahuje pravidla:
P — begin L end
L —-L;S|S
S — s.
Transformujte tuto gramatiku na LL(1) gramatiku a sestrojte pro ni syntak-
ticky analyzator.

Cviceni 11.21
Je dana gramatika
G = ({4, B,C},{a,b,c,d}, P,A), kde P obsahuje pravidla:
A — AcB|cC|C
B — bB|d
C — CaB|BbB|B
Transformujte tuto gramatiku na LL(1) gramatiku a sestrojte pro ni syntak-
ticky analyzator.
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12 Formalni preklady

12.1 Zakladni pojmy

Formadlni preklad je binarni relace Z C L x V. Definicni obor této relace je
mnozina L a obor hodnot je mnozina V. Relace Z ptifazuje kazdému prvku w
mnoziny L mnozinu jeho piekladi Z(w) z mnoziny V. Pokud Z(w) obsahuje
pro kazdé w € L nejvysSe jeden prvek, pak Z je funkce (pfipadné parcidlni)
a takovy preklad se nazyva jednoznacny.

Prekladovd gramatika je pétice PG = (N, T, D, R, S), kde

N je konefna mnozina netermindalnich symboli,

T je konefna mnozina symbol, které budeme nazyvat vstupni symboly,

D je kone¢na mnozina symboli, které budeme nazyvat vystupni symboly,

R je kone¢nd mnozina pravidel tvaru A — o, kde A € N, a € (NUT U D),
S je pocatecni symbol.

Pfitom plati, ze TN D =0 a (TUD)NN = .

Konecny prekladovy automat je Sestice KPA = (Q,T, D, J, qo, F'), kde

Q@ je koneénd mnozina vnitinich stav,

T je konefna mnozina symbol, které budeme nazyvat vstupni symboly,

D je kone¢na mnozina symboli, které budeme nazyvat vystupni symboly,

J je zobrazeni z @ x (T'U{e}) do mnoziny koneénych podmnozin z ) x D*,
qo € @ je pocatecni stav,

F C @ je mnozina koncovych stavi.

Zasobnikovy prekladovy automat je osmice ZPA = (Q,T,G,D,é,qo, Zo, F),
kde
Q@ je kone¢nd mnozina vnitinich stavi,
T je konefna mnozina symbolu, které budeme nazyvat vstupni symboly,
D je kone¢na mnozina symboli, které budeme nazyvat vystupni symboly,
G je konecna mnozina symboli, které budeme nazjyvat zasobnikové symboly,
d je konecné zobrazeni z Q x (TU{e}) X G* do mnoziny koneénych podmnozin
Q x G* x D*,
qo € Q je pocatecéni stav,
Zy € G je pocatecni symbol zasobniku,
F C @ je mnozina koncovych stavi.

12.2 Regularni preklady

Priklad 12.1

Sestrojme konec¢ny prekladovy automat, ktery bude v bindrnim zlomku za-
psaném ve tvaru s ,binarni“ teckou vynechavat nevyznamné nuly pfed prvni
jednickou v celé ¢asti ¢isla nebo pfed teckou. Koneény prekladovy automat ma
tvar:
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KPA= ({p7 Q}a {""7 -0, 1}7 {@7 ©,0, 0, @}7177 9, {Q})a

kde zobrazeni § je zadano pfechodovym diagramem na obr. 12.1. Jako vstup

Obrazek 12.1: Prechodovy diagram konecného prekladového automatu z pii-

kladu 12.1

tohoto automatu se predpoklada spravné zapsané ¢islo s ,binarni“ teckou.
V tomto a dalsich pfechodovych diagramech jsou hrany ohodnoceny dvojicemi
ilo (vstup|vystup).

12.2.1 Formalni preklady vyrazu

Vyrazy jsou jazykové konstrukce, které se vyskytuji téméf ve vSech programo-
vacich jazycich. Vyraz je prikladem slozené operace. Muzeme si jej predstavit
jako jednu operaci s operandy, kterymi mohou byt hodnoty operandt nebo vy-
razy. Da se Fici, Ze vyraz mizeme interpretovat jako strom, jehoz vnitini uzly
jsou operatory a koncové uzly (listy) jsou operandy. Vyraz zapsany v obvyk-
lém linedrnim infixovém zapisu miuzZeme reprezentovat riznymi stromy, kdyz
jej budeme interpretovat podle riznych jazykovych definic.

Na obr. 12.2a) je uveden strom pro levé asociativni chdpani operatori bez
priority (jazyk PL/360), na obr. 12.2b) je uveden strom pro pouziti obvyklych
priorit operatoru (vétSina programovacich jazyki). Na obr. 12.2¢) je uveden
strom pro pravé asociativni chdpani operatori bez priorit (jazyk APL).

Kromé infixového zapisu mizeme vyrazy zapisovat také v prefixovém a po-
stfixovém zapisu. V tomto pripadé se jedna o prefixovy nebo postfixovy lineadrni
zapis stromu vyrazu. Vyraz a x b+ c*d, jehoZ vyznam je vyjadfen stromem na
obr. 12.2b) mé :

a) prefixovy zapis + * ab * cd,

b) postixovy zapis ab * cd * +.
Uvedené zapisy vyraz mtzeme charakterizovat takto :
- v infixovém zapisu jsou operatory uvedeny mezi operandy,
- v prefixovém zapisu jsou operatory uvedeny pred operandy,

- v postfixovém zapisu jsou operatory uvedeny za operandy.
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Obrazek 12.2: Stromy pro vyraz a b+ c * d

Priklad 12.2

Sestrojme regularni prekladovou gramatiku a konecny piekladovy automat,
ktery popisuje preklad vyrazu bez zavorek a s operatory +, —, x, / z infixového
zapisu do postfixového. VSechny operatory ve vyrazu maji stejnou prioritu
a levou asociativu. Vstupni vyrazy jsou zakonceny symbolem =.

a) Regularni prekladova gramatika

RPG = ({57 Au AP7 AM7 AK) AL}7 {CL, +7 —, %, /7 :}7 {@7 @7 @7 @7 @}7 R7
S), kde R obsahuje pravidla:

S—>G@A A —_— =

A— +Ap Ap —a@PA
A— —Ap Ay —a@OA
A— x Ak Ax —a@®A
A—)/AL AL —)CL@@A

b) Konecény prekladovy automat

KPA = ({Sv F, A, Ap, Am, Ak, AL}: {aa +, =%, /7 :}7 {@7 ®, O, ®, @}7 9,

S, F'). Zobrazeni ¢ je zadédno pfechodovym diagramem na obr. 12.3.

Sestrojenéd gramatika a automat popisuje preklad, do kterého patii napii-
klad tyto dvojice Fetézct:

Koneény prekladovy automat mtizeme interpretovat jako model kalkulacky.
Vstupni symboly budeme chépat v tomto pfipadé jako ptikazy pro provedeni

175



START ( ]

Obrazek 12.3: Prechodovy diagram konecného prekladového automatu z pii-

kladu 12.2

jednotlivych operaci. Kalkulacka bude mit dva registry, které oznacime jako X
a Y. Vstupni symbol a predstavuje jedno ¢islo. Kalkulacka bude pfi jednotli-
vych prechodech provadét tyto operace:

- pfi prechodu ze stavu S do stavu A se provede uloZeni ¢teného ¢isla do
registru X,

- pfi prechodech ze stav Ap, Ay, Ax, A, do stavu A se provede:

a) uloZeni ¢teného ¢isla do registru Y,

b) pfislusné aritmeticka operace (+, —, *, /) s obsahem registra X a 'V,
vysledek se ulozi do registru X.

Kalkulacku je mozno doplnit displejem, na kterém se zobrazuje vzdy zada-
vané ¢islo nebo vysledek provadéné operace.
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Priklad 12.3
Sestrojime kone¢ny prekladovy automat, ktery preklada vyrazy zapsané v infi-
xovém zapisu do postfixového zapisu. Vstupni vyrazy obsahuji operatory + a *
s béZnou prioritou, to znamena, ze operator * ma vyssi prioritu nez operator
+. Vstupni vyrazy neobsahuji zavorky a jsou ukoncéeny symbolem =.

Koneény prekladovy automat K PA = ({S, F, A, Ap, Ak, B,C} {a, +, x,=},

{@,D,®},9,S,{F}). Zobrazeni ¢ je definovano prechodovym diagramem na
obrazku 12.4.

START

Obrazek 12.4: Prechodovy diagram konecného prekladového automatu z pii-

kladu 12.3

Tento automat muzeme opét interpretovat jako model kalkulacky. V tomto
pripadé ma kalkulacka tii registry X,Y, Z, symbol a pfredstavuje vstupujici
¢islo. Pri jednotlivych prechodech bude kalkulacka provadét operace podle ta-
bulky 12.2.1. Zapis a — X predstavuje operaci ulozeni ¢teného ¢isla do registru

vychozi stav | cilovy stav | provadéné operace
S A a — X
Ag A a - Y;(X)x(Y)—- X
Ap B a —Y
C B a - 7Z;Y)«x(Z)—=>Y
B F (X)+({Y)—- X
B Ap (X)+{)—X

Tabulka 12.1:

X, zapis (X)op(Y) — Z znamena, ze s obsahy registri X a Y je provedena
operace op a vysledek je uloZen opét do registru Z. V pripadé, ze by tato
kalkulacka byla vybavena displejem, bylo by vhodné ve stavech A, AP a F
zobrazovat hodnotu uloZenou v registru X, ve stavu B zobrazovat hodnotu
uloZenou v registru Y.
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Priklad 12.4

Sestrojime konec¢ny prekladovy automat pro pieklad vyrazu z infixového do
postfixového zapisu. Vstupni vyrazy obsahuji operatory + a * se stejnou prio-
ritou a zavorky, ale jen na jedné trovni. To znamena, Ze zavorky nemohou byt
vnotfovany do sebe. Pfechodovy diagram konec¢ného automatu je na obr. 12.5.
Také tento automat je mozné interpretovat jako model kalkulacky.

12.3 Bezkontextové formalni pieklady

V nékolika dalsich ptikladech ukazeme zakladni principy prekladu vyrazt z jed-
noho zapisu do jiného. Nejdfive uvedeme bezkontextové gramatiky, které gene-
ruji aritmetické vyrazy s operatory +, * a zdvorkami v infixovém, prefixovém
a postfixovém zapisu. Pravidla gramatik pro jednotlivé zapisy jsou uvedena
v nasledujici tabulce.

gramatika | GPRE GIN GPOST
zapis vyrazu | prefixovy infixovy postfixovy
pravidla
(1) EFE—-+FF | E—-FE+T | FEF— FEE+
(2) E—-T
(3) E—-%FE |T—>T«F | E— EEx
(4) T— F
(5) E—a F—a E—a
(6) F — (E)
druh LL(1) LR(1) LR(1)

Neterminélni symboly jsou E, T, F, terminédlni symboly jsou a, +, *, (, ).
Zavorky se vyskytuji jen u vyrazti v infixovém zapisu. V néasledujicich Sesti
prikladech jsou studovany prekladové gramatiky pro jednotlivé preklady.

Priklad 12.5

Pro preklad vyrazu z infixového do postfixového zapisu mizeme pouzit tyto
dvé prekladové gramatiky:

PGINPOST1 = ({E, T, F},{a,+,%,(,)},{@, D, ®}, R1, E), kde R; obsahuje
pravidla:

E—-FE+T® T—->TxF® F—a@
E—-T T—F F — (E)

Tato gramatika neni prekladovd LL(1) gramatika. D4 se vsak transformo-
vat na prekladovou LL(1) gramatiku, kterd ma tvar:
PGINPOST2 = {E,E"\T,T',F}, {a,+,%(,)},{@, D, ®}, Re, F),kde Ry ob-
sahuje pravidla:

E —TFE T — FT' F — a@
E' — +THFE’ T — «F®T' F — (E)
E' —¢ T — ¢
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Obrazek 12.5: Prechodovy diagram konecného prekladového automatu z pii-

kladu 12.4
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7 tvaru této prekladové gramatiky je vidét, ze preklad z infixového do po-
stfixového zapisu je mozno provést deterministicky pfi syntaktické analyze me-
todou shora dold.

Priklad 12.6
Pri prekladu vyrazu z prefixového do infixového zapisu je tieba zajistit doplnéni
zavorek. Zavorky budeme dopliiovat jen pro operaci sc¢itani.

PGPREIN = ({E}, {a,+,*},{@, D, ®, O, D}, R, E') kde R obsahuje pra-
vidla:

E—-+0QOF®E) FE—-*E®E FE—a@

Tato prekladova gramatika mé vstupni gramatiku LL(1) a je proto mozny
deterministicky preklad z prefixového do infixového zapisu vyrazu. PTi pouziti
uvedené prekladové gramatiky mohou vzniknout vyrazy, ve kterych jsou re-
dundantni zavorky. Odstranéni redundatnich zavorek je mozno provést pomoci
prekladové gramatiky z prikladu 12.11.

Priklad 12.7
Preklad vyrazu z postfixového do infixového zapisu vyzaduje doplnéni zavorek
podobné jako pri prekladu vyrazu z prefixového do infixového zapisu. Prekla-
dova gramatika ma tvar:
PGPOSTIN = ({E},{a,+,*},{@,D,®, O, D}, R, E), kde R obsahuje pra-
vidla:

E—- OF®PE+(Q) FE—-E®Ex F—aQ

7 tvaru pravidel je vidét, Ze tato gramatika obsahuje vystupni symbol pred
levé rekurzivnim neterminalnim symbolem a proto neni mozné sestrojit de-
terministicky zasobnikovy prekladovy automat pro preklad z postfixového do
infixového zapisu. Tento preklad je moZzné popsat pomoci atributové gramatiky

viz piiklad 3.16.

Priklad 12.8

Prekladova gramatika pro preklad vyrazu z prefixového do postfixového zapisu

m3 tvar:

PGPREPOST = ({E},{a,+,%},{@, D, ®}, R, E), kde R obsahuje pravidla:
E—+FE®D E — «xEE®) E — a@

Tato prekladové gramatika ma vstupni gramatiku LL(1), a proto je mozny

deterministicky preklad z prefixového do postfixového zapisu vyrazu.
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Priklad 12.9
Pro preklad vyrazu z infixového zapisu do prefixového sestrojime prekladovou
gramatiku:

PGINPRE = ({E,T,F},{a,+,%,(,)},{@®, D, ®}, R, E), kde R obsahuje
pravidla:

E—-@®E+T T->®IxF F—a
E—-T T—F F — (E)

Tato gramatika neni prekladova LL(k) gramatika pro zadné k > 0. Divo-
dem je pritomnost vystupnich symbolt pfed levé rekurzivnimi neterminalnimi
symboly v pravidlech E — @E+T aT — ®T*xF. Z tohoto duvodu se uvedené
gramatika neda transformovat na zadny tvar, kterému by odpovidal determinis-
ticky zasobnikovy automat. Pieklad vyrazu z infixového zapisu do prefixového
nelze provést deterministickym zasobnikovym prekladovym automatem. Tento
preklad je mozné popsat pomoci atributové gramatiky viz priklad 3.16.

Priklad 12.10
Preklad vyrazu z postfixového do prefixového zapisu popisuje prekladova gra-
matika PGPOSTPRE = ({E}, {a,+,*},{@,D,®}, R, E), kde R obsahuje
pravidla:
F—- ®FFE+ FE - ®FEx FE—a

Tato prekladova gramatika ma podobné vlastnosti jako gramatika z pred-
choziho prikladu, a proto neni mozné provést preklad vyrazu z postfixového do
prefixového zapisu deterministickym zasobnikovym ptrekladovym automatem.
Tento preklad je mozné popsat pomoci atributové gramatiky viz ptiklad 3.16.

Nasledujici tabulka shrnuje zakladni vlastnosti prekladu vyrazu z jedné
formy do jiné. Nékteré prekladové gramatiky (PGINPOST, PGPOSTPRE,
PGINPRE, PGPOSTIN) maji LL(1) vstupni gramatiky, coz dovoluje pouziti
algoritmu formalniho prekladu fizeného LL analyzatorem.

Z prekladové tabulky je zfejmé, ze prekladové gramatiky PGPOSTPRE,
PGINPRE a PGPOSTIN vedou na nedeterministické pteklady. To znamena, ze
tyto preklady nelze provést deterministickym zasobnikovym automatem. Pre-
kazkou je skuteCnost, ze vystupni datova struktura je retézec, do kterého lze
pripojovat symboly pouze na konec. Tyto preklady lze vsak popsat pomoci
atributovych gramatik, které uvedené preklady popisuji za predpokladu, zZe vy-
stupni datova struktura je seznam nebo strom. V tom ptipadé je mozno i tyto
preklady provadét deterministicky.
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prekladova dilezita typ vstupni | typ

gramatika pravidia gramatiky | prekiadu

PGINPOST1 | E—-E+T® LR(1) LR(1)
T—>TxF®

PGINPOST2 | E' — +T®FE’ LL(1) LL(1)
T — «F®T'

PGPREPOST | E - +EE® LL(1) LL(1)
E — «xEE®)

PGPREIN E —-+OQOFE®EQ) | LL(1) LL(1)
E — «E®F

PGPOSTPRE | E — @EE+ LR(1) nedeterministicky
E — ®EFE*

PGINPRE E—-®E+T LR(1) nedeterministicky
T—®Tx*F

PGPOSTIN E— OQE®DE+ () | LR(1) nedeterministicky
E — E®E*

Priklad 12.11
Prekladova gramatika, ktera popisuje preklad vyrazt s vynechanim redundant-
nich zavorek mé tvar:

PG - ({E7 T7 F}7 {a7 +7 *7 (7 )}7 {@7 @7 @7 @7 @7 }7 R7 E)7 kde R Obsahuje pra_
vidla:

E — (E) T —(T) F—- (OE+®E))
EFE—FE+®F T—Fx®F F—-T
E—-T T—a@

Tato prekladova gramatika popisuje preklad, pii kterém je naptiklad vyraz
((a+ (a*a)) * a) ptelozen na vyraz (a + a * a) * a. Pfipomenime, Ze vstupni
gramatika neni jednoznacnd, ale kazdému vstupnimu fetézci odpovida jen jeden
vystupni fetézec.

12.3.1 Typické bezkontextové preklady

Dale uvedeme nékolik prikladt zasobnikovych prekladovych automati, které
provadéji jednoduché syntaxi rizené preklady. Pritom budeme pro zapis zobra-
zeni ¢ pouzivat prechodovy diagram podobné jako u konecnych prekladovych
automati.
Hranu v pfechodovém diagramu ohodnotime trojici (a, af, z), kde

a € T'U{e} je ¢teny symbol nebo prazdny fetézec,

a € G* je fetézec, ktery je ze zasobniku vyloucen,

G € G* je fetézec, ktery je do zasobniku vlozen,

z € D* je fetézec, ktery je pfidan k vystupnimu fetézci.
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V dalsim prikladu uvedeme zasobnikové prekladové automaty pro typické
»zasobnikové“ preklady.

Priklad 12.12

Uvedeme zasobnikové prekladové automaty, které provadéji tyto preklady:
a) (w,wf)

b) (w,wwt),

kde w je libovolny fetézec nad abecedou {a,b}.
Zasobnikové prekladové automaty jsou tyto:

a) ZPA = ({p,q,r},{a,b,=},{Z0,a,b},d,p, Zo,{r}), kde § je zndzornéno
pfechodovym diagramem na obr. 12.6.

b) ZPA = ({p,q,r},{a,b,=},{Z0, a,b},{a,b},d,p, Zo, {r}), kde § je znazor-
néno prechodovym diagramem na obr. 12.7.

(a,a.) (e.2,2)

(b.b.e) (e.b,b)

Obrazek 12.6: Pfechodovy diagram zasobnikového pfekladového automatu pro
pieklad (w, w®)

Oba tyto automaty pracuji rizné jen ve stavu p pfi ¢teni vstupniho fe-
tézce. Automat pro preklad a) ¢te vstupni symboly a ukldda je do zésobniku.
Automat pro preklad b) pfi ¢teni a ukladani do zasobniku jesté navic vstupni
symboly ukladéa do vystupniho fetézce. Ve stavu g oba automaty kopiruji obsah
zasobniku do vystupniho fetézce.

Priklad 12.13
Sestrojime piekladovou gramatiku, ktera generuje preklad {(a'®?, z7y") : 4,j >

0)}.
Prekladova gramatika ma tvar PG = ({4, B}, {a,b},{®, ®}, R, A), kde R
obsahuje pravidla:
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(a,a,a) (¢,3,a)

(b,b,b) (e.b,b)

Obrazek 12.7: Pfechodovy diagram zasobnikového pfekladového automatu pro

pieklad (w, ww®)
(1) A— adA®
(2) A— a@®B
(3) B — b@B
(4) B — b@

Vstupni gramatika této prekladové gramatiky je regulérni, ale preklad nelze
provést koneénym piekladovym automatem. Duvodem je pravidlo (1), jehoz
prava strana obsahuje vystupni symboly az za neterminalnim symbolem. Ta-
kovy preklad je nutno provést zasobnikovym prekladovym automatem.

12.4 Implementace formalnich piekladui

V tomto odstavci uvedeme piiklad implementace formalniho prekladu, ktery
vznikne rozsifenim algoritmu syntaktické analyzy. Takové preklady se nazyvaji
syntaxi fizené preklady.

Pro formalni preklad pfi analyze shora dolt lze pouzit algoritmus, pomoci
kterého je mozno provést preklad pro kazdou prekladovou gramatiku, jejiz
vstupni gramatika je LL(1). To znamend, Ze vystupni symboly mohou byt
v pravidlech gramatiky na libovolnych mistech.

Priklad 12.14
Sestrojme rozkladovou tabulku pro ptekladovou gramatiku PG = ({E, E', T, T’,
Fy {+,%,a,(,)},{®, ®, @}, P, E) s pravidly:

E—TE FE —+T®E FE —¢

T—FT' T —-«F®T T —e

F— (E) F—a@

Je zfejmé, ze vstupni gramatika této prekladové gramatiky je LL(1), a proto

pro G muzeme sestrojit rozkladovou tabulku.
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a1 = S RENE
E | TE TE'
yin +THE T E
T | FT' FT1’
T’ 5 x FRT' ele
F | a@ (E)

Preklad vstupni véty a + a * a probéhne timto zpusobem:

(a+axa,E,e) F( a+axa, TE', « )
F( a+axa, FT'E', ¢ )
F( a+axa, a@T'E', ¢ )
F(  +axa, @T'E', « )
F( taxa, T'E', @ )
F(  +axa, E, @ )
F( +axa, +THOE', @ )
F( a*a, TOE, @ )
- ( axa, FT'QE, @ )
F( a*a, a@T'®FE, @ )
F( * a, @T'®FE, @ )
F( xa,  TOF, 0@ )
- ( 0. FOTOF, @@ )
- ( o FOT'OF, @@ )
- ( 0 @OTOF, @@ )
- ( c QOT®F, @O )
- ( e OTOF, @0® )
- ( e TOF. @00® )
- ( . OF, 000® )
- ( . F. @000® )
= ( 2 & @O )

Odpovidajicim vystupem pro vstup a + a * a je fetézec @@@®@.

Implementaci forméalniho prekladu lze provést pomoci postupu znamého
jako ,rekurzivni sestup“ (odst. 5.4 [JPRO3]).

Soubor rekurzivnich procedur pro prekladovou gramatiku bude pouzivat
proceduru SROVNEJ, jejiz deklaraci si muZzeme predstavit takto:

var SYMBOL : VSTUPNISYMBOL;
CHYBA : BOOLEAN;
procedure SROVNEJ (X: VSTUPNISYMBOL);
begin
if X = SYMBOL then LEXIKALNIANALYZA(SYMBOL)
else CHYBA := TRUE;
end;
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Procedura LEXIKALNIANALYZA piecte ze vstupniho souboru jeden sym-
bol a ulozi jej do vystupniho parametru SYMBOL.
Vlastni soubor rekurzivnich procedur bude mit tvar:

procedure E;

begin
case SYMBOL of
A,0TVZAV : begin T; ZE; end;
otherwise : CHYBA := TRUE;
end;
end;
procedure ZE;
begin

case SYMBOL of
PLUS : begin SROVNEJ(PLUS); T; VYSTUP(VPLUS); ZE end;
ZAVZAV, KONEC : ;
otherwise : CHYBA := TRUE;
end;
end;
procedure T;
begin
case SYMBOL of
A, OTVZAV : begin F; ZT end;
otherwise : CHYBA := TRUE;
end;
end;
procedure ZT;
begin
case SYMBOL of
KRAT : begin SROVNEJ(KRAT) ;F;VYSTUP(VKRAT);ZT end;
PLUS,ZAVZAV,KONEC : ;
otherwise : CHYBA := TRUE;
end;
end;
procedure F;
begin
case SYMBOL of
A : begin SROVNEJ(A); VYSTUP(VA) end;
OTVZAV : begin SROVNEJ(OTVZAV);E; SROVNEJ(ZAVZAV) end;
otherwise : CHYBA := TRUE;
end;
end;

186



Vlastni formalni preklad se provede takto:

begin
CHYBA:=FALSE;
LEXIKALNIANALYZA(SYMBOL);
E;

end;

12.5 Priklady pro cviceni

Cviceni 12.15
Navrhnéte konec¢ny prekladovy automat, ktery na vystupu produkuje fetézec,
ktery odpovida stavim, kterymi automat prosel.

Cviceni 12.16
Sestrojte kone¢né prekladové automaty, které prekladaji vyrazy z infixového do
postfixového zapisu. Pfitom vstupni vyrazy maji tento charakter:

a) neobsahuji zavorky a operéatory jsou +, *, T (umoctiovani) s obvyklou
prioritou,

b) obsahuji zavorky do hloubky 2 a operéatory +, x bez priorit,

c¢) obsahuji zadvorky do hloubky 1 a operatory +, * s obvyklou prioritou,

d) obsahuji operatory +, * a unarni operator f, ktery ma prioritu vyssi, nez

operator .

Vyrazy jsou vzdy ukonceny symbolem =. Vysledné konecné prekladové au-
tomaty interpretujte jako modely kalkulacek. Pritom stanovte, kolik je treba
registri a jaké operace se budou provadét pfi jednotlivych prechodech.

Cviceni 12.17
Sestrojte konecné prekladové automaty pro tyto preklady:

a) vstupni ¢islo je v osmickové soustavé a jednotlivé ¢islice jsou kédovany
jako t¥icifernd binarni ¢isla, vystupni ¢islo je zapsano obvyklym zptisobem
v osmickové soustaveé,

b) vstupni ¢islo je v Sestnactkové soustavé a ¢islice jsou kédovany jako ¢tyt-
ciferna binarni ¢isla, vystupni ¢islo je zapsano obvyklym zptisobem v Sest-
néactkové soustave.

Kazdé vstupni ¢islo je ukonceno dvojteckou.
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Cviceni 12.18
Sestrojte ptekladové gramatiky pro definici ptekladi booleovskych vyrazt s ope-

ratory AND, OR a NOT:
a) z prefixového do infixového a postfixového zapisu,

b) z infixového do prefixového a postfixového zapisu,

c¢) z postfixového do prefixového a infixového zépisu.

Cviceni 12.19
Pro prekladové gramatiky vzniklé fesenim cviceni 12.18, které maji LL(1)
vstupni gramatiky, urcete jakym zptisobem je mozno provést implementaci pre-

kladace.

Cviceni 12.20

Sestrojte prekladovou gramatiku a konec¢ny pfekladovy automat pro tento pre-
klad:

Vstupni abeceda je {a,b}, vystupni abeceda je {c,d}. Na vystupu se objevi
symbol ¢ v okamziku, kdy pocet symbolt a ve vstupnim Tetézci je délitelny
tfemi. Symbol d se objevi na vystupu v okamziku, kdy pocet symboli b je
délitelny péti.

Cviceni 12.21
Navrhnéte konec¢ny prekladovy automat, ktery vstupni binarni ¢islo vydeéli péti.

Cviceni 12.22
Navrhnéte prekladové gramatiky a zasobnikové prekladové automaty, které po-
pisuji tyto preklady:
a) {(a'b’,x*):i >0},
a’, ) i, 5 > 0},
a't’, 'yt i, 5 > 0},
a7 1§ >0 > 0},
a't’, 2t ) i > § > 0}
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13 Atributované pieklady

13.1 Zakladni pojmy

Jsou dany dva jazyky Li a Ly nad abecedami T a D. Daéle jsou jednotlivym
symbolim z T a D pfifazeny atributy. Atributovym piekladem z jazyka L,
do jazyka Lo je relace ZA C L1 x Ly a pfitom symboly v Fetézcich ve dvojici
(z,y) € ZA maji definovany hodnoty atributi.

Jednim z forméalnich systémt pro popis atributovaného prekladu jsou atri-
butové prekladové gramatiky.

Atributovd prekladovd gramatika je trojice APG = (G, A, F), kde
G je prekladovd gramatika G = (N,T U D, R, Sy), kde kazdé pravidlo v R
je zapsano ve tvaru:

(r) Xo — X4 X5... Xy, kde nr > 0, Xg € N, X € (NUT U D) pro
1<k <nr,
A je koneCna mnozina atributi:
Kazdému neterminalnimu symbolu X € N jsou pfifazeny dvé disjunktni mno-
ziny I(X) a S(X), kde I(X) je mnozina dédi¢nych a S(X) mnozina syntetizo-
vanych atributi symbolu X.

Kazdému vstupnimu symbolu X je prifazena mnoZina syntetizovanych atri-
butt S(X).

Kazdému vystupnimu symbolu X € D je pfifazena mnozina dédi¢nych
atributt 7(X).
F' je koneénd mnozina sémantickych pravidel definovana takto:
Pro kazdy symbol Xj (1 < k < nr) v pravidle (r) a jeho dédi¢ny atribut d je
dano sémantické pravidlo

d = frax(ai,ag,...,ay), kde ay,aqg,...,a, jsou atributy symboli v témze
pravidle 7.

Pro kazdy syntetizovany atribut s symbolu Xy v pravidle r je definovano
sémantické pravidlo

s = frsola1,a2,...,ay), kde ay,as, ..., a, jsou atributy symbola v témze
pravidle r.

Aby bylo moZno urc¢it hodnoty vsech atributti, musime pfedpokladat, Ze:

a) hodnoty dédiénych atributti po¢ateéniho symbolu jsou zadany,

b) hodnoty syntetizovanych atributi vstupnich symboli jsou zadany.

13.2 Regularni atributové preklady

Regularni atributovy preklad je takovy preklad, ktery se d4 popsat regularni
atributovou prekladovou gramatikou, ve které netermindlni symboly maji jen
dédi¢né atributy.
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Priklad 13.1
Sestrojime regularni atributovou prekladovou gramatiku, kterd popisuje pre-
klad desitkovych celych ¢isel zapsanych obvyklym zptisobem na jeden vystupni
symbol, ktery jako atribut ma hodnotu ¢teného ¢isla.
Regularni prekladova gramatika méa tvar:

RPG = ({C},{c} U{v}, R,C), kde R obsahuje pravidla:

C—cClcu
Prifazeni atributd jednotlivym symbolim uvadi nasledujici tabulka:

symbol [-dédi¢ny atribut [ syntetizovany atribut
c kod
C hodnota
v hodnota

K pravidlim prekladové gramatiky jsou pridélena sémantickd pravidla podle
dalsi tabulky:

syntaxe sémantika
CY — cCt | Ct.hodnota := C°.hodnota x 10 + h(c.kod)
C —cv |wv.hodnota :=C.hodnota 10+ h(c.kdd)

Funkce h(z) mé jako argument kdéd cislice a jako funkéni hodnotu éiselnou
hodnotu ¢islice. Poc¢atecni hodnota atributu pocatec¢niho symbolu C.hodnota
se rovna nule. Regularni atributové pieklady je mozno také popsat pomoci ko-
necnych prekladovych automati, které jsou rozsifeny o moznost vyhodnocovani
sémantickych pravidel pfi jednotlivych pfechodech. Takovy ,atributovany“ ko-
necny prekladovy automat pro prevod ¢isel bude mit atributovany prechodovy
diagram podle obr. 13.1. Z tohoto diagramu je vidét, ze sémanticka pravidla

cle
C'.hodnota := C°.hodnota * 10 + h(c.kéd)

START c
: ) O

C.hodnota := 0 v.hodnota := C.hodnota * 10 + h(c.kdd)

Obrazek 13.1: Prechodovy diagram konecného prekladového automatu z pii-
kladu 13.1 s doplnénymi sémantickymi pravidly

pro vypocet atributd netermindalnich a vystupnich symbolid se pfipoji k hra-
nam, které odpovidaji pfislusnym pravidlim gramatiky. Uvedeny konecny pte-
kladovy automat je nedeterministicky a neni jej mozno prevést na determinis-
ticky, protoze deterministicky automat by musel podle ¢tené Cislice poznat, Ze
jde o posledni ¢islici. Deterministicky automat mtzeme sestrojit tehdy, kdyz
¢tené Cislo ukonc¢ime specidlnim znakem, pri jehoZ ¢teni ur¢ime hodnotu ¢isla.
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Atributovany pfechodovy diagram tohoto automatu je na obr. 13.2.
Tento automat odpovida regularni atributové prekladové gramatice s pravidly

START #

Z.hodnota := h(c.kdd) v.hodnota := Z.hodnota

Obrazek 13.2: Pfechodovy diagram deterministického koneéného prekladového
automatu z prikladu 13.1

podle nasledujici tabulky:

syntaxe sémantika
C —cZ | Zhodnota :=h(c.kdd)
70 —cZY | Zt.hodnota := Z° . hodnota x 10 + h(c.kdd)
Z —+#v | v.hodnota := Z.hodnota

Priklad 13.2
Navrhneme regularni atributovou prekladovou gramatiku, ktera popisuje zpra-
covani seznamu konstant, pii kterém se urci soucet hodnot vsech konstant v se-
znamu tvaru: ki;ke;...;k,, kde n > 1, k; jsou konstanty pro 1 < 7 < n.
Regularni prekladova gramatika méa tvar:

RPG = ({S,Z},{k,; }U{v}, R, S), kde R obsahuje pravidla uvedend v na-
sledujici tabulce:

syntaxe sémantika

S —kZ | Z.hodnota :=k.shodnota + S.dhodnota
Z —;8 | S.dhodnota := Z.dhodnota

S — kv | v.dhodnota := S.dhodnota + k.shodnota

Symboly S, Z a v maji dédi¢ny atribut dhodnota, symbol k méa syntetizovany
atribut shodnota. Prirazeni sémantickych a syntaktickych pravidel je zfejmé
z tabulky. Plati, Zze na zacatku S.hodnota = 0. Sestrojte pro tuto regularni
atributovou prekladovou gramatiku ekvivalentni deterministicky konecny pre-
kladovy automat, doplnény o sémanticka pravidla. Uvazte, Ze je nutno ukon-
¢ovat vstupujici seznamy specidlnim znakem.

Priklad 13.3
Navrhneme regularni atributovou prekladovou gramatiku, kterd predstavuje
model kalkulacky s klavesami:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,+,*,=
To znamené, Ze vstupem do kalkulacky budou vyrazy s operdtory + a *. Symbol
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= bude predstavovat konec vyrazu. Budeme predpokléddat, Ze operdtory + a *
maji stejnou prioritu.

7 prikladu 12.2 jiz vime, ze kalkulacka tohoto typu bude mit dva registry.
Tém budou v nasem pripadé odpovidat atributy, ve kterych budou uchovavany
mezivysledky. Oznacme je x,y.

Regularni prekladova gramatika bude definovéana takto:

RPG = ({S,P,A,M,N},{c,+,*,=},{D}, R, S)

Syntakticka a sémantickd pravidla atributové gramatiky jsou uvedena v nasle-
dujici tabulce. V tabulce nejsou podrobné rozepisovana pravidla pro jednotlivé
Cislice, ale vzdy je uvedeno jen jedno pravidlo pro vsechny dislice. Zapis c.h
predstavuje hodnotu vstupni ¢islice.

syntaxe sémantika

S —cP |Px =c.h Py =0
P’ wcPl | Pla=Pzx10+c.h Ply=Py
P —-+A |Ax =Px+ Py

P —-x«xM | Mx =Px+ Py

P -=D|Dx =Px+ Py

A —cP |Px =c.h Py =Ax
M —c¢cN | Nz =c.h Ny =M.x
NO —¢eNV | NLa=N2%x10+c.h Nty=NO0y
N —+A |Ax =N.axxN.uy

N —xM | M.x =N.xx N.y

N —=D|Dx =N.xxN.y

Na obr. 13.3 je uveden prechodovy diagram konecného prekladového auto-
matu s doplnénymi sémantickymi pravidly, ktery odpovida atributové prekla-
dové gramatice a predstavuje model kalkulacky. Z tohoto automatu je vidét,
jaky vyznam maji jednotlivé stavy automatu a tedy i netermindalni symboly
gramatiky.

S - pocatecni stav, zacatek zadavani vstupniho retézce,

P - stav po precteni alespon jedné éislice prvniho ¢isla nebo ¢isla za operato-
rem -+,

A - stav po pre¢teni operatoru +,
M - stav po precteni operatoru ,
N - stav po precteni alespon jedné cislice ¢isla za operatorem s,
F - koncovy stav.
Atribut  vystupniho symbolu D je hodnota, ktera se zobrazi na displeji

kalkulacky. Pokud bychom chtéli na displeji zobrazovat i mezivysledky, bylo by
nutné zobrazovat hodnotu atributu x u vsech stavt.
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Px:=Px=10+ c.h
Py =Py

D.x:=N.x=*N.y

cle
N.x:=N.x*10 + ¢c.h
N.y :=N.y

Obrazek 13.3: Pfechodovy diagram atributovaného kone¢ného prekladového au-
tomatu z prikladu 13.3
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13.3 Bezkontextové atributované preklady

Bezkontextovy atributovany preklad je takovy preklad, ktery se da popsat bez-
kontextovou atributovou prekladovou gramatikou. Jako prvni pfeklad ale uve-
deme atributovou gramatiku, kterd ma zakladni gramatiku regulérni. Protoze
tato gramatika obsahuje syntetizovany atribut, neni mozna implementace po-
moci atributovaného kone¢ného automatu.

Priklad 13.4

Je dan jazyk seznamii, ve kterych se vyskytuji identifikatory oddélené lomitky.
Seznam je ukoncen stfednikem. Uvedeme regularni atributovou piekladovou
gramatiku, kterd popisuje zpisob vypoctu poctu prvkd seznamu. Vysledek,
t.j. poCet prvku seznamu, bude syntetizovanym atributem pocate¢niho sym-
bolu. Gramatika pro popis syntaxe vstupnich fetézci je regularni a mé tvar:

G:({S,Z},{id,;,/},P,S),

neterminalni symboly S a Z maji syntetizovany atribut pocet. Syntakticka a sé-
mantické pravidla jsou uvedena v nasledujici tabulce.

syntaxe sémantika
S —id Z | S.pocet:= Z.pocet+1
7 —; Z.pocet:=0
Z — /S | Z.pocet:= S.pocet

Vypocet poctu prvkl seznamu timto zpisobem nelze zajistit tak, ze ke konec-
nému automatu pfiddme moznost vyhodnoceni sémantickych pravidel. V tomto
pripadé je nutno pouzit pfi vyhodnocovani sémanticky zasobnik. Koneény au-
tomat, ktery odpovida dané regularni gramatice méa prechodovy diagram podle
obr. 13.4.

Obrazek 13.4: Prechodovy diagram konecného automatu z prikladu 13.3

Skutecnosti je, ze vSechna sémanticka pravidla mizeme vyhodnotit az v kon-
covém stavu F. Je to dano tim, Ze prvni pravidlo, které miizeme vyhodno-
tit je pravidlo Z.pocet := 0, a které se muze vyhodnotit teprve pri prechodu
do stavu F. Teprve potom je mozno vyhodnotit ostatni sémanticka pravidla.
Abychom védéli, ktera to jsou, musime je uschovat a protoze je budeme vy-
hodnocovat v obraceném poradi nez v jakém byla pouzita syntakticka pravidla
pri syntaktické analyze, je vhodnou datovou strukturou pro uchovani téchto
sémantickych pravidel zasobnik.

Uvazme zpusob zpracovani seznamu id/id,;
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Tento Fetézec ma derivaci:
S=id Z =id/S =1id/id Z = id/id,

Neterminalni symboly v této derivaci predstavuji stavy, kterymi prochazi ko-
necny automat predtim, nez se dostane do stavu F'. V tomto stavu se vyhodnoti
sémantické pravidlo Z.pocet := 0. Abychom vyhodnotili sémantiku celého Fe-
tézce, musime vyhodnotit tato sémanticka pravidla v tomto poradi:

S.pocet:= Z.pocet+1

Z.pocet:= S.pocet

S.pocet:= Z.pocet+1.
Deriva¢ni strom pro fetézec id/id; s vypocitanymi hodnotami atributi a na-
znacenymi zavislostmi mezi atributy je na obr. 13.5.

Obrézek 13.5: Atributovany derivacni strom

Priklad 13.5
Je dan jazyk zavorkové struktury vyrazu. Tento jazyk miizeme generovat na-
priklad gramatikami:
Gl = ({S}u {(7 )}7 {S - (S)S‘&‘}, S)
G2 = ({S}u {(7 )}7 {S - S(S)‘&‘}, S)
Tyto gramatiky rozsifime na prekladové doplnénim pocate¢niho pravidla
S'— Sw
s vystupnim symbolem v. K takto ziskanym prekladovym gramatikam doplnime
sémantiku tak, abychom dokézali urcit:
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a) celkovy pocet zavorek v Fetézci,
b) maximalni hloubku zavorkové struktury,
c) kolikrat bylo pouzito pravidlo S — e.

a) Zavedeme atribut pocet, ktery bude pfidélen symbolu S jako syntetizovany
a symbolu v jako dédi¢ny. Syntakticka a sémanticka pravidla jsou v nasledujici
tabulce.

syntaxe sémantika
S’ — Sw v.pocet := S.pocet
SY — (8182 | S%.pocet:= St.pocet+S?.pocet+2
S —e S.pocet := 0

b) Zavedeme atribut hloubka a opét jej pfidélime symbolu S jako syntetizovany
a symbolu v jako dédicny.

syntaxe sémantika
S — Swv v.hloubka := S.hloubka
SY — (S1HS? | SOhloubka := M AX (St.hloubka + 1, S%.hloubka)
S —e¢ S.hloubka := 0

c¢) Zavedeme atribut kolik, ktery pfidélime symbolu S jako syntetizovany a sym-
bolu v jako dédi¢ny.

syntaxe sémantika
S'— Sw v.kolik := S.kolik
SY — (S1HS?% | SO kolik := St.kolik + S?.kolik
S —e S.kolik := 1

Ve vsech pfipadech jsme vysli z gramatiky G.
Sestrojte atributové gramatiky tak, ze za zaklad pouzijete gramatiku Go.

Priklad 13.6

Nyni uvedeme tfi atributové gramatiky, které popisuji preklady vyrazi, pro néz
nelze sestrojit deterministické zasobnikové prekladové automaty. Prekladové
gramatiky pro tyto preklady jsou uvedeny v ptikladech 12.7, 12.9 a 12.10.
Jednié se o preklady vyrazi:

a) z infixového do prefixového zapisu,
b) z postfixového do prefixového zépisu,
¢) 1z postfixového do infixového zapisu.

V sémantickych pravidlech jsou pouzity funkce, které pracuji se seznamy:

LIST(x) vytvori jednoprvkovy seznam, ktery obsahuje x,
CONS3(z,y, 2) vytvori seznam tvofeny spojenim seznamt x,y a z.
CONS5(u, v, z,y, z) vytvori seznam tvofeny spojenim seznami u, v, &, y, 2.

Ve vSech pripadech je vystupni fetézec ve formé seznamu hodnotou atributu p
u pocatecniho symbolu.
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a) Preklad z infixového do prefixového zapisu vyrazu (formalni pieklad viz
priklad 12.8).

syntaxe sémantika
EY - E'+T | EYp:= CONS3(LIST(®), E'.p, T.p)
E—-T Ep:=Tp
T =T F | TV p:=CONS3(LIST(®), T p, Fp)
T— F Tp:=Fp
F—a Fp:=LIST(@)
F — (E) Fp:=Ep

b) Pteklad z postfixového do prefixového zapisu vyrazu (formélni preklad viz
priklad 12.9).

syntaxe sémantika
EY — E'E?+ | EV.p:= CONS3(LIST(®), E'.p, E.p)
E° — E'E?x | EY.p:= CONS3(LIST(®), E'.p, E%.p)
E—a E.p:=LIST(@)

c) Preklad z postfixového do infixového zapisu vyrazu (formdalni preklad viz
priklad 12.6).

syntaxe sémantika
EY — F'E?+ | E%p:= CONS5(LIST(Q), El.p, LIST(®), E%.p, LIST(Q]))
E° — E'E?%x | EOp:= CONS3(E'.p, LIST(®), E%p)
E—a E.p:=LIST(@)

Priklad 13.7

Je dan jazyk seznamiu konstant. Sestrojime atributovou gramatiku, ve které
hodnotou syntetizovaného atributu poc¢atec¢niho symbolu bude hodnota nejmensi
konstanty. Pfitom pouzijeme dva syntetizované atributy:

min — hodnota miniméalni konstanty,
hod — hodnota vstupni konstanty.

Atribut min ptfidélime symbolu L, atribut hod pfidélime symbolu k. Uvedeme
dvé varianty zalozené na gramatikach s levou a pravou rekurzi.

a) Gramatika s levou rekurzi.

syntaxe sémantika
LY — LYk | LY. min := MIN(L*.min, k.hod)
L—k L.min := k.hod

b) Gramatika s pravou rekurzi.

syntaxe sémantika
LY — k/LY | LY.min := MIN (k.hod, L*.min)
L—k L.min := k.hod
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Priklad 13.8

Pro stejny vstupni jazyk jako v predchozim prikladu sestrojime atributovou
gramatiku, ktera provede vypocet souc¢tu hodnot vSech konstant. Uvedeme jen
priklad gramatiky s pravou rekurzi. PouZijeme syntetizovany atribut suma,
ktery pridélime symbolu L a ktery bude obsahovat hodnotu souctu.

syntaxe sémantika
LY — k/L' | LY.suma := k.hod + L'.suma
L—k L.suma := k.hod

Priklad 13.9

Pro stejny vstupni jazyk jako v ptikladu 13.7 navrhneme atributovou grama-
tiku, ktera bude fesit tuto tlohu: Je zadana konstanta a je tieba urcit, zda se
dana konstanta v seznamu vyskytuje a na kterém je misté. Poradi konstant ve
vstupnim seznamu je oznaceno prirozenymi Cisly. Zadanad konstanta je poca-
te¢ni hodnotou dédi¢ného atributu pocatec¢niho symbolu.

Pouzijeme tyto atributy:

poradi — potradi zpracovavané konstanty,
hledand — hodnota zadané konstanty,
nalezend — poradi nalezené konstanty,
hod — hodnota vstupni konstanty.

Jednotlivym symboliim budou ptidé€leny atributy podle nasledujici tabulky.

symbol | dédi¢né atributy | syntetizované atributy

L hledand poradi, nalezend

k hod

Nejdiive uvedeme pravidla gramatiky s levou rekurzi.

syntaxe sémantika

LY — L'/k | L'.hledand := LP.hledand

L0 .poradi := L'.poradi +1

L0 nalezend := if L'.nalezend# 0 then L'. nalezend
else if LY hledand = k.hod then L'.poradi +1

else 0
L—k L.potadi :=1
L.nalezend := if L.hledand = k.hod then 1 else 0

V sémantickych pravidlech jsme pro zjednoduseni zapisu pouzili podminény
vyraz tvaru if podminka then vyrazl else vyraz2. Uvedeny zapis méa tento
vyznam:
Jestlize podminka je splnéna, pak je hodnotou vyrazu hodnota vyrazul, v opac-
ném pripadé je hodnotou hodnota vyrazul.

Dale uvedeme pravidla gramatiky s pravou rekurzi. V tomto p¥ipadé bude
atribut poradi dédi¢ny a jeho pocatecni hodnota bude 1.
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syntaxe sémantika
LY — k /L' | L .poradi := L°.poradi +1
L'.hledand := L°. hledand
L% nalezend := if L'.nalezend # 0 then L'.nalezend
else if LY. hledand = k.hod then L°.poradi
else 0
L—k L.nalezend := if L.hledand = k.hod then L.potadi else 0

Priklad 13.10

Pro stejny vstupni jazyk jako v pfikladu 13.7 sestrojime atributovou grama-
tiku, ktera bude fesit tuto ulohu:

Je zadana dvojice konstant a, b, kde a < b. Je tfeba urcit, na kterych mistech
v seznamu jsou konstanty, jejichz hodnoty lezi v intervalu (a, b). Pfitom pou-
zijeme tyto atributy:

nalezené — vektor, ve kterém jsou uloZena poradi nalezenych konstant,

pocet  — pocet nalezenych konstant,
poradi — poradi zpracovavané konstanty,
hod — hodnota vstupni konstanty,

a,b — hodnoty zadanych konstant.

Uvedeme gramatiku s levou rekurzi.
Atributy pridélime jednotlivym symboltim podle nasledujici tabulky.

symbol | dédi¢né atributy | syntetizované atributy

L a,b poradi,pocet,nalezené

k hod

Syntakticka a sémantické pravidla jsou uvedena v dalsi tabulce.

syntaxe sémantika
P - L'k | Lla:=1La
L'b:=L%
L0 .potadi:= L' .poradi+1
if L9.a < k.hod and k.hod < L°.b then
begin L%.pocet := L'.pocet + 1;
LO.nalezené[L .pocet + 1] := L'.potadi+1
end else
begin L%.pocet := L'.pocet;
L0 nalezené:= L'.nalezené
end
L—k if L.a < k.hod and k.hod < L.b then
begin L.nalezené|[l] := 1; L.pocet := 1 end
else L.pocet := 0

V dalsi skupiné piikladt se budeme zabyvat problémem zjednodusovani arit-
metickych a logickych vyrazu.
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Priklad 13.11

Sestrojime atributovou gramatiku, ktera popisuje pteklad aritmetického vyrazu
tak, Ze se béhem piekladu provedou vsechny operace s konstantami.

Pritom budeme pouzivat tyto atributy:

preklad  — prelozeny tvar podvyrazu generovaného neterminalnim
symbolem,

konstanta — tdaj o tom, zda preloZeny tvar je nebo neni konstanta,

hodnota — v pripadé, ze preloZeny tvar je konstanta, pak je to hodnota
této konstanty.

Operandy ve vyrazu budou mit jako atribut sviij textovy tvar a konstanta bude
mit jako atribut hodnotu.
Atributy budou pfidéleny podle této tabulky.

symboly syntentizované atributy
ET preklad, konstanta, hodnota
id jméno

k jméno, hod

Pravidla atributové gramatiky jsou uvedena v dalsi tabulce (operéator | znamena
zietézenti).

syntaxe sémantika

EY — EY 4+ T | EV konstanta := E*.konstanta and T.konstanta

EY.hodnota :=if E'.konstanta and T.konstanta
then E'.hodnota + T.hodnota else nedefinovana

EV preklad :=if E'.konstanta and T.konstanta
then TEXT(E'.hodnota + T.hodnota)
else El.preklad | +' |T.preklad

E—T E.konstanta := T.konstanta

E.hodnota := T.hodnota

E.preklad := T.preklad

T —id T.konstanta :=false

T.hodnota :=nedefinovana

T.preklad = id.jméno

T — k T.konstanta :=true

T.hodnota := k.hod

T.preklad := k.jméno

Funkce TEXT pouzita v sémantickém pravidle pfevede hodnotu parametru do
textového tvaru.
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Priklad 13.12
Sestrojime atributovou gramatiku, ktera bude provadét zjednoduSeni vyrazu
S pouZzitim rovnosti:

a+0=a

0O+a=a

Atributy, které pouzijeme, jsou stejné jako v ptrikladu 13.11.
Syntakticka a sémantické pravidla jsou uvedena v nasledujici tabulce.

syntaxe sémantika

EY — E'+ T | EC.preklad := if E'.konstanta and E'.hodnota = 0 then
T.preklad

else if T.konstanta and T.hodnota = 0 then
E!.preklad

else
El.preklad | '+ | T.preklad

EY konstanta := if E'.konstanta and E'.hodnota = 0 then
T.konstanta
else if T.konstanta and T.hodnota = 0 then
E'.konstanta

else false

EY hodnota := if E'.konstanta and E'.hodnota = 0 then
T.hodnota
else if T.konstanta and T.hodnota = 0
then E'.hodnota.
else nedefinovana
E—T E.konstanta := T.konstanta
E.hodnota := T.hodnota
E.preklad := T.preklad
T —id T.konstanta := false
T.hodnota := nedefinovana
T.preklad = id.jméno
T —k T.konstanta := true
T.hodnota := k.hod
T.preklad := k.jméno

Priklad 13.13
Sestrojime atributovou gramatiku, ktera bude provadét nahradu operace umoc-
novani, operaci nasobeni podle vztahu:

rlT2=xx%xx

rlT3=xxx*x
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pro libovolny exponent mensi nez zadané ¢islo mez. PouZijeme atributy stejné
jako v predchozim prikladu a pfidame k nim dédiény atribut mez, ktery bude
pridélen symbolu F a jehoz pocateéni hodnota bude zadana. Syntakticka a sé-
mantickd pravidla jsou uvedena v néasledujici tabulce. Funkce OPAK(n,etézec)
vytvoii posloupnost n fetézct.

syntaxe sémantika

E° — EY1 7T | EY.mez := E'.mez

EV preklad:=if T.konstanta and 0 < T.hodnota
and T.hodnota < E°.mez
then El.preklad|OPAK (T.hodnota — 1| ' |E'.preklad)
else El.preklad| 1" |T. preklad

EV konstanta :=if T.konstanta and T.hodnota = 1
then E!l.konstanta
else t.konstanta and T.hodnota =0

EY.hodnota :=if T.konstanta and T.hodnota = 1
then E'.hodnota
else if T.konstanta and T.hodnota =0
then 1 else nedefinovana

E—-T E .konstanta := T.konstanta

E.hodnota := T.hodnota

E .preklad:= T.preklad

T —id T.konstanta :=false

T.hodnota :=nedefinovana

T.preklad:=id.jméno

T —k T.konstanta :=true

T.hodnota := k.hod

T.preklad:=k.jméno

Priklad 13.14

Je dan jazyk logickych vyrazi s operatory or, and a not. Sestrojime atri-
butovou gramatiku, ktera popisuje zjednodusovani logickych vyrazt. Pri zjed-
nodusovani se budou provadét operace s konstantami a Upravy podle téchto
rovnosti:

true or x =true =x or true
true and z ==z =z and true
falseor z==x =z or false
false and x = false = x and false
not true = false

not false =true
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V atributové gramatice budeme pouzivat tyto atributy:

vyraz — textovy tvar upraveného vyrazu,
druh — informace o vyrazu s hodnotami (false,true,logvyraz),
jméno — textovy tvar identifikdtoru nebo konstanty.

Atributy budou jednotlivym symbolim pfidéleny podle nasledujici tabulky.

symboly | syntetizované atributy
ETF vyraz, druh
id jméno

Nasledujici tabulka obsahuje syntakticka a k nim prifazena sémanticka pravidla.

syntaxe sémantika

E' - ElorT E°.druh := if E'.druh = true or T.druh = true
then true eise
if E'.druh = false then T.druh else
if T.druh = false then E'.druh
else logvyraz

E%vyraz := if E'.druh = true or T.druh = true
then TEXT(true) else
if E'.druh = false then T.vyraz else
if T.druh = false then E'.vyraz
else Et.vyraz |'or’| T.wijraz

E—-T E.druh :=T.druh

FEouyraz :=T.vyraz

79 - Tt and F | T9.druh := if T'.druh = false
or F.druh = false then false else
if T'.druh = true then F.druh else
if F.druh = true
then T*.druh else logvyraz

T vyraz = if T'.druh = false
or F.druh = false then TEXT(false)
else if T'.druh = true
then F.voyraz else
if F.druh = true then T'.vyraz
else T'.vyraz |'and’| Fugyraz

T— F T.druh := F.druh

Fougraz .= Fuyraz

F9 — not F! FO.druh := if F'.druh = logvyraz
then logvyraz else not F'.druh

Floyraz := if F!.druh = logvyraz
then 'not’| Fl.ugraz else
if I''.druh = true
then TEXT(false) else TEXT (true)
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F — (E) F.druh := E.druh

Fograz ;== E.vyraz

F—id F.druh := logvyraz
Fougraz :==id.jméno

F — false F.druh := false
Fougyraz := TEXT(false)

F — true F.druh := true

Fougyraz := TEXT(true)

Priklad 13.15

Je dan jazyk polynomi s redlnymi koeficienty. Sestrojime atributovou prekla-
dovou gramatiku, kterd popisuje preklad polynomu na jejich derivaci podle
proménné z. Polynom a,z™ + an_12" " + ...+ ax® + a1z + ap je zapsan jako
vstupni fetézec axx Tn+axz Tn+...+a*xx T n+ ax*xzx+ a, kde hodnoty
atributd symbolt a zleva doprava jsou:

Qp, An—1, ..., a1, ag,
a hodnoty atributd symbold x zleva doprava jsou:
n,n—1,...,2.
Pr1i derivaci jednoho prvku polynomu pouzijeme tyto vztahy:
d%%: axmnxg ! pron > 1
daxxr
de
da _
de 0

Pfekladova’“ gramatika G = ({P}7 {a7 x? n7 +7 *7 T}’ {@7 @7 @7 @7 @7 @}7 R7 P)'
Jediny atribut, ktery pouzijeme, bude hod, ktery bude syntetizovanym atribu-

tem vstupnich symbolid a, n a dédiénym atributem vystupnich symboli @), @.
Pravidla prekladové gramatiky a k nim pridélend sémanticka pravidla jsou uve-
dena v nasledujici tabulce.

syntaxe sémantika
P — a@*x®2@7T On@ +PP | @.hod := a.hod * n.hod
®.hod := n.hod — 1
P—a'@x*x+a® @.hod := a'.hod

Priklad 13.16

Je dan jazyk aritmetickyjch vyrazl s operatory + a *. Navrhneme atributovou
gramatiku, kterad vytvori derivaci vstupniho vyrazu podle zadané proménné z.
Pr1i derivaci pouzijeme tyto vztahy:

d(a+b) _ da | db
dr ~— dz dzr
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IS
—

axb)

ar _ 4

_ db da
_a*d:c+b*dx

dr = 0, kdyz k je konstanta.

V atributové gramatice pouzijeme atributy:

vyraz  — tvar vstupniho vyrazu,

derivace — derivace vstupniho vyrazu,

z — jméno proménné, podle které se derivuje,
jméno — textovy tvar identifikdtoru nebo konstanty.

Jednotlivé atributy pridélime symboltim podle nasledujici tabulky.

symboly | dédi¢né atributy | syntetizované atributy
E T F T vyraz, derivace
id, k jméno

Syntakticka a sémantické pravidla jsou uvedena v dalsi tabulce.

syntaxe sémantika
EO - E'4+T | E'2:=FE'x
T.x:=FE%x
EC.vyraz:= EY . vijraz | +' | T.vyraz
E°.derivace := E'.derivace | +' | T.derivace
E—-T Tx:=Fzx
E.vyraz:=T.wraz
E.derivace := T.derivace
T =T '« F |T'x:=T 2
Fo:=1%
T vyraz:= Tt .vyraz| ¥’ | F.vyraz
T°.derivace := T .vyraz | ¥ | F.derivace |' +' |
F.vjraz| ¥ | T'.derivace
T—F Fzrx:=Tx
T.vyraz:= F.vjraz
T.derivace := F.derivace
F — (F) Ex:=Fx
F.ougraz:= E.vyraz
F.derivace := E.derivace
F —id F.ugraz:= id.jméno
F.derivace :=if F.x = id.jméno then TEXT(1)
else TEXT(0)
F—k F.ugraz:= k.jméno
F.derivace := TEXT(0)
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Priklad 13.17

Je dan jazyk aritmetickych vyrazi s operatorem * a trigonometrickymi funk-
cemi sin, cos, tg a cotg. Navrhneme atributovou prekladovou gramatiku, ktera
vytvori derivaci vstupniho vyrazu podle zadané proménné x. Pti derivaci pou-
Zijeme vztah pro derivaci soudinu (viz ptiklad 13.16) a tyto dalsi vztahy:

d f(g) é;(cg) = % * %ﬂ% (derivace slozené funkce)
d%z(x) = cos(x)
d%;(x) = —sin(x)
ditglz) 1
dr  — cos(x)
d cotg(z) 1
dr — sin(x)

Syntakticka a sémanticka pravidla atributové gramatiky jsou uvedena v nasle-
dujici tabulce.

syntaxe sémantika
T° T «F | Tha =T
Fx:=T2
T vyraz:= T .vijraz|' ¥ | F.vjraz
TV derivace := Tt .vyraz | ¥ | F.derivace| +' |
F.ovyraz | ' | Tt.derivace
T—-F Fzx.=Tx
T.vyraz:= F.vjraz
T.derivace := F.derivace
F —(T) T.x:=Fx
Fougraz:= T.vjraz
F.derivace := T.derivace

F—id F.ugraz:= id.jméno
F.derivace :=if F.x = id.jméno then TEXT(1)
else TEXT(0)

F—k F.oyraz:=k.jméno

F.derivace := TEXT(0)

F —sin(T) | T.w:=F.x

F.ograz:=’sin(’|T.vgraz|")

F.derivace :="cos('|T.vgraz|") ¥ |T.derivace
F —cos(T) | T.x:=F.x

F.vgraz:="cos('|T.vyraz|")’

F.derivace :="-sin('|T.vyraz|") " |T.derivace
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syntaxe sémantika
F — tg(T) T.x:=Fx
F.ougraz:="tg('|T.vyraz|")’
F.derivace := TEXT(1)|'/(cos('|T.vgraz|")+’
|T.derivace
F — cotg(T) | T.x := Fx
F.vgraz:="cotg('|T.vyraz|")
F.derivace := TEXT(-1)|'/(sin('|T.vyraz|") «" |T.derivace

Priklad 13.18
Je dan jazyk aritmetickych vyrazi s operdtory +,%*,/,T a s moznosti zapisu
indexd. Navrhneme atributovou gramatiku, ktera bude konstruovat v matema-
tice obvykly graficky zapis vstupniho vyrazu.
Pro jednoduchost popisu zavedeme jediny atribut g, ktery bude mit jako svoji
hodnotu tyto informace:

- grafické znazornéni vyrazu,

- sitku a vysku obdélnika, ktery opisuje graficky zapis vyrazu.

Syntakticka a schematicky znédzornéna sémanticka pravidla obsahuje néasledu-
jici tabulka.

syntaxe sémantika

E° 5 E'+T | EYg:=| |Elg|+|T.yg

E—-T Eg:=Tg

70 Tl F To.g =| (T .g|*|F.yg

T -TYF |T'g:=

T—F T.g:=F.yg

FO - F1 1@ | R
FOqg:=||F g

P pip) | P9 [Fly

F—-G Fg:=Gg
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syntaxe sémantika

G—(E)|Gyg:= ()
G—a G.g = |a.text]

13.4 Jednopruchodovy algoritmus vypoc¢tu atributa pri LL ana-
lyze

V tomto odstavci uvedeme priklad na metodu vypoctu atributi, ktera je zalo-
zena na LL analyze. Soucasné uvedeme implementaci této metody.

Priklad 13.19
Ukazme implementaci vypoctu atributd pfi LL analjze pro feseni tlohy z pii-
kladu 13.9. V tomto piikladu jsou uvedeny dvé atributové gramatiky. Zadna
z nich vSak nemé zadkladni gramatiku LL(1). Prvni z uvedenych atributovych
gramatik ma zakladni gramatiku, ktera obsahuje levou rekurzi a proto nemtze
byt LL(k) pro zadné k. Druhd atributova gramatika ma zdkladni gramatiku
LL(2). Vezméme tedy za zaklad tuto LL(2) gramatiku a transformujme ji na
LL(1) gramatiku s tim, Ze je tfeba také transformovat sémantickd pravidla.
Na zakladni gramatiku pouzijme levou faktorizaci a dosazeni a dostaneme

LL(1) gramatiku G = ({L, R}, {k,/}, P, L), kde P obsahuje pravidla:

L — kR
R — /kR | ¢

Sémanticka pravidla a jejich pridéleni syntaktickym obsahuje nasledujici ta-

bulka:

syntaxe sémantika
(1) L — kR | R.poradi := L.potadi + 1
R.hledand := L.hledand
L.nalezend := if R.nalezend # 0 then R.nalezend
else if L.hledand = k.hod then L.poradi else 0
(2) R — /L | L.poradi := R.poradi
L.hledand := R.hledand
R.nalezend := L.nalezend

(3) R—¢ | R.nalezend := 0

Provedme vypocet atributu za predpokladu, Ze pocatecni hodnoty dédi¢nych
atributu poc¢atecniho symbolu L jsou dany takto: L.poradi = 1, L.hledand = 20.
Rozkladova tabulka pro zakladni LL(1) gramatiku ma tvar:

k / €
L | kR,1
R /L2 | 3
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Algoritmus 6.27 [JPR03| provede pro vstupni fetézec k(10)/k(20) tuto posloup-
nost operaci:

urceni atributt L.poradi
a L.hledand

( k(10)/k(20), L.poradi = 1

L.hledand = 20, kR#(1))

srovnani symbolu &
uchovani atributu k.hod

(

/k(20),

L.poradi =1
L.hledana = 20

k.hod =10,  R#(1))

expanze (2) R — / L
vypocet atributt R.poradi
a R.hledand

/k(20),

L.potadi =1
L.hledand = 20
k.hod = 10
R.poradi = 2

R.hledana = 20, L#(2)#(1))

srovnéani symbolu /

L.potadi =1
L.hledand = 20
k.hod = 10
R.poradi = 2

R.hledana = 20, L#(2)#(1))

expanze (1)L — k R
vypocet atribut L.porTadi
a L.hledand

k(20)a

L.potadi =1
L.hledand = 20
k.hod = 10
R.poradi = 2
R.hledand = 20
L.potadi =2

L.hledand = 20, kR#(1)#(2)#(1))

srovnani symbolu &
uchovani atributu k.hod

o

L.potadi =1
L.hledand = 20
k.hod = 10
R.poradi = 2
R.hledand = 20
L.potadi = 2
L.hledand = 20,
k.hod = 20,

#(1)#(2)#(1))

expanze (3) R — ¢
vypocet atributu R.poradi
a R.hledand
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(e, L.potadi =1 ukonceni pravidla (3)
L.hledand = 20 vypocet atributu R.nalezend
k.hod = 10
R.poradi = 2
R.hledand = 20
L.potadi = 2
L.hledand = 20,
k.hod = 20
R.poradi = 3
R.hledand = 20, #(3)#(1)#(2)#(1))

—~
o

L.potadi =1 ukonceni pravidla (1)
L.hledand = 20 vypocet atributu L.nalezend
k.hod = 10

R.poradi = 2

R.hledand = 20

L.poradi = 2

L.hledand = 20,

k.hod = 20

R.poradi = 3

R.hledand = 20

R.nalezend = 0, #(1)#(2)#(1))

(e, L.potadi =1 ukonceni pravidla (2)
L.hledand = 20 vypocet atributu R.nalezend
k.hod = 10

R.poradi = 2

R.hledand = 20

L.poradi = 2

L.hledand = 20,
L.nalezend = 2, #(2)#(1))

(e, L.potadi =1 ukonceni pravidla (1)
L.hledand = 20 vypocet atributu L.nalezend
k.hod = 10

R.poradi = 2
R.hledand = 20
R.nalezend = 2, #(1))

—~
o

L.potadi =1 ukonceni vypoctu
L.hledand = 20

L.nalezend = 2, ¢)
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Atributovany derivaéni strom je uveden na obr. 13.6

L
k R
10 2,20 2
/ L
k R
20 3,20 | 2

e

Obrézek 13.6: Atributovany derivacni strom

13.5 Implementace vypoc¢tu atributt metodou rekurzivniho se-
stupu

Priklad 13.20
Jako priklad pro implementaci metodou rekurzivniho sestupu vezmeme atribu-
tovou prekladovou gramatiku z ptikladu 13.19. Soubor rekurzivnich procedur

bude obsahovat procedury L a R.

procedure L(Lpofadi,Lhledana:integer; var Lnalezend:integer) ;
var Rporadi,Rhledana,Rnalezend,khod:integer;
begin
case SYMBOL of
k:begin SROVNEJ(k,khod) ;

Rporadi := Lpotradi + 1;
Rhledanad := L.hledanj;
R(Rpofadi,Rhledani,Rnalezend) ;

if Rnalezend <> O then Lnalezenad := Rnalezena
else
if Lhledana = khod then Lnalezena := Lpofradi
else Lnalezena := 0;
end;
otherwise: CHYBA := true
end;

end;
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procedure R(Rpofadi,Rhledana:integer; var Rnalezend:integer) ;
var Lpo¥adi,Lhledand,lnalezend:integer;
begin
case SYMBOL of

lom:begin SROVNEJ(lom,nic);
Lpo¥adi := Rporadi;
Lhledanad := Rhledani;
L(Lpotadi,Lhledani,Lnalezend) ;

Rnalezenad := Lnalezena
end;
konec: Rnalezend := 0;
otherwise: CHYBA := true
end;
end;

Hlavni program bude mit tvar:

program VYPOCET (input,output) ;
var SYMBOL:VSTUPNISYMBOL;
CHYBA:boolean;
T,khod,nic:integer;
Lhledana,Lporadi,Lnalezenda:integer;

procedure SROVNEJ(X:VSTUPNISYMBOL; var Y:integer);
begin
if X = SYMBOL then
begin
Y :=T;
LEXIKALNIANALYZA(SYMBOL,T) ;
end
else
CHYBA := TRUE;
end;
(x konec deklarace procedur *)

begin
CHYBA := false;
LEXIKALNIANALYZA (SYMBOL,khod);
Lpofadi := 1;
read(Lhledana) ;
L(Lpotadi,Lhledand,Lnalezend) ;
if not CHYBA then write(Lnalezena)
end.
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13.6 Priklady pro cviceni

Cviceni 13.21

Navrhnéte regularni prekladovou gramatiku, kterd predstavuje model kalku-
lacky s klavesami 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, =, sin, +, %, T. Urcete, kolik registrt bude
tfeba na uchovani mezivysledki.

Cviceni 13.22
Je dana bezkontextova gramatika
G=(E,E\T,T' F,a,+,x,(,), P,E), kde P obsahuje pravidla:

E' — 4TFE'|e (13.1)
T — FT (13.2)
T — *FT'|e (13.3)
F — idk|(E). (13.4)

Doplnte tuto gramatiku na atributovou tak, aby pocate¢ni symbol mél synte-
tizovany atribut, jehoz hodnota pro zadany vstupni fetéz udava:

1. pocet operatori +,
2. pocet operatorl *,

pocet vSech operatoru,

- W

maximalni hloubku zévorkové struktury,
pocet konstant,

pocet identifikatoru,

kolikrat bylo pouzito e-pravidlo,

kolik pravidel bylo pouzito v celé derivaci,

© %o N = o«

soucet hodnot vsech konstant,
10. aritmeticky primér hodnot vSech konstant,
11. soucin hodnot vSech konstant,
12. hodnotu maximalni konstanty.
Cviceni 13.23
Zvolte si vnitini jazyk prekladace jazyka PASCAL (ILP - Internal Language

Pascal). Navrhnéte atrubutové prekladové gramatiky pro priklad nésledujicich
konstrukci do jazyka ILP:

213



a) prikaz IF,

b) prikaz WHILE,

prikaz REPEAT,

C

)
)
)
d) piikaz FOR:

i) beze zmény velikosti kroku:
fori:=V1toV2doP,
fori:=V1downtoV2doP,

ii) se zménou velikosti kroku:
fori:=V1stepV3toV2do,
fori:=V1stepV3downtoV2do,

e) piikaz CASE,

f) preklad deklarace funkce a procedury,
g) volani funkce a procedury,

h) preklad deklarace pole,

i) ptreklad deklarace recordu.
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