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http://edux.fit.cvut.cz/courses/BI-AAG
http://edux.fit.cvut.cz/courses/BI-AAG
http://www.stringology.org/~holub
http://www.fit.cvut.cz/fakulta/struktura/katedry/kti
http://www.fit.cvut.cz
http://www.cvut.cz
http://www.stringology.org/~holub


Deterministický konečný automat

Definice

Deterministický konečný automat M je pětice M = (Q, T, δ, q0, F ), kde

Q je konečná množina vnitřnı́ch stavů,

T je konečná vstupnı́ abeceda,

δ je zobrazenı́ z Q× T do Q,

q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,

F ⊆ Q je množina koncových stavů.

�
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Konfigurace konečného automatu

Definice

Necht’ M = (Q, T, δ, q0, F ) je konečný automat. Dvojici

(q, w) ∈ Q× T ∗ nazveme konfiguracı́ konečného automatu M.

Konfiguraci (q0, w) nazveme počátečnı́ konfiguracı́ konečného automatu

M , konfiguraci (q, ε), kde q ∈ F , nazveme koncovou konfiguracı́

konečného automatu M . �

Definice

Necht’ M = (Q, T, δ, q0, F ) je deterministický konečný automat. Relaci

⊢M∈ (Q× T ∗)× (Q× T ∗) nazveme přechodem v automatu M .

Jestliže δ(q, a) = p, pak (q, aw) ⊢M (p, w) pro všechna w ∈ T ∗.

Symbolem ⊢kM označı́me k-tou mocninu relace ⊢M . Symboly ⊢+M
a ⊢∗M budou označovat tranzitivnı́ a tranzitivně reflexivnı́ uzávěr relace

⊢M . �
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Deterministický konečný automat

Definice

Řekneme, že řetězec w ∈ T ∗ je přijat konečným deterministickým

automatem M = (Q, T, δ, q0, F ), jestliže (q0, w) ⊢
∗
M (q, ε) pro nějaké

q ∈ F .

L(M) = {w : w ∈ T ∗, (q0, w) ⊢
∗ (q, ε), q ∈ F} je jazyk přijı́maný

konečným automatem M. Řetězec w ∈ L(M), jestliže existuje

posloupnost přechodů taková, která z počátečnı́ konfigurace (q0, w)
vede do koncové konfigurace (q, ε). �
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Konfigurace det. konečného automatu

Přı́klad

Mějme deterministický konečný automat

M = ({q0, q1, q2, q3}, {0, 1}, δ, q0, {q0}), kde zobrazenı́ δ je

definováno takto:

δ(q0, 0) = q2, δ(q1, 0) = q3, δ(q2, 0) = q0,

δ(q3, 0) = q1, δ(q0, 1) = q1, δ(q1, 1) = q0,

δ(q2, 1) = q3, δ(q3, 1) = q2.

Zobrazenı́ δ můžeme také zapsat ve formě tabulky:

stav vstupnı́ symbol

δ 0 1
→
← q0 q2 q1

q1 q3 q0

q2 q0 q3

q3 q1 q2
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Konfigurace konečného automatu

Přı́klad (pokračovánı́)

L(M) = {x : x ∈ {0, 1}∗ a počet nul i jedniček v x je sudý}.
Mějme na vstupu řetězec x = 110101. Automat M provede
tuto posloupnost přechodů:
(q0, 110101) ⊢ (q1, 10101) ⊢ (q0, 0101) ⊢ (q2, 101) ⊢ (q3, 01) ⊢
(q1, 1) ⊢ (q0, ε).

q0

q2

q1

q3

START

1

1

1

1

0 00 0
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Deterministický konečný automat

Definice

Deterministický konečný automat M = (Q, T, δ, q0, F ) nazveme úplný,

když zobrazenı́ δ(q, a) je definováno pro všechny dvojice stavů q ∈ Q
a vstupnı́ch symbolů a ∈ T . �

Algoritmus Doplněnı́ konečného automatu na úplný.

Vstup: Konečný automat M = (Q, T, δ, q0, F ).
Výstup: Úplný konečný automat M ′ = (Q′, T, δ′, q0, F ) takový, že

L(M ′) = L(M).
Metoda:

1. Vytvořı́me nový stav q∅ /∈ Q, který budeme nazývat nulový.

Q′ = Q ∪ {q∅}.
2. Jestliže δ(q, a) nenı́ definováno pro nějaké dvojice q ∈ Q′

a a ∈ T , pak definujeme δ′(q, a) = q∅ pro všechny takové dvojice.

3. Pro ostatnı́ přı́pady δ′(q, a) = δ(q, a). �
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Deterministický konečný automat

Přı́klad

Je dán konečný automat

M = ({q0, q1, q2}, {a, b, c}, δ, q0, {q0, q1, q2}), kde zobrazenı́ δ je

zadáno tabulkou:

δM a b c
→
← q0 q0 q1 q2

← q1 q1 q2

← q2 q2

=⇒

δM ′ a b c
→
← q0 q0 q1 q2

← q1 q∅ q1 q2

← q2 q∅ q∅ q2

q∅ q∅ q∅ q∅
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Nedeterministický konečný automat

Definice

Nedeterministický konečný automat M je pětice M = (Q, T, δ, q0, F ),
kde

Q je konečná množina vnitřnı́ch stavů,

T je konečná vstupnı́ abeceda,

δ je zobrazenı́ z Q× T do množiny podmnožin Q (značı́me 2Q),

q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,

F ⊆ Q je množina koncových stavů.

�
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Konfigurace nedet. konečného automatu

Definice

Necht’ M = (Q, T, δ, q0, F ) je nedeterministický konečný automat.

Relaci ⊢M⊆ (Q× T ∗)× (Q× T ∗) nazveme přechodem v automatu

M . Jestliže p ∈ δ(q,a), pak (q, aw) ⊢M (p, w), pro libovolné w ∈ T ∗.
�

Definice

Řekneme, že řetězec w ∈ T ∗ je přijat nedeterministickým konečným

automatem M = (Q, T, δ, q0, F ), jestliže existuje posloupnost

přechodů (q0, w) ⊢
∗ (q, ε) pro nějaké q ∈ F . Potom

L(M) = {w : w ∈ T ∗, (q0, w) ⊢
∗ (q, ε) pro nějaké q ∈ F} je jazyk

přijı́maný nedeterministickým konečným automatem M. �
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Konfigurace nedet. konečného automatu

Přı́klad

Mějme nedeterministický konečný automat

M = ({q, q0, q1, qf}, {0, 1}, δ, q, {qf}), kde δ:

δ(q, 0) = {q, q0}, δ(q, 1) = {q, q1},

δ(q0, 0) = {q0, qf}, δ(q0, 1) = {q0},

δ(q1, 0) = {q1}, δ(q1, 1) = {q1, qf}.

L(M) = {w : w ∈ {0, 1}∗ a w končı́ symbolem, který je už ve w
aspoň jednou obsažen}

START qf

q1

q0

q

0 0

0

0

0

1
1

1

1

1
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Konfigurace nedet. konečného automatu

Přı́klad (pokračovánı́)

Pro řetězec 1010 může automat provést mimo jiné
posloupnost přechodů:
(q, 1010) ⊢ (q, 010) ⊢ (q0, 10) ⊢ (q0, 0) ⊢ (qf , ε).

Znázorněme si pro řetězec 1010 všechny možné
posloupnosti přechodů.

�

(q,ε)

(q0,ε)
(q1,ε)
(q0,ε)

(qf,ε)

(q1,ε)

(q,0)

(q1,0)

(q0,0)

(qf,0)

(q1,0)

(q,010)

(q1,010)

(q,10)

(q0,10)

(q1,10)

(q,1010)
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Dosažitelný stav

Definice

Necht’ je dán konečný automat M = (Q, T, δ, q0, F ). Stav q ∈ Q
nazveme dosažitelný, pokud existuje řetězec w ∈ T ∗ takový, že existuje

posloupnost přechodů, která vede z počátečnı́ho stavu q0 do stavu q:

(q0, w) ⊢
∗ (q, ε).

Stav, který nenı́ dosažitelný, nazveme nedosažitelný stav. �
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Dosažitelný stav

Algoritmus Nalezení a odstranění nedosažitelných stavů.
Vstup: Konečný automat M = (Q, T, δ, q0, F ).
Výstup: Konečný automat M ′(Q′, T, δ′, q0, F

′), který nemá
žádné nedosažitelné stavy takový, že L(M) = L(M ′).
Metoda:

1. Určíme množinu všech dosažitelných stavů Qa takto:

a) Q0 = {q0}, i := 1.

b) Qi = {q : q ∈ δ(p, a), p ∈ Qi−1, a ∈ T} ∪Qi−1.

c) Jestliže Qi 6= Qi−1, pak i := i+ 1 a jdi na krok b), jinak

Qa = Qi.

2. M ′ = (Qa, T, δ
′, q0, F ∩Qa), kde δ′:

δ′(q, a) = δ(q, a) pro všechna q ∈ Qa. �
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Dosažitelný stav

Přı́klad

Je dán konečný automat M = ({p, q, r}, {a, b}, δ, p, {r}), kde δ:

a b

→ p p, r r

q r

← r p, r p

Pomocı́ algoritmu zjistı́me, že Q0 = {p}, Q1 = {p, r}, Q2 = {p, r}.
Stav q je nedosažitelný.

M ′ = ({p, r}, {a, b}, δ′, p, {r}), kde δ′:

a b

→ p p, r r

← r p, r p
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Užitečný/zbytečný stav

Definice

Necht’ je dán konečný automat M = (Q, T, δ, q0, F ). Stav q ∈ Q
nazveme užitečný, pokud existuje řetězec w ∈ T ∗ takový, že existuje

posloupnost přechodů, která vede ze stavu q do nějakého koncového

stavu:

(q, w) ⊢∗ (p, ε), p ∈ F .

Stav, který nenı́ užitečný, nazveme zbytečný stav. �
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Užitečný/zbytečný stav

Algoritmus Nalezení užitečných stavů a odstranění
zbytečných stavů.
Vstup: Konečný automat M = (Q, T, δ, q0, F ).
Výstup: Konečný automat M ′ = (Q′, T, δ′, q0, F ), který nemá
žádné zbytečné stavy takový, že L(M) = L(M ′).
Metoda: Určíme množinu všech užitečných stavů Qu takto:
1.

a)Q0 = F, i := 1.

b)Qi = {q : p ∈ δ(q, a), p ∈ Qi−1} ∪Qi−1.

c) Jestliže Qi 6= Qi−1, pak i := i+ 1 a jdi na krok b), jinak

Qu = Qi.

2. M ′ = (Qu, T, δ
′, q0, F ), kde δ′ bude zkonstruováno takto:

δ′(q, a) = δ(q, a) ∩Qu pro všechna q ∈ Qu. �
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Užitečný/zbytečný stav

Přı́klad

Je dán konečný automat M = ({p, q, r}, {a, b}, δ, p, {r}), kde

zobrazenı́ δ je zadáno tabulkou přechodů:

a b

→ p q, r p, r

q q q

← r p r

Pomocı́ algoritmu zjistı́me, že Q0 = {r}, Q1 = {p, r}, Q2 = {p, r}.
Proto Qu = {p, r} a je vidět, že stav q je zbytečný.

M ′ = ({p, r}, {a, b}, δ′, p, {r}), kde δ′:

a b

→ p r p, r

← r p r
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Konečné automaty s ε-přechody

Definice

Nedeterministický konečný automat s ε-přechody je pětice

M = (Q, T, δ, q0, F ), kde Q, T, q0, F jsou stejné jako v definici

nedeterministického konečného automatu. Zobrazenı́ δ je definováno

takto:

δ je zobrazenı́ z Q× (T ∪ {ε}) do množiny podmnožin Q. �
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Konečné automaty s ε-přechody

Přı́klad

M = ({q0, q1, q2}, {a, b, c}, δ, q0, {q2}), kde δ:

δ(q0, a) = {q0}, δ(q0, ε) = {q1},

δ(q1, b) = {q1}, δ(q1, ε) = {q2},

δ(q2, c) = {q2}.

V ostatnı́ch přı́padech δ(q, x) = ∅.

BI-AAG (2014/2015) – J. Holub: 2. Deterministické a nedeterministické konečné automaty – p. 20/31



Konečné automaty s ε-přechody

Definice

Necht’ M = (Q, T, δ, q0, F ) je nedeterministický konečný automat

s ε–přechody. Relaci ⊢M ⊆ (Q× T ∗)× (Q× T ∗) nazveme

přechodem v automatu M . Jestliže p ∈ δ(q, a), a ∈ T ∪ {ε}, pak

(q, aw) ⊢M (p, w) pro libovolné w ∈ T ∗. �

Přı́klad

Konečný automat provede pro vstupnı́ řetězec abc tuto posloupnost

přechodů:

(q0, abc) ⊢ (q0, bc) ⊢ (q1, bc) ⊢ (q1, c) ⊢ (q2, c) ⊢ (q2, ε).
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ε-CLOSURE

Definice

Funkce ε-CLOSURE pro konečný automat M = (Q, T, δ, q0, F ) je

definována takto:

ε-CLOSURE(q) = {p : (q, ε) ⊢∗ (p, ε), p ∈ Q}. �

Přı́klad

ε-CLOSURE(q0) = {q0, q1, q2},

ε-CLOSURE(q1) = {q1, q2},

ε-CLOSURE(q2) = {q2}.
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Odstranění ε-přechodů

Algoritmus Převod nedeterministického konečného
automatu s ε-přechody na nedeterministický konečný
automat bez ε-přechodů.
Vstup: Konečný automat M = (Q, T, δ, q0, F ) s ε–přechody.
Výstup: Konečný automat M ′ = (Q, T, δ′, q0, F

′) bez
ε-přechodů takový, že L(M) = L(M ′).
Metoda:

1.

δ′(q, a) =
⋃

p∈ε-CLOSURE(q)

δ(p, a).

2. F ′ = {q : ε-CLOSURE(q) ∩ F 6= ∅, q ∈ Q}. �
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Odstranění ε-přechodů

Přı́klad

M = (Q, T, δ′, q0, F
′), kde:

δ′(q0, a) = δ(q0, a) ∪ δ(q1, a) ∪ δ(q2, a) = {q0} ∪ ∅ ∪ ∅ = {q0},

δ′(q0, b) = δ(q0, b) ∪ δ(q1, b) ∪ δ(q2, b) = ∅ ∪ {q1} ∪ ∅ = {q1},

δ′(q0, c) = δ(q0, c) ∪ δ(q1, c) ∪ δ(q2, c) = ∅ ∪ ∅ ∪ {q2} = {q2},

δ′(q1, a) = δ(q1, a) ∪ δ(q2, a) = ∅ ∪ ∅ = ∅,

δ′(q1, b) = δ(q1, b) ∪ δ(q2, b) = {q1} ∪ ∅ = {q1},

δ′(q1, c) = δ(q1, c) ∪ δ(q2, c) = ∅ ∪ {q2} = {q2},

δ′(q2, a) = ∅, δ
′(q2, b) = ∅, δ

′(q2, c) = {q2}.
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Odstranění ε-přechodů

Přı́klad (pokračovánı́)

F ′ = {q0, q1, q2}, protože

ε-CLOSURE(q0) ∩ F = {q2},

ε-CLOSURE(q1) ∩ F = {q2},

ε-CLOSURE(q2) ∩ F = {q2}.

Automat je deterministický.
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Konečné automaty s více poč. stavy

Definice

Nedeterministický konečný automat s množinou počátečnı́ch stavů I je

pětice M = (Q, T, δ, I, F ) kde

Q, T, δ, F jsou stejné jako v definici NKA

I je neprázdná podmnožina množiny stavů, I ⊆ Q.

Posloupnost přechodů tohoto konečného automatu může začı́t

v libovolném stavu q ∈ I . �
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Konečné automaty s více poč. stavy

Přı́klad

Je dán konečný automat

M = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, δ, {q0, q1, q2}, {q3}), kde δ:

δ(q0, a) = {q1}, δ(q2, a) = {q3},
δ(q1, b) = {q2}.
V ostatnı́ch přı́padech je δ(q, x) = ∅, kde x ∈ {a, b}.

START START START

q0 q1 q2 q3
a b a

M :

(q0, aba) ⊢(q1, ba) ⊢(q2, a) ⊢(q3, ε),

(q1, ba) ⊢(q2, a) ⊢(q3, ε),

(q2, a) ⊢(q3, ε).
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Konečné automaty s více poč. stavy

Přı́klad

M = ({q0, q1, q2, q3, q4, q5}, {a, b}, δ, {q0, q3}, {q2, q5}), kde δ:

START

START

q0

q3

q1

q4

q2

q5

b

a

a

a

b

a

b

M :
(q0, aba)⊢ (q1, ba)⊢ (q1, a)⊢ (q2, ε),

(q3, bab) ⊢ (q4, ab)⊢ (q4, b) ⊢ (q5, ε).
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Převod na NKA s jedním poč. stavem

Algoritmus Převod konečného automatu s více
počátečními stavy na automat s jedním počátečním stavem.
Vstup: Konečný automat M = (Q, T, δ, I, F ), |I| > 1.
Výstup: Konečný automat M ′ = (Q′, T, δ′, q0, F

′) takový, že
L(M) = L(M ′).
Metoda: M ′:

1. q0 = I,

2. δ′(q0, a) =
⋃

q∈I

δ(q, a)pro všechna a ∈ T ,

3. δ′(q, a) = δ(q, a), ∀a ∈ T, ∀q ∈ Q,

4. Q′ = Q ∪ {q0},

5. F ′ = F , jestliže F ∩ I = ∅,

6. F ′ = F ∪ {q0}, jestliže F ∩ I 6= ∅. �
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Převod na NKA s jedním poč. stavem

Přı́klad
START START START

q0 q1 q2 q3
a b a

Pro konečný automat z přı́kladu sestrojı́me ekvivalentnı́ automat

s jednı́m počátečnı́m stavem:

M ′ = (Q′, T, δ′, q, F ′), kde q = {q0, q1, q2},
δ′(q, a) = {q1, q3}, δ

′(q, b) = {q2}.
V ostatnı́ch přı́padech pro p ∈ Q, x ∈ T bude δ′(p, x) = δ(p, x).
Q′ = Q ∪ {q}, F ′ = F = {q3}.

START q q1 q2 q3
a

a

b

b

a
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Převod na NKA s jedním poč. stavem

Přı́klad
START

START

q0

q3

q1

q4

q2

q5

b

a

a

a

b

a

b

M ′ = (Q′, T, δ′, q, F ), kde q = {q0, q3}, δ
′(q, a) = {q1, q4},

δ′(q, b) = {q4}.
V ostatnı́ch přı́padech pro p ∈ Q′, x ∈ T bude δ′(p, x) = δ(p, x).
Q′ = {q, q1, q2, q4, q5}.

START

q1

q

q4

q2

q5

b

a

a

a

a

bb
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