B -
Automaty a gramatiky (BI-AAG)

2. Deterministické a nedeterministické konecné automaty

Jan Holub

Katedra teoretickeé informatiky
Fakulta informacnich technologii
CVUT v Praze

fes

(c) Jan Holub, 2014

BI-AAG (2014/2015) — J. Holub: 2. Deterministické a nedeterministické konecné automaty — p. 1/31


http://edux.fit.cvut.cz/courses/BI-AAG
http://edux.fit.cvut.cz/courses/BI-AAG
http://www.stringology.org/~holub
http://www.fit.cvut.cz/fakulta/struktura/katedry/kti
http://www.fit.cvut.cz
http://www.cvut.cz
http://www.stringology.org/~holub

Deterministicky konecny automat

N N

Definice

Deterministicky kone¢ny automat M je pétice M = (Q, T, 6, qo, F'), kde
® () je kone€na mnozina vnitinich stavd,

® [ je koneCna vstupni abeceda,
® Jje zobrazeniz () x T do (),
® o € () je pocatecni stav,

K

F' C () je mnozina koncovych stavd.

o |
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Konfigurace konecného automatu

N N

Definice

Necht M = (Q, T, 6, qo, I') je konecny automat. Dvojici

(q,w) € Q x T* nazveme konfiguraci konec¢ného automatu M.
Konfiguraci (qg, w) nazveme pocatecni konfiguraci koneéného automatu
M, konfiguraci (q, €), kde ¢ € F', nazveme koncovou konfiguraci
kone¢ného automatu M. []

Definice

Necht M = (Q, T, 9, qo, I') je deterministicky kone¢ny automat. Relaci
Far€ (Q X T) x (Q x T™) nazveme pfechodem v automatu M.
Jestlize d(q, a) = p, pak (q, aw) Fyr (p, w) pro véechna w € T*.
Symbolem I—% oznacéime k-tou mocninu relace ;. Symboly I—}\Z

a 3, budou oznacovat tranzitivni a tranzitivné reflexivni uzavér relace

b 0
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Deterministicky konecny automat

N N

Definice

Rekneme, Ze fetézec w € T* je pfijat kone¢nym deterministickym
automatem M = (Q, T, 9, qo, I), jestlize (qo, w) 3, (¢, €) pro néjaké
qe F.

L(M)=A{w:weT* (q,w)F*(q,¢),q € F'} je jazyk pfijimany
koneénym automatem M. Retézec w € L(M), jestlize existuje
posloupnost pfechodl takova, ktera z poCatecni konfigurace (qo, w)
vede do koncové konfigurace (g, €). ]

o |
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Konfigurace det. konecného automatu

 Piklad -

Méjme deterministicky koneCny automat

M = ({90,491, 62,43},10,1},0,q0,{q0}), kde zobrazeni ¢ je
definovano takto:

5((]07 O) = {2, 5((]17 O) = {3, 5(Q27 O) — {0,
0(¢3,0) =q1, 9(q0,1) =q1, d(q1,1) = qo,

0(q2,1) = q3, 0(g3,1) = q2.
Zobrazeni 0 mizeme také zapsat ve formé tabulky:

stav | vstupni symbol
0 0 1
2 @ | @ 7!
q1 43 q0
q2 q0 43
L q3 q1 q2 J
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Konfigurace konecného automatu

fPFiklad (pokracovani) T
L(M)={x:x€{0,1}* apocet nulijedniCek v x je sudy}.
Méjme na vstupu retézec x = 110101. Automat M provede
tuto posloupnost prechodu:

(qo,110101) + (g1, 10101) F (go, 0101) = (g2, 101) F (g3, 01)
(q1,1) = (g0, €).
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Deterministicky konecny automat

' Definice -

Deterministicky konec¢ny automat M = (Q, T, 9, qo, F') nazveme Uplny,
kdyZ zobrazeni §(q, a) je definovano pro véechny dvojice stavi g € ()
a vstupnich symboltia € T []

Algoritmus Doplnéni kone¢ného automatu na uplny.
Vstup: Konec¢ny automat M = (Q, T, J, qo, I).
Vystup: Uplny koneény automat M’ = (Q', T, ', qo, I) takovy, Ze

L(M') = L(M).
Metoda:
1. Vytvorime novy stav g gé (), ktery budeme nazyvat nulovy.
Q' '=QU{g}

2. Jestlize §(q, a) neni definovano pro néjaké dvojice ¢ € )’
aa € T, pak definujeme ¢’(q, a) = gy pro véechny takové dvojice.
\_ 3. Pro ostatni pfipady ¢'(¢, a) = d(q, a). DJ
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Deterministicky konecny automat

' Piklad -

Je dan konecny automat

M = ({QO7 qi, QQ}a {aa b? C}a 57 q0, {QO7 q1, QQ})s kde zobrazeni 0 je
zadano tabulkou:

vl a |l b | c
oyl a| bl c IR M
> o 1o o [0 < @ |®|an| e
- — | a |@|a|e
— | q1 q1 | q2 P N
2
— | 42 q2 ARl
qp | 490 | 90 | 40

o |
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Nedeterministicky kone¢ny automat

N N

Definice
Nedeterministicky konecny automat M je pétice M = (Q, T, 6, qo, F),
kde

() je konecna mnozina vnitfnich stavd,
1" je kone€na vstupni abeceda,
§ je zobrazeni z Q x T do mnoZiny podmnozin () (znatime 2¢),

qo € () je pocatetni stav,

© o o o 0

F' C () je mnozina koncovych stavu.

o |
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Konfigurace nedet. konecného automatu

' Definice -

Necht M = (Q, T, d, qo, I') je nedeterministicky kone¢ny automat.
Relaci F3,C (Q x T™) x (Q x T™) nazveme pfechodem v automatu

M. Jestlize p € §(q.a), pak (¢, aw) Fps (p, w), pro libovolné w € T,
[]

Definice

Rekneme, Ze fetézec w € T* je pfijat nedeterministickym koneénym
automatem M = (Q, T, 9, qo, ), jestlize existuje posloupnost
prechodu (qo, w) F* (g, €) pro néjaké g € F. Potom
L(M)={w:weT* (q,w) " (q,e) pro néjaké q € F'} je jazyk
prijimany nedeterministickym konecnym automatem M. []

o |
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Konfigurace nedet. konecného automatu

' Piklad -

Mejme nedeterministicky konecny automat
= ({¢,90,q1,95},10,1},0,4,{qs}), kde o:

0(q,0) ={¢,q0}, 0(¢,;1) ={q, a1},
0(q0,0) = {q0,qr}, 0(qo,1) = {qo},

0(q1,0) = {q1}, 0(q1,1) ={q1,qr}.
L(M) ={w:w € {0,1}* aw kon&i symbolem, ktery je uz ve w

aspon jednou obsazen } 0

BI-AAG (2014/2 J. Holub: 2. Deterministické a nedeterministické kon automaty —p. 11/31



Konfigurace nedet. konecného automatu

fPFiklad (pokracovani) T

Pro retézec 1010 muze automat provést mimo jiné
posloupnost prechodu:

(¢,1010) I (g, 010) & (go, 10) F (g0, 0) F (gr, €).
Znazornéme si pro retézec 1010 vSechny mozné
posloupnosti prechodu.

- (0,€)

< | - (6.0) kgql,e;
-(0,010) - (0o,
- (0,,10) - (0,0) <
@0 - (0€)
- (G0
- (q,,10) <
|_ (q110) |_ (qllg) J
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Dosazitelny stav

N N

Definice

Necht je dan kone¢ny automat M = (Q, T, 6, qo, F'). Stav q € Q)
nazveme dosaZitelny, pokud existuje fetézec w € T takovy, Ze existuje
posloupnost prechodu, ktera vede z poc¢atecniho stavu qg do stavu q:

(90, w) F* (g, ¢€).
Stav, ktery neni dosazitelny, nazveme nedosaZitelny stav. []

o |
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Dosazitelny stav

fAlgoritmus Nalezeni a odstraneni nedosazitelnych stavu. T
Vstup: Konec¢ny automat M = (Q, T, 9, qu, I).
Vystup: Konecny automat M'(Q’, T, ¥, qo, F'), ktery nema
zadné nedosazitelné stavy takovy, ze L(M) = L(M’).
Metoda:

1. Ur¢ime mnozinu vSech dosazitelnych stavu @, takto:
a) Qo = {qo},i = 1.
b) Qi =1{q:q€d(p,a),p€Qi-1,a €T} UQ;1.
c) Jestlize Q; # Q;_1, pak i := i+ 1 a jdi na krok b), jinak
Qa — Qz
2. M'=(Q,,T,0,q0, FNQ,), kde ¢§':
6 (q,a) = 0(q,a) pro véechna ¢ € Q,. ]

o |
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Dosazitelny stav

' Piklad

Je dan koneény automat M = ({p, q,r},{a,b},6,p, {r}), kde 9:

%

Pomoci algoritmu zjistime, ze Qo = {p}, Q1 = {p, 7}, Q2 = {p,7}.

Stav ¢ je nedosazitelny.

M = ({p,r},{a,b},d p,{r}), kde "

T

o

a

b

D, T

r

r

r

p,r

p

a

p,r

D, T
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UziteCny/zbytecny stav

N N

Definice

Necht je dan kone¢ny automat M = (Q, T, 6, qo, F'). Stav q € Q)
nazveme uZite¢ny, pokud existuje fetézec w € 1™ takovy, Ze existuje
posloupnost prechodu, ktera vede ze stavu g do néjakého koncového
stavu:

(q,w) F* (p,e), p € F.
Stav, ktery neni uzitecny, nazveme zbytecny stav. []

o |
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UziteCny/zbytecny stav

fAIgoritmus Nalezeni uziteCnych stavu a odstranéni T
zbytecnych stavu.
Vstup: Konecny automat M = (Q, T, 4, qo, F).
Vystup: Konecny automat M’ = (Q', T, ¢, qo, F'), ktery nema
zadné zbytecné stavy takovy, ze L(M) = L(M").
Metoda: UrCime mnozinu vSech uzitecnych stavu @, takto:
1.
a)Qo=F,i:=1.

b)Qi =1{q:p€dilg,a),p € Qi1}UQ; 1.
c) Jestlize Q; # Q;_1, pak i := i+ 1 a jdi na krok b), jinak
Qu — Qz
2. M' = (Qu, T, qo, F), kde 6’ bude zkonstruovano takto:
6 (q,a) = 0(q,a) N Q, Pro véechna q € Q. ]

o |
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UziteCny/zbytecny stav

' Piklad

Je dan kone¢ny automat M = ({p, q,r},{a,b},d,p, {r}), kde

zobrazeni 0 je zadano tabulkou prechodu:

%

Pomoci algoritmu zjistime, ze Qo = {r}, Q1 = {p,r}, Q2 = {p,r}.
Proto @, = {p, 7} aje vidét, ze stav q je zbytecny.

a

b

q,T

p,r

q

p

M = ({p,r},{a,b},d p,{r}), kde "

_>
%

o

al b
p|r|pr
ripl| r
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Konecné automaty s s-prechody

fDefinice T

Nedeterministicky kone¢ny automat s e-prechody je pétice

M = (Q,T,0,q, F),kde Q, T, qo, F jsou stejné jako v definici
nedeterministického kone¢ného automatu. Zobrazeni o je definovano
takto:

d je zobrazeni z ) x (T'U {e}) do mnoziny podmnozin (). []

o |
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Konecné automaty s s-prechody

fPFl’klad T

M = ({QO7 q1, QQ}a {aa b? C}7 57 q0, {QQ})s kde 0:

0(q0,a) ={qo}, 0(qo,€) =1{q1},
0(q1,0) =1{q1}, o(q1,€) ={q2},
0(q2,¢) = {q2}-

V ostatnich ptipadech d(q, x) = ().
a b C

START € e
| -
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Konecné automaty s s-prechody

 Definice o
Necht M = (Q, T, 9, qo, F') je nedeterministicky kone¢ny automat
s e—pfechody. Relaci 3, C (Q x T%) x (Q x T*) nazveme
pfechodem v automatu M. Jestlize p € 6(q,a), a € T'U {e}, pak
(q, aw) Fas (p, w) pro libovolné w € T*. []

Priklad
a b C
START £ £
4;5 o 3 PS g, 3

Konecny automat provede pro vstupni fetézec abc tuto posloupnost
prechodu:

(qo, abc) = (qo, bc) = (q1,0c) = (q1,¢) F (g2, ¢) F (g2, ¢€).

o |
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e-=CLOSURE
' Definice -

Funkce e-CLOSURE pro kone¢ny automat M = (Q, T, 9, qo, F') je
definovana takto:

e-CLOSURE(q) = {p : (¢,¢) F* (p,€),p € Q}. []
Priklad

2

>

A

_|

™

™
oW

Qo g,

e-CLOSURE(qy) = {q0,q1,¢2},
e-CLOSURE(q1) = {q1,q2},

e-CLOSURE(q2) = {qo}.

o |
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Odstranéni c-prechodu

fAIgoritmus Prevod nedeterministického konecného T
automatu s s-prechody na nedeterministicky konecny
automat bez s-prechodu.
Vstup: Konec¢ny automat M = (Q, T, 0, qo, ') S e—prechody.
Vystup: KonecCny automat M’ = (Q, T, ¥, qo, F') bez
e-prechodu takovy, ze L(M) = L(M').

Metoda:
1.
0'(g,a) = g d(p, a).
pee-CLOSURE(q)
2. F' ={q:e-CLOSURE(q)NF #0,q € Q}. []

o |
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Odstranéni c-prechodu

0.9

M= (Q,T,d, q, F'), kde:

fpnklad

' (qo,a) = 0(qo,a) U d(q1,a) U d(q2,a) ={q} U DU 0 = {qo},
0'(qo,b) = 0(qo,b) U 6(q1,b) U 6(g2,0) =0 U{q1} UD = {qn},
(g0, ¢) = 6(qo,c) U d(q1,¢) U 6(q2,¢) =0 U DU {2} = {q2},
0'(q1,a) = d(q1,a) U 6(g2,a) =0 U0 =0,
0"(q1,0) = 6(q1,0) U d(q2,0) = {q1} U D = {q1},
0'(q1,¢) = 6(q1,c) U d(q2,¢c) = DU {q2} = {g2},

(g2,a) = 0, 0'(q2,0) = 0, §'(q2,¢) = {q2}



Odstranéni c-prechodu

fPFiklad (pokracovani)
F' = {QQ, q1, q2}, protoie
e-CLOSURE(qy) N F = {¢2},
E-CLOSURE(ql) NF = {QQ},
e-CLOSURE(q2) N F = {¢2}.

a

START b

Automat je deterministicky.

o

BI-AAG (2014/2015) — J. Holub: 2. Deterministické a nedeterministické konecné automaty — p. 25/31



Konecné automaty s vice poc. stavy

N N

Definice

Nedeterministicky kone¢ny automat s mnozinou poc¢atecénich stavl I je
pétice M = (Q, T, 0,1, I') kde

® (). 7,9, F jsou stejné jako v definici NKA
® [ je neprazdna podmnozina mnoziny stavl, I C Q).

Posloupnost prechodu tohoto konecného automatu muze zadcit
v libovolném stavu g € 1. []

o |
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Konecné automaty s vice poc. stavy

' Piklad -

Je dan konec¢ny automat
= ({490, 11,92, G3},1a,0},9,{90, @1, 92}, {g3}). kde 9:

(qo, a)=1{q1}, 0(q2,a) =1{gs},
0(q1,b) = {q2}-

V ostatnich pfipadech je d(q, z) = 0, kde = € {a, b}.

START STA STAiL
b a
> Q1 s{ Oz
_/
|_
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Konecné automaty s vice poc. stavy

fPFl’klad T

M = ({QO7 d1, 42,43, 44, Q5}7 {Cl, b}) 57 {QO7 QS}a {QQa Q5})s kde 0:

b
START : a e a \
i 2/ .

v (g0, aba) = (q1,ba) F (q1,a) - (g2, €),
(g3, bab) & (qa, ab) F (qa, b) - (g5, €).
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Prevod na NKA s jednim poc. stavem

fAIgoritmus Prevod konecného automatu s vice T
pocatecnimi stavy na automat s jednim pocatecnim stavem.
Vstup: Konecny automat M = (Q,T,6,1, F), |I| > 1.

Vystup: Konecny automat M’ = (Q’, T, ¥, qo, F') takovy, Ze
L(M) = L(M").
Metoda: M':

1. g0 = 1,

2. §'(qo,a) = | J6(q,a)pro vechnaa e T,

qel
3. 0'(q,a) =9d(q,a),Va € T,Vq € Q,

4. Q' = QU {qo},
5. F' = F,jestlize FN I =40,

L6. F' = FU{q}, jestlize FN 1T +# 0. DJ
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Prevod na NKA s jednim poc. stavem

Prlklad

START STA STAF;L
b
> Q1 s{
\_/

2

Pro konecny automat z prikladu sestrojime ekvivalentni automat

s jednim pocatec¢nim stavem:
= (Q',T,0',q,F'), kde ¢ = {q0, q1, g2},

0'(q,a) = {q1, g3}, '(q,0) = {g2}-

V ostatnich ptipadech prop € ), = € T bude &' (p, z) = 0(p, x).
:QU{Q}v F/:F:{(B}'

b
\_/ _/

7
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Prevod na NKA s jednim poc. stavem

fPFl’klad T

b
START Oq a . a \
i N/ !

b a

START a b
& 2 ’

M = (Qla T7 5/7 q, F)! kde q = {QO7 QS}s 5/(Q7 a) — {QL Q4}s
0'(q,0) = {qu}-
V ostatnich ptipadech prop € QQ', x € T bude §'(p, x) = d(p, x).

Q =19, 91,9,q9,q}
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