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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

- N

regularni vyraz — konecny automat

® metoda sousedu, Glushkov
® metoda derivaci, Janusz A. Brzozowski
# metoda postupnou konstrukci, Ken Thompson

o |

BI-AAG (2014/2015) — J. Holub: 5. Pfevody mezi reg. gram., reg. vyrazy a kon. automaty — p. 2/43



Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

~ Algoritmus Konstrukce KA pro dany regularni vyraz — |
metoda sousedu, Glushkov
Vstup: Regularni vyraz V.
Vystup: Konecny automat M = (Q, T, 6, q, F), h(V) = L(M).
Metoda:

1. OcCislujeme Cisly 1,2, ..., n vSechny vyskyty symbolu
z T ve vyrazu V. Vznikly regularni vyraz oznacime V.
2. Mnozina zacatecnich symboll Z = {x; : x € T,
symbolem z; muze zacCinat nejaky retezec z h(V')}.
3. Mnozinu sousedu P = {z;y, : symboly z; a y; mohou
byt vedle sebe v nejakém retezci z h(V')}.
. Q=Aq}tU{z;:xeT,ie(l,n)}.
. Mnozinu koncovych symbolu F' = {z; : symbolem z;
muze koncCit nejaky retezec z h(V)} U {qo : € € h(V)}.

o |
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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

A N

6. Zobrazeni §:
(a) d(qo, z) obsahuje z;, Vz; € Z.
(b) 0(x;,y) obsahuje y;, Vz;y; € P
7. Mnozina F' je mnozinou koncovych stavu. ]

Igoritmus (pokracovani):

o |
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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

|7Pr|klad T

= ab*a + ac + b*ab*, T = {a,b, c}.

V! = a1b2a3 + ayqc5 + 66a7b*, /= {al, a4, be, a7}.

P = {albz, a1as, bgbz, bzag, a4Ch, b@b@, b6a7, CL7bg, bgbg}.

F = {CL3,C5,CL7, bg}.

M = ({qo,al,bg,ag,a4,C5,b6,a7,b8},{a, b, C},(5, qo,{a3,05,a7,b8})
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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

~ Algoritmus Konstrukce DKA pro dany regularni vyraz — |
metoda derivaci, Janusz A. Brzozowski.
Vstup: Regularni vyraz V' nad abecedou T'.
Vystup: Konecny automat M = (Q, T, 0, qo, F'), h(V) = L(M).
Metoda:

1. Q={V},Qy={V}i:=1.

2. Qi={¥:U€Qi_1,aeT}\Q.

3. Jestlize Q; #0, Q = QUQ;, i := 1+ 1, jdi na krok 2.
Jestlize Q; = 0, vytvorfime automat M takto:

— (Q?T767 V7F)5
dU dU
5(E a) :d(xa) '
dU
Mnozina F = {d_ e€h(7)} []

o |
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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty
~ Piiklad o
1. Polozime @ = {(0+ 1)*1}, Qo = {(0+ 1)*1} .

2. Vypoéteme (J1:
d

T (0+ 1)) =0 +) 0+ 1) L+e=(0+1)1+e
d%(((”) 1)=(+0)(0+1)"1+0=(0+1)"1.

Protoze d% ((0+1)*1) = (0 + 1)*1,

bude Q1 = {(0+ 1)1 +e}a@ = {(0+1)*1, (04 1)*1 +¢}.
3. Vypocteme ()o:

ddl (0+1)1+e) = (D4+)0+1)*1+e+0=(0+1)"1+e

d
70 (0+1)"14+¢e)=(e+0)(0+1)"1+0=(0+1)"L
\_ ProtoZe oba vyrazy jiz jsou v mnoziné (), je mnozina ()9 prazdna. J
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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

fPFiklad (pokracovani) T

4. stavx = (0+ 1)1,
stavy = (04 1)*1 + ¢,
pocatecni stav je z,
koncovy stav je y, protoze e € h((0+ 1)*1 4 ¢)

dx _ dy __ d?/ _
=Y dO Ly dl — y: = &,
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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

~ Algoritmus Konstrukce KA pro dany regularni vyraz — |
postupna konstrukce, Ken Thompson.
Vstup: Regularni vyraz V' nad abecedou T'.

Vystup: Konecny automat M = (Q, T, 0, qo, F'), h(V) = L(M).
Metoda:

1. Sestrojime KA pro elementarni regularni vyrazy:

START @
(a) Pro regularni vyraz V = 0:

START
(b) Pro regularni vyraz v = «:

START
(c) pro regularni vyraz V = a: @ '

2. Pro casti regularniho vyrazu tvaru
V=Vi4+Vo, V=V V= Vl* Sestrojl'me konecné

L automaty pomoci prislusnych algoritmu. J
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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

|7Pr|klad T

= ab®a + ab.

Potfebné elementarni vyrazy jsou:

START G O START G O

Dale sestrojime automat pro vyraz b*:

START @ @

Pro vyraz ab*a méa konec¢ny automat tvar:

START
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Vztah mezi reg. vyrazy a kon. automaty

fPFiklad (pokracovani) T

Pro vyraz ab ma konec¢ny automat tvar:
START a ¢ ) b >@

Pro vyraz V = ab*a + ab:
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

- N

konecny automat — regularni vyraz

#» metoda eliminaci stavu
# metoda regularnich rovnic — prichozi prechody
#® metoda regularnich rovnic — odchozi prechody

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

- N

Véta
Pro kazdy konecny automat M Ize sestavit regularni vyraz V' takovy, ze
L(M) = h(V). []

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

fnefinice T
Rozsiteny kone¢ny automat M = (Q, T, v, qo, F'), kde
() je konec¢na mnozina vnitfnich stavd,
1" je kone€na vstupni abeceda,
v je zobrazeni z () X () do R,
qo € () je pocatetni stav,
F' C () je mnozina koncovych stav(.
v(p, q) = 0, kdyz pFechod z p do ¢ neni definovan.

Definice

Jazyk prijimany rozsirenym kone¢nym automatem M je
L(M)=Ax:2€T" x=ux129...1, aexistuje posloupnost stav(
qo,q1, - - -, qn, gn € F' takova, ze

21 € h(v(qo, q1)), 22 € M(¥(q1,42)) - - -, Tn € R(Y(gn-1,qn))}-

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

|7Véta T
Necht M = (Q,T,~, qo, F') je roz8ifeny kone¢ny automat.
Predpokladejme, Ze ¢ neni ani pocatecni ani koncovy stav. Potom
ekvivalentni rozsiteny koneény automat M’ = (Q \ {q¢}, 1,7, qo, F),
kde zobrazeni ' je definovano pro kazdou dvojici p,r € (Q \ {q})
takto:

Y (p,7) = (P, ) + v V(g ¢)* (g, 7). []

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

B




Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

-

Druhy Clen ve vyrazu ~'(p,r) = v(p,7) +v(p, 9)v(¢, ¢)*v(q,7)
se neuplatni tehdy, kdyz v(p, ¢) = 0 nebo ~(q,r) = 0.

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

~ Algoritmus Sestrojeni regularniho vyrazu pro dany KA— |
eliminace stavu.
Vstup: Konecny automat M = (Q, T, 6, qo, F).
Vystup: Regularni vyraz V' takovy, ze h(V) = L(M).
Metoda:

1. Sestrojime Mgz = (Q,T,~,q, F), kde
v(p,q) = {a}, a € TU{e}, kdyz §(p, a) obsahuje g.
2. Automat My rozSirime:
(a) Jestlize pocCatecni stav qp € F' nebo ~(q, qo) # 0, pak
Q=QU{q}a(g,q) =c. q) bude pocatecni stav.
(b) Jestlize |[F| > 1,pak Q =QU{f} a
v (q, f) = ¢,Yq € F. MnoZzina konc. stavl F’' = {f}.
Po techto upravach bude M, = (Q', 1.+, ¢, ).

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

A

3. Jestlize ' = {q(, f}, pak regularni vyraz je
¥ (g0, )Y (f, f)*. Konec.
Jinak pokracuj krokem 4.

4. Vyberq e Q',q ¢ {qp, f}- Q" = Q"\ {¢} a+ jsou
odpovidajicim zpusobem upraveny. Pokracuj krokem 3.

Igoritmus (pokracovani): T

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

Priklad
f = ({p,¢,r}{a, b}, 9,p,{p}) B

Sestrojime rozsireny konecny automat a pridame novy pocatecni
a koncovy stav. V dalsim kroku vynechame stavy g a r.

a+bb(ab)a

o B0
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

fPFiklad (pokracovani) T

Nakonec vynechame stav p.
a+bb(ab) a

r——()——() ()—==22—0)

Vysledny regularni vyraz je V = (a + bb(ab)*a)*.

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

~ Algoritmus Sestrojeni reg. vyrazu pro dany koneény
automat — reseni regularnich rovnic, prichozi prechody
Vstup: Konecny automat M = (Q, T, 4, qo, F).
Vystup: Regularni vyraz V', h(V) = L(M).
Metoda:

1. Pro kazdy stav ¢ z Q:
Xg=Xp,a1 + Xp,a2 + -+ Xp, an, KAYZ g € §(ps, a;).
V pripade, ze ¢ je pocatecni stav, pridame «.
2. Soustavu levych regularnich rovnic reSime substitucni
metodou.
3. Vysledny regularni vyraz:
V=X, +Xp+..+X,,jestlizep, e F, i=1,2 ... .n.

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

Priklad
f = ({¢,p},{a; b}, 9,4,{q}) B

Xy = Xga +Xpb+e
X, = Xpa + X0

X, = X,ba™
X, =Xqa + Xyba"b+ e = X (a+ba™b) + ¢

Vysledny regulérni vyraz: V' = X, = (a + ba*b)*

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

~ Algoritmus Sestrojeni reg. vyrazu pro dany koneény
automat — reSeni regularnich rovnic, odchozi prechody
Vstup: Konecny automat M = (Q, T, 4, qo, F).
Vystup: Regularni vyraz V', h(V) = L(M)
Metoda:

1. Pro kazdy stav ¢ z Q:
Xq = alXpl + CLQXm + ...+ CLnXpn, kdyé Di € 5(q, CLZ').
V pripadé, zZe ¢ je koncovy stav, pridame «.

2. Vzniklou soustavu pravych regularnich rovnic resime
substitu¢ni metodou.

3. Vysledny regularni vyraz je vyraz pro pocatecni stav ¢
(pro promennou X,).

o |
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Vztah mezi kon. automaty a reg. vyrazy

Xy =aX,+0X,+ ¢

X, = aX, + bX,

Vyjadfime neznamou X,: X, = a*b.X|,
Dosadime za X, do prvni rovnice:

Xy =aX,;+ba"bX,+ ¢
Xy=(a+ba"b) X, +¢

Vyjadfime neznamou X,

\—Xq = (a+ ba*b)* =V J
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

-

regularni gramatika — regularni vyraz

-

# metoda eliminaci neterminalnich symbolu
# metoda regularnich rovnic

o |
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

~véta .
Pro kazdou regularni gramatiku G = (N, T, P, S) Ize sestrojit regularni
vyraz V takovy, ze L(G) = h(V).

Definice

Rozsifena (prava) regularni gramatika je Ctvefice G = (N, T, P, S), kde
N je koneéna mnozina neterminalnich symbol,

I je kone¢na mnozina terminalnich symbol,

P je mnozina pravidel tvaru A — aB nebo

A—a, A, BE N, o € R,

S € N je pocatecni symbol.

o |
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

o N

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze v rozSirené
regularni gramatice jsou nejvyse dve pravidla tvaru A — aB
nebo A — «.

Uprava: Dvoijici pravidel 4 — aB, A — 3B nahradime
pravidlem A — (a + B)B.

Definice

Jazyk generovany rozsirenou regularni gramatikou
LG)={z:xzeT" x=ux125...1x,aexistuje derivace
S =0l = ol = ... = a0 01 A1 =
a1 ... ap_10, takovd, Ze x; € h(a;), 1 <1 < n}.

o |
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

- N

Veéta
Necht G = (N, T, P, S) je roz§ifena regularni gramatika.
Predpokladejme, Ze neterminalni symbol A neni pocatecni symbol.
Potom ekvivalentni rozSifena regularni gramatika
G' = (N\{A},T, P, S), kde pravidla v P’ vytvofime takto:
Jsou-li v gramatice GG pravidla:

B — 0410

B — (1/214

A— Ck3A

A— 0440,
pak v gramatice G’ budou v P’ pravidla:

B — (a1 + 04204§Oz4)0.

o |
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

|7Pozna’1mka: T

Pokud nekteré z uvedenych pravidel se v gramatice G
nevyskytuje, pak je nahrazeno pravidlem X — 0Y, kde
X e{A B,C} Y e{AC}.

Odpovidajici pravidla nebudou ani v G’.

Napriklad pokud bude v G chybét pravidlo A — «4C,
nahradime jej pravidlem A — ()C' a potom pravidlo
B — (a1 + axai0)C degeneruje na pravidlo B — «;C.

o |
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

~ Algoritmus Sestrojeni regularniho vyrazu pro danou o
regularni gramatiku — eliminace neterminalnich symbolu.

Vstup: Prava regularni gramatika G = (N, T, P, S).
Vystup: Regularni vyraz V' takovy, ze h(V) = L(G).
Metoda:
1. RozSirena prava regularni gramatika Gg = (N, T, Pg, S)
ekvivalentni G. Vsechny n-tice pravidel tvaru
A— o1B,A— aB,...,A— o, B nahradime pravidlem
A= (acgr+as+...+a,)B,kde A e N, Be NU{e}.

o |
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

fAlgoritmus (pokraéovani): T

2. Gramatiku G r rozSirime dale takto:
(a) novy pocatecni neterminalni symbol S’ ¢ N a
pridame S’ — S,
(b) novy koncovy neterminalni symbol F ¢ N,
vSechna pravidla tvaru A — o nahradime pravidly
A — oF a pridame F — «.
Gn=(N"T,Pp 5, kde N' = NU{S5', F},
Pr,={A —aB:A— aB € Pp}
U{A—=aF:A—aecPrlU{S — S, F— e}
3. Jestlize N'={S"}aP,={5 = aF,F —c},pak V = a
a algoritmus konci. Jinak se pokracuje krokem 4.
4. VVlybereme A € N’ takovy,ze A ¢ S’. N' = N"\ {A}
L a pravidla Py jsou odpovidajicim zpusobem upravena. J
Pokracujeme krokem 3. ]
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

|7Pr|klad T

({S, A, B},{a,b}, P,S), kde P
S —=bA|aS|e¢
A—=bB
B —aA | aS.

S’ — S, S novy neterminalni symbol
S — ¢ nahradime pravidlem S — F'a pro I’ dopInime pravidlo F' — «.
G = ({95 95,A B, F} {ab}, P Y5):

S'— S

S —bA|aS|F

A —bB

B —aA|aS

LF — €. J
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

|7P|“*|’klad (pokracovani) T

Vylouéime symbol A. GL, = ({5, S, B, F}, {a, b}, P1, S"):
S'— S
S —bbB |aS | F
B —abB | aS
F —e.
Vylouéime symbol B. G2, = ({5, S, F},{a,b}, P?,5):
S'— S
S — (a+ bb(ab)*a)S | F
F —e.
S"— (a+ bb(ab)*a)* | F
F —e.

V= (a+bb(ab)*a)" -
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

fAIgoritmus Sestrojeni regularniho vyrazu pro danou T
regularni gramatiku
Vstup: Regularni gramatika G = (N, T, P, S).
Vystup: Regularni vyraz V' takovy, ze h(V) = L(G).
Metoda:
1. Pro kazdy neterminalni symbol z N sestrojime regularni

rovnici.
2. Vzniklou soustavu regularnich rovnic feSime substitucni

metodou pro pocatecni symbol gramatiky S. ]

o |
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Vztah mezi reg. gram. a reg. vyrazy

|7Pr|klad T

({3, A},{0,1}, P S)
S — 0S|
A— 15| 0A] O
Soustava regularnich rovnic ma tvar:
S=05+1A+1
A=154+04A+0
Soustavu vyresime eliminaci:
S =0*(1A+1) = 0*1(A +¢)
A=10"1A+10"1+0A+0
A= (10"14+0)A+10"1+0
A = (1014 0)*(10*1 +0)
S=0"1((10"1 4+ 0)*(10*1 4+ 0) + &) = 0*1(10*1 + 0)*
Vysledny regularni vyraz popisujici jazyk L((G) ma tvar:

S = 0*1(10*1 + 0)*
| -
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Vztah mezi reg. vyrazy a reg. gram.

-

regularni vyraz — regularni gramatika

-

# metoda postupnou konstrukci
#® metoda derivaci

o |
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Vztah mezi reg. vyrazy a reg. gram.

Véta
Pro kazdy regularni vyraz V' |ze sestrojit regularni gramatiku GG takovou,

se L(G) = h(V).

o |
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Vztah mezi reg. vyrazy a reg. gram.

fAIgoritmus Konstrukce pravé regularni gramatiky pro danyj
regularni vyraz — postupna konstrukce.
Vstup: Regularni vyraz V nad abecedou T'.
Vystup: G = (N, T, P, S), L(G) = h(V)
Metoda:

1. Va € T sestrojime gramatiky:
Ga = ({A}{a}, {4 = a}, A).
2. Sestrojime gramatiku G. = ({E},0,{E — ¢}, E).
3. Gramatiky pro podvyrazy tvaru z + x2, x1x2, 27,
pokud jsme jiz sestrojili gramatiky pro podvyrazy zi, zs.
4. VyloucCime e-pravidla a jednoducha pravidla.

o |
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Vztah mezi reg. vyrazy a reg. gram.

1. Go = ({AL{a}, {A = a}, A)
Gy = ({B}v {b}v {B — b}v B)'
2. Go. = ({E},0,{F — e}, E).
3. Postupné sestrojime gramatiky pro jazyky, které jsou hodnotou
vyrazt ab, ab + ¢, (ab 4 €)™:
G(ab) = ({A, B}, {a,b},{A — aB,B — b}, A)
G(ab + 8) = ({Nl, A, B, E}, {a, b}, P, Nl), kde P:
N —A|E,F—¢, A—aB,B—b
G((ab+¢e)*) = ({N2, N1, A, B, E'}, {a,b}, P», N2), kde P»:
No— Ny |e,Ny - A|E,E— Noy, A— aB, B — bNs.

BI-AAG (2014/2015) — J. Holub: 5. Pfevody mezi reg. gram., reg. vyrazy a kon. automaty — p. 40/43

-

|



Vztah mezi reg. vyrazy a reg. gram.

|7P|“*|’klad (pokracovani) T

4. VylouCime e-pravidla (Ng = {Ns, F, Nl}):

N), — Na|e, No - Ni, N1 > A| E, E— Ny, A — aB,
B — bNQ ‘ b.

Dale vyloucime jednoducha pravidla:

Nno = {N}, No, N1, A, E}, Nyo = {Na, Ny, A, E},

Nn1 ={A,E,No, N1}, N = {E, Na, N1, A}, Ny = {A},
Np = {B} a dostaneme pravidla:

N) —¢e|aB, No - aB, N| - aB, E — aB, A — aB,
B — bN2 ‘ b.

Symboly Ny, E, A jsou zbyteCné:
G = ({N}, N3, B}, {a,b}, P, N}), kde P:
N} —e|aB, B—bNy|b, Na — aB o
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Vztah mezi reg. vyrazy a reg. gram.

fAIgoritmus Konstrukce pravé regularni gramatiky pro danyj
regularni vyraz — metoda derivaci.
Vstup: Regularni vyraz V nad abecedou T'.
Vystup: G = (N, T, P, S), L(G) = h(V).
Metoda:

1. N={V},Ny={V}i=1.

2. Vytvorime derivace vSech vyrazu z N;_; podle vSech
symbolu z abecedy T. Do mnoziny N; vlozime vSechny
vyrazy vzniklé derivaci vyrazlt z N;_.

3. Jestlize N; # 0, pridame N; do N, i = ¢+ 1 a prejdeme
na krok 2.

Jinak vytvorime gramatiku G = (N, T, P,V), kde P:
V. _, adé‘;) pfidame do P.

dx
Cclz—g — a pfidame do P v pripade, ze s € h (d%))'

V- - pfidame do P v pHipadg, ze = € h(V). -
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Vztah mezi reg. vyrazy a reg. gram.

1. N={(ab+¢e)*}, Ng ={(ab+¢)*},1 = 1.

2. ULe) _(h 4 0)(ab+¢)* = b(ab+¢)*

dabre) _ (0 + 0)(ab + ¢)*

= ()
Ny ={blab+¢e)*}, N = {(ab+¢)*,b(ab+ ¢)*}.

3. d(b(acll):s) ) _¢
Aabte)) _ e(ab+e)* = (ab+¢)*

=0, N = {(ab+&)*, b(ab + £)*}

Oznacéime-li A = (ab+ €)*, B = b(ab + €)*, dostaneme gramatiku

= ({A, B}, {a, b}, P, A), kde P obsahuje pravidla:
A—aB ¢

o B = bA|b
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