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Pumping lemma - podstata problému

o N

Predpokladejme, ze by jazyk L = {0™1™ : n. > 1} byl
regularni.

V takovém pripadé by jazyk L byl prijimany kone¢nym
automatem A s & stavy.

o |
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Pumping lemma - podstata problému

fNecht’ automat A ¢te posloupnost 0. Pfi ¢teni této T
posloupnosti je pruchod jednotlivymi stavy nasledujici:
€ Po
0 p1
00 D2
0" pi

tj., 3i < j:pi =p;. OznaCme takovy stav q.

o |
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Pumping lemma — vyreseni problému

Predpokladejme dale, ze prectenim vstupni posloupnosti 1*
se automat dostane ze stavu ¢ do stavu r.
Plati, ze:

# Pokud by stav r byl koncovym stavem, pak by automat
prijimal vétu 071!, coZz nechceme.

o Pokud by stav r nebyl koncovym stavem, pak by
automat nepfijal vétu 0°1%, coz také ale nechceme.

Proto jazyk L = {0™1" : n > 1} nemuze byt regularni.

o |
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Pumping lemma formalne

-

fPumping lemma
Necht' L je regularni jazyk. Pak pro jazyk L existuje
konstanta p > 1 takova, ze pro kazdou véetu w € L plati:
Jestlize |w| > p, pak w lze zapsat ve tvaru w = zyz tak, ze:

® yFel(t] |yl >1),
8 |zy| <p,

8 Vi > 0plati, Ze zy'z € L.

o |
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Pumping lemma neformalné

o N

Pro jazyk L existuje konecny automat a v ném je smycka.
Tato smycka Cte neprazdny podretéz y. Plati, Ze tato
smycCka se muze libovolné-krat ,pumpovat®. Pokud je z L,
pak i pro kazdé i-nasobné ,pumpovani® pro i > 0 plati, ze
ry'z € L.
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Pouziti PL k dukazu, Ze L neni reg.

fDilkaz, ze jazyk L = {0"1" : n > 1} neni regularni T

Predpokladejme, ze L je regularni. Pak pomoci pumping
lemmatu musi platit, ze existuje konstanta p > 1 takova, ze
pro kazdou vétu w € L plati, zZe:

Jestlize |w| > p, pak w lze zapsat ve tvaru w = zyz tak, ze:

® y#e(t |yl =1)

® |zy| <p,

® Vi >0 plati, Ze zy'z € L.

Véta w = 0P1P € L je zrejmeé delSi nez p a tudiz musi
splnovat pozadavky PL. K dukazu, Zze L neni regularni,

zkusime vSechna mozna rozdéleni véty w na xyz. Musime
~ pak dokazat, ze PL neplati pro zadné z nich. o
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Pouziti PL k dukazu, Ze L neni reg.

fDilkaz, ze jazyk L = {0"1" : n > 1} neni regularni T
Podle prvnich dvou podminek musi platit:
# 1y je neprazdna posloupnost nul,
# y je neprazdna posloupnost nul,
# - obsahuje vSechny jednicky.

Ale pak zy"z (Gili odstranime y z w = zyz) nepatfi do L
(protoze pocet nul v 23"z je urcité mensi nez pocet

jednicek)!

Proto pumping lemma neplati pro L a L neni regularni
jazyk.

o |
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Pouziti PL k dukazu, Ze L neni reg.

L N

Dukaz, ze jazyk L = {1™ : m je prvo&islo} neni regularni

Predpokladejme, ze L je regularni. Pak pomoci pumping
lemmatu musi platit, ze existuje konstanta p > 1 takova, ...
(viz Pumping Lemma):

Predpokladejme vétu w = 1™ pro prvocislo m > p + 2.

Nyni predpokladejme rozdéleni w = zyz a ,napumpovanou*
vétu w; = zy™ V2. UkdZeme, Ze w; nepatii do L, coZ
rozporuje Pumping lemma.

o |
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Pouziti PL k dukazu, Ze L neni reg.

-

Dukaz, ze jazyk L = {1™ : m je prvo&islo} neni regularni

-

Uvazujme délku véty w; = zy™ ¥l 2. Pak plati, Ze
|xym—|ylz\ —

[z + (m —[y|) = y| =

(m —ly|) + (m —|y|) * |y| =

(m — [y[) * (L + |y).

wy by bylo prvocislem, pouze kdyby budto (m — |y|) nebo
(1 + |y|) byly rovné jedné.

o |
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Pouziti PL k dukazu, Ze L neni reg.

fDl‘]kaz, ze jazyk L = {1 : m je prvocislo} neni regularni T

® (1+|y|) #1, protoze |y| > 1.
® m>p+2, |yl <l|zy| <p protom—ly[>p+2—-p=2.

Pumping Lemma neplati pro jazyk L, nebot pro libovolné
rozdeleni w = xyz € L podle prvni ze dvou podminek PL

plati, Ze zy™~ ¥z nepatfi do L.
Proto, L neni regularni.

o |
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PL pouze k dukazu, Ze L neni reg.

-

Priklad jazyka, ktery splnuje podminky PL, ale neni
regularni.

-

® L={u|u=a"bcdVvu=>0bd}

o |
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Kontrolni otazka

-

Jak velka je konstanta p v Pumping lemmatu pro konecny
jazyk?

-

(Poznamka: Kazdy konecny jazyk je regularni, a proto pro
néj musi platit podminky Pumping Lemmatu.)

o |
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Myhill-Nerodova véta: motivace

-

o MNv charakterizuje nekteré zasadni vztahy mezi
konecnymi automaty nad abecedou X a jistymi
ekvivalencnimi relacemi nad retézci ze X*,

#» MNv popisuje nékteré z nutnych a postacujicich
podminek pro to, aby dany jazyk byl jazykem
regularnim (pouziva se Casto k dukazu neregularity
jazyka),

o MNv poskytuje formalni bazi pro elegantni dukaz
existence unikatniho (az na isomorfismus) minimalniho
DKA k danému regularnimu jazyku.

o |

BI-AAG (2014/2015) — J. Holub: 8. Viastnosti regularnich jazyki — p. 14/23



Ekvivalence

fDefinice T

Ekvivalence ~ je binarni relace, ktera je reflexivni, symetricka a
tranzitivni.

Definice
TFida ekvivalence prvku a na mnoziné X je podmnozina X, obsahuijici
prvky ekvivalentni s a.

Definice
MnoZina vSech tfid ekvivalence v X se nazyvéa rozklad mnozZiny X
podle ~ a znaci se X/ ~.

Definice
Index ekvivalence ~ je pocCet tfid ekvivalence v 32/ ~. Jestlize existuje
nekonecne mnoho trid ekvivalence, definujeme index jako oo.

o |
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Prava kongruence a prefixova ekv.

fDefinice T

Necht X je abeceda a ~ je ekvivalence na >*. Ekvivalence ~ je pravou
kongruenci, jestlize pro kazdé u, v, w € X* plati, Ze:

Uu~v=uw ~ oW

Definice

Necht L je libovolny (ne nutné regularni) jazyk nad abecedou ..
Definujeme prefixovou ekvivalenci pro L, jako relaci ~7 na mnoziné >*
nasledovné:

U~ v Yo eX iuw €L S vwE L

o |
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Myhill-Nerodova véta

" Myhill-Nerodova véta -
Necht L je jazyk nad X. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

1. L je jazyk prijimany deterministickym konecnym
automatem.

2. L je sjednocenim nekterych trid rozkladu urceného
pravou kongruenci na X* s konecnym indexem.

3. Relace ~; ma konecny index.

Dukaz. Dokazeme nasledujici implikace:
® 1=2.

- ®3=1. o
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Myhill-Nerodova véta: 1 = 2

ile-li L prijiman DKA, pak L je sjednocenim nékterych trid rozkladu T
urceného pravou kongruenci na X* s kone¢nym indexem.

Zavedme si pro DKA M = (Q, X, 6, qo, F') zobecnénou prechodovou
funkci 4 .
5:Q x 2* = Q tak, ze

A

vgl)QQ S Qaw SIS 5(Q17w) = q2 <= (Qhw) |_7\4 (QZ78)'

o |
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Myhill-Nerodova véta: 1 = 2

|7D0kaz. Pro dany jazyk L pfijimany DKA M zkonstruujeme ~ T
s potfebnymi vlastnostmi:

® Necht M = (Q,%,6,q0,F) ad je uplna.

® /volime ~ jako binarni relaci na ¥>* takovou, ze
u~ v < (qo,u) = 6(qo, v).

® Ukazeme, Zze ~ ma potrebné vlastnosti:
» ~ je ekvivalence: je reflexivni, tranzitivni a symetricka.
s ~ ma konecny index: tridy rozkladu odpovidaji stavum DKA.

» ~ je prava kongruence: Necht u ~ v a a € . Pak
0(qo, ua) = 6(d(qo, u), a) = d(d(qo, v),a) = d(qo, va) a tedy

ua ~ va.

» L je sjednocenim nékterych tfid ekvivalence ¥*/ ~ — téch,
L které odpovidaji F. J
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Myhill-Nerodova véta: 2 = 3

fExistuje-Ii relace ~ splfiujici podminku 2, pak ~; ma kone¢ny
index.

Dukaz.
® Provsechny u,v € X* takove, ze u ~ v, plati u ~p, v:

» Necht u ~ v. Ukazeme, ze také u ~p, v, ].
Vwe X" :uw € L & vw € L.

o Vime, ze uw ~ vw a protoze L je sjednocenim nékterych
trid rozkladu X*/ ~, plati také uvw € L < vw € L.

® Vime tedy, ze ~C~y (1j. ~, je nejvétsi prava kongruence
s danymi vlastnostmi).

® Kazda trida ~ je obsazena v néjaké tridé ~,.
® Index ~7, nemuze byt vetsi nez index ~.
® ~ ma konecny index a tedy i ~;, ma konecny index.
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Myhill-Nerodova véta: 3 = 1

|7Mé-li ~1, koneény index, pak L je pfijiman néjakym konednym T
automatem.

Dukaz.
® Vytvorime M = (Q, %, 9, qo, F') prijimajici L:

s () =X*/~p (stavy jsou tridy rozkladu >* relaci ~;),
e Yu e X acX:i(u],a)=ual,
® qo = [¢],
s F=A{[x]|x€L}.
® Uvedend konstrukce je korektni, tj. L = L(M):

o Indukci nad délkou slova v ukazeme, ze
Vo e * : §([e], v) = [v].

s velLe ] eF < dv)eF.
| .
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Dukaz neregularity pomoci M.-N. véty
| . -

Dukaz.

okazte, ze jazyk L = {0"1" : n > 1} neni regularni.

® Zadné fetdzce £,0,02%, 0%, ... nejsou ~-ekvivalentni, protoze
0'1* € L, ale 0'17 ¢ L pro i # j.
® [ ma tedy nekonec¢né mnoho tfid (neboli nekonecny index).

#® Podle Myhill-Nerodovy vety tedy nemuze byt jazyk L prijiman
zadnym konecnym automatem.

o |
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M.-N. véta a minimalita DKA

fVéta (2. varianta M.-N. vety) T
Pocet stavu libovolného minimalniho DKA prijimajiciho jazyk L je
roven indexu ~ .. (Takovy DKA existuje pravé tehdy, kdyz je index
~1, konecny.)

Dukaz.

® Kazdy DKA (bez nedosazitelnych stavu) urcuje jistou pravou
kongruenci s konecnym indexem a naopak.

® Je-li L regularni, ~;, je nejvetsi pravou kongruenci s konecnym
indexem takovou, Ze L je sjednocenim nékterych trid
prislusného rozkladu.

® Konecny automat, ktery odpovida ~, (vizdukaz 3 = 1 M.-N.
L véty), je tedy minimalni konecny automat pfijimajici L. J
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