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Domaci ukol

Rozhodnéte a zdlivodnéte, zda plati

((B2)p(z) = (Br)q(z)) = () (p(z) = q(2))

((Ve)=p(e) Vv (32)¢(2)) = (Bz)(=p(2) V ¢(2))

((Va)=p(z) v Bz)g(2)) A (Vo) (p(2) A —g(x))
((Ve)=p(2) V (Fz)g(2)) A (Va)p(z) A (VE)=g(z)

Kontradikce. Tedy se jedna o logicky disledek.
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Isomorfismus

Definice

Necht M, N jsou dvé interpretace jazyka L = {p,--- }. Rekneme, 7e M je
isomorfni s N/, M = N pravé kdy? existuje vzdjemné jednoznaéné zobrazeni
f: M — N takové, ze pro vSechny atomické formule p jazyka L a pro kazdé
ohodnoceni e plati

M = pple] pravé tehdy, kdyz N = py|f o el.

Poznamky.

e Vzijemné jednoznalné zobrazeni (1-1 zobrazeni) je ,prosté” a ,na“.
e |somorfismus: 1-1 zobrazeni + atomické formule ,zachovavaji.”
o Je-li M2 N a N =P, pak M = P.

Existuje 1-1 zobrazeni mezi M a N, pravé kdyz M a N maji stejnou

mohutnost. %
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Isomorfni struktury

Necht L = {<}.
Isomorfismus = 1-1 zobrazeni f + (Vz)(Vy)(z < y = f(z) < f(y))

1. NZS. N - pfirozena &isla, S - suda disla.

f: N — S definujeme f(z) = 2z. Plati (Vz)(Vy)(z < y = f(z) < f(v)).
2. NZ A. ACN, A je nekonetna podmnozina N. f : A odislujeme.
3. N2 Q, neplati. Existuje 1-1 zobrazeni, ale nezachovava usporadani.

4. N R, neplati. Neexistuje 1-1 zobrazeni. Cantoriiv diagonalni dikaz.
Natural Real

.236436775676. ..
.008473294543. ..
.193214042202. ..
.843279242093. ..
.012934812343. ..
.639423412934. ..
017773923845, ..
.238920090909. ..
.123984732999...
.646329878122
.000123943437
.981298312892. ..

0.293233992132. ..
0.746694310875. .. %
Existence nekonecné nekone¢nych mohutnosti.
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Isomorfni struktury

Necht L = {<}.
Isomorfismus = 1-1 zobrazeni f + (Vz)(Vy)(z < y = f(z) < f(y))

5. (0,1) = (0,a), kde a €R, f(z)=a-z
6. (a,b) = (¢, d), kde a, b, ¢, d € R, oteviené intervaly na redlnych &islech.
7. R= (=2, 2)  f(x) = arcty(a)

arctan(z)
x
ZV

arctg(x) n 1

8. R=(0,1), f(z) =

9. < a,b) = (a,b) neplati. Existuje 1-1 zobrazeni, ale nezachovavé usporadani.
10. R= R\ {0} neplati.
11. R = (a,b) U (¢, d) neplati. %
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Isomorfni interpretace jazyka

e Ve

Teorie linearniho usporadani

Definice

Necht L = {p(z,y)}. Linedrni uspoFadani je dano té€mito formulemi
o T: (Vz)(Vy)(V2) ((p(z, y) A p(y,2)) = p(x, 2)) — transitivita
e R: (Vz)-p(z, z) — ireflexivita
o L: (V2)(Vy)(p(z,y) V (z = y) V p(y, z)) - linearita

i) Modely linearniho usporadani: (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <), (A, <), kde
A C R, libovolnd podmnozina p¥irozenych (celych, racionélnich, rednych)
Cisel. Slova podle abecedy. Vojaci podle vysky.

i) L (V2)(Vy) (—p(z, ) = ((z = y) V p(y, 2)))

L: (Vz)(Vy) (—(z < y) = (y < z)) pro &isla.

fe
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Isomorfni interpretace jazyka

7 Ve

Modely linearniho usporadani

Priklad

Uved'te formule, které odliduji tyto modely line4rniho usporadani
(N, <), (Z,<), (Q,<), (R,<), ptipadné (A, <), kde A C N.

e (N, <) a (Z, <) - pFirozend a cela &isla.
(Z,<) = (Vz)(Jy)(y < =) neomezenost zdola
(N, <) = (Jz)(Vy)(z < y) existence nejmensiho prvku
e (N, <) a (S, <), pfirozend a suda ¢&isla
(S, <) =2 (N, <), tedy (S, <) = (N, <),
e (N,<)a (A <), kde ACN
(N, <) = (Vz)(Jy)(z < y) neomezenost shora
(A, <) = (Fz)(Vy) (y < ) existence nejvétsiho prvku?
e (Z,<) a(Q,<), celd a racionalni &isla
Q,<) =(Vr)(Vy)((z < y) = (F2)(z < 2 Az < y)) — hustota
(Z,<) = (Ez)Fy)(z <y) A(Vz)(z <2V y < 2))
e (R, <) a (Q, <), racionélni a realna isla. %
@ <) =R, <)
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Elementarné ekvivalentni modely

Definice
Necht L je jazyk, M a N jsou dvé& interpretace jazyka L.
e Teorie interpretace Th(M) je mnozina vSech uzavienych formuli jazyka L,
které plati v interpretaci M.
o Jestlize Th(M) = Th(N), pak fekneme, Ze M a N jsou elementarné
ekvivalentni. Piseme M = N
e Teorie T je Gplna, jestlize kazda uzavienou formuli jazyka L je bud logickym
dtisledkem T nebo je vyvratitelna, tj. bud plati 7 = A, nebo T &= —A.

Priklady:
e Teorie linedrniho uspofadani {T, R, L} C Th(N), {T, R, L} C Th(R). . .
o Jestlize M= N, pak M =N,

Tedy nebot (S, <) = (N, <), pak jei (S, <) = (N, <).

(@.<) = (R,<).

Neplati (N, <) = (Z, <).

Neplati (Z, <) = (Q, <). %
e Tedy teorie linedrniho usporadani neni Gplna.
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Uplna teorie a elementérni ekvivalence Teorie hustého linedrniho usporadani

Teorie hustého linearniho usporadani
Definice

Necht L = {<}. Teorie hustého linearniho uspofadani je teorie linedrniho
usporadani, pro kterou navic plati

H: (Vz)(Vy)((z < y) = (32)(z < z < y)) — hustota
Modely:

i) (Q, <), raciondlni &isla

(QF, <), nezéporna racionalni &isla
(R, <), redln4 &isla
iv) ((0,1), <), redlna &isla na intervalu (0, 1)
v) ((0,1),< ), reélna &sla na intervalu (0,1)
Je teorie hustého linearniho usporadani Gplna? Neni.
e (Q,<) = (Vz)(Jy)(y < z) A (Vz)(Jy) (2 < y) neomezenost zdola a shora,
e (QF, <) E(37)(Vy)(z < y) existence nejmensiho prvku

e ((0,1),<) &= (Jz)(Vy)(y < x) existence nejvétsiho prvku %

Trlifajova (FIT CVUT)

i)
iii)
)
)
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Uplna teorie a elementérni ekvivalence Teorie neomezeného hustého linedrniho uspofadani

Teorie neomezeného hustého linearniho usporadani

Definice

Necht L = {<}. Teorie neomezeného hustého linearniho uspofadani je teorie
hustého linedrniho usporadani, pro kterou navic plati

e N: (Vz)(Jy)(32)(y < £ Az < z) — neomezenost

Modely

i) (Q, <), raciondlni ¢isla

) <), redlna &isla
i) (R\ {0}, <), redlna &isla
iv) ((a,

) ((a,

\%

(R,
(
{(a, b), <), redlnd &isla na otevieném intervalu, a,b € R, {(a, ), <) = (R, <).
((a,b) U (¢, d), <), redlna &isla na sjednoceni otevienych intervali

Teorie neomezeného hustého linedrniho usporadani je tplna. Bez dikazu. Tedy

(@ <) = (R, <) =((a,0), <) = ((a,0) U (¢, d), <) %
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Uplna teorie a elementérni ekvivalence EESCISSECELNIE]

Teorie naslednika

Hledame dplnou teorii popisujici vlastnosti pfirozenych Cisel.
Teorie naslednika
L ={5,0}, S - unarni funk&ni symbol, 0 - konstanta
i) (Vz)(Vy)(S(z) = S(y) = = =y)
(V)= (S(2) = 0)

(V) (=(z = 0) = (Fy)(z = S(v)))
iv) (Vz)=(S™(z) = z), kde m > 1

)
i)
ii)

S™(z)=(SoSo...08)(z). Jedna se tedy o nekoneénou mnozinu axiomda.
—_——

Modely: m krat
e {0,1,2,...}, S(x) =2 +1
e {0,2,4,...}, S(z) =2 +2
e {0,-1,-2,-3,...}, S(z)=2—-1
e {0,1,2,...,.a—-2,a—lL,a,a+1l,a+2,a+3...}, S(z) =z +1,

nestandardni model %
Uplna teorie
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Upln4 teorie a elementdrni ekvivalence [EESCIISN-{{1Ts]

Teorie grup

Definice

Necht L = {e,f}, f — binarni funkéni symbol, e — konstanta (neutrdlni prvek).
Grupa splnuje tyto axiomy:

o A: (Vz)(Vy)(V2)f(f(x,y), 2)) = f(z, f(y, z)) — asociativita

e N: (Vz)f(z, e) = z — neutralita

e |I: (Vz)(32)f(z, z) = e — inverzni prvek

fe
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Model nekomutativni grupy — permutace

M — mnozina vzajemné jednoznaénych zobrazeni n prvkové mnoziny
{0,1,...,n — 1}, e —identita

f — skladani zobrazeni, tj. f(p,q) = poqa (po q)(z) = p(q(z)),
Napf. pro n = 3:

‘ pi(z) pa(z) p3
0 0
1 2
2 1

Mame 6 rznych prvki. Obecné M obsahuje n! prvka.
Asociativita plyne z vlastnosti skladani zobrazeni.

Inverzni prvek k py = {(O, 1),(1,2),(2,0)} je ps = {(0,2), (1,0),(2,1)}.
Komutativita: Neplati!

p2(pa(0)) = p2(1) =2 pa(p2(0)) = pa(0) =1
p2ops= ¢ p2(pa(1)) =p2(2) =1 p = pe # paopz = { pa(p2(1)) = pa(2) =0 » = p3.
p2(pa(2)) = p2(0) =0 pa(p2(2)) = pa(1) =2

fe
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UplIna teorie a elementarni ekvivalence [MEISITNTI

Aditivni grupy

L = {+,0}
o A: (Vz)(Vy)(V2)(z + (y + 2) = (v + y) + 2) — asociativita
e N: (Vz)(z + 0 = z) — neutralita
o |: (Vz)(3z)(x + z = 0) — inverzni prvek
)

o K: (Vz)(Vy)(z + y = y + x) — komutativita

Modely aditivni grupy a jejich elementarni ekvivalence:

i) (N,+,0), netvofi grupu - chybi inverzni prvky

i) (Z,+, 0}
i) (@ +,0) = (Ve)Ey)(z =y +y)
iv) (R,+, O> (R,+,0) = (Q, +,0), avsak neplati (R, +,0) = (Q,+,0)
v) {0}, +,0) = (Vo)(Vy)(z = y)
vi) (3Z,+,0), 3Z = {0,3,-3,6,—6,...}, 3Z = 7, tedy i 3Z = Z.

vii) nZ ={0,n,—n,2n,—2n,3n,—3n,...}, nZ =2 Z, tedy i nZ =7 %
Teorie grup neni Gplna.
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Multiplikativni grupy

L={,1}
o A: (Vz)(Vy)(V2)(z - (y - z) = (z - y) - ) — asociativita
o N: (Vz)(z-1= :v) neutralita
o |1 (Vz)(32)(x - z = 1) — inverzni prvek
o K: (Vz)(Vy)(z -y = y - ©) — komutativita

Modely multiplikativni grupy a jejich elementarni ekvivalence:
i) (N,-, 1) — pFirozena &isla  nenfi grupa

i) (Q,-,1) — racionalni &isla  neni grupa
i) (@, 1)

V) (RY,,1) = (va)(3y)
v) ({1}, 1) = (V) (Vy)
i) (
i)
i)

r), neplativ (Qt,-, 1)

Yy-y=
= y) , neplati jinde

(
(z

vi) (@\{0},-,1) = (V2)Fy)((z # y) A(z-z=1y-y)), neplati v (QT,, 1)
vii) (RA{0}, 1) = (Ve)By)(y-y-y-y=z-2), neplatl’M@\{O}ml)%
viii) ({1,-1},-,1)  =3z)-(z=1)
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Aritmetika

Robinsonova aritmetika

Robinsonova aritmetika, L = {<,+,-, 5,0}

i) (Vo) (Vy)(S(z) = S(y) = = = y)
i) (Vz)(S(z) # 0)
i) (Vz)(z # 0= Fy)(z = S(v)))
iv) (Vz)(z+0=2)
v) (Vo) (Vy)(z + S(y) = S(z + )
vi) (Vz)(z-0=0)
vii) (Vo)(Vy)(z- S(y) =2 -y + )
vii) (Vz)(Vy)(z < y < (32)(y = z + x))

e Standardni model: (N, <, +,-, 2+ 1,0),

+] y a8

z | z+y o f

« « a B

B B a B
M = —(Vz)(Vy)(z +

Trlifajové (FIT CVUT)

EVz)(Vy)(z+y=y+z)
® Nestandardni model: (M ={0,1,2,...,,8},S(z) =z+1,S(a) = o, S(B) = B)

[0}

y = y + z). Robinsonova aritmetika neni Gplna.

BI-MLO, Ptednaska &. 10
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Peanova aritmetika

Peanova aritmetika, L = {<,+,+, 5,0}

vii)
viii)

ix)

(Vo) (Vy)(S(z) = S(y) = z =)

(Vz)(S(z) # 0)

(Va)(z # 0= Fy)(z = S(y)))

(Vz)(z + 0 = z)

(Vo) (Vy)(z + S(y) = S(z + v))

(Vz)(z -0 =0)

(Vo) (Vy)(z- S(y) =z -y + z)

(V2)(Vy)(z < y & (32)(y = 2 + 2))

Schéma indukce: Je-li A(z) formule, pak plati

(A(O) A (Va) (A(z) = A(S(z)))) = (Va)A(z).

vy

Je Peanova aritmetika Gplna?
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Peanova aritmetika

Véta

Nasledujici formule plati v Peanové aritmetice (logické disledky):

a) (Vz)(0+z = z)

b) (Vz)(Vy)(S(y) + = = S(y + 2))

o) (Vo)(Vy)(z+y=y+2)

d) (Vo)(Vy)(V2)((z +y) + 2=z + (y + 2))

e) (Vz)(0-z=0)

f) (Vo)(Vy)(S(y) -z =y =+ 2)

g) (Vo) (Vy)(y-z=z-y)

h) (Vz)(Vy)(V2)(z- (y+2) =z -y+ - 2)

i) (Vo)(Vy)(V2)(z - (y - 2) = (z- y) - 2)

i) (Vo)(vVy)((V2)(z < y) A(y < 2) = (2 < 2))

4
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Dukaz indukci

Pti ditkazu pouzivame schéma indukce:

(A(O) A (Vz) (A(z) = A(S(z)))) = (Vz)A(z) J

ad a)

ad b)

ad c)

Chceme dokazat: (Vz)(0 + z = z)

Pouzijeme schéma indukce pro A(z) : 0+ z ==z

A(0): 0+ 0 =0 — plati z iv)

A(S(z)) : 0+ S(z) = S(0+ z) = S(z) — plati z v) a A(z)

Diky platnosti A = B, A = B plati i (Vz)(0 + z = z).

Chceme dokazat: (Vz)(Vy)(S(y) + = = S(y + z))

Az) : (F9)(S(y) + 2 = S(y + 2))

A(0) : (Vy)(S(y) + 0= S(y +0)), nebot S(y) + 0= S5(y) = S(y+0) — z iv) dvakrat
A(S(2)) : (V9)(3(y) + S(x) = S(y + S(x))), nebot

S(y) + 8(z) = S(S(y) + 2) = S(S(y + 2)) = S(y + S(z)) -z v) a A(z) av)
(Va)(V9) (@ +y = y + o)

A(z) : (Vy)(z+y=y+2)

A0): (Vy)(0+y=y=y+0), nebot 0+y=y=y+0—za)aiv)

A(S(2)) : (Vy)(S(z) +y = y+ S(z)), nebot
(S(@)+y=S8z+y)=8y+2z)=y+S(z)) —zb)a A(z) av) %
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Aritmetika

Presburgerova aritmetika

Presburgerova aritmetika, L = {<,+, 5,0}

i) (Vo)(vy)(S(z) = S(y) = =z =)
i) (V2)(S(2) £ 0)
i) (Vz)(z # 0= (Jy)(z = 5(v)))
iv) (Vz)(z+0 = z)
v) (Vo)(Vy)(z + S(y) = S(z +y))
Vi) (Y2)(¥y)(z < y ¢ @)y = 2+ 1))
vii) Schéma indukce: Je-li A(z) formule, pak plati

(A(O) A (Va) (A(z) = A(S(r)))) = (Vz)A(z).

Presburgerova aritmetika je tplna.

Peanova aritmetika neni tplna. Gédelova véta o netplnosti

fe
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Domaci ukol

Dokazte, ze v Peanové aritmetice plati asociativni a distributivni zakon,
tj. Véta 19/22 d), g).

fe
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