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Domáćı úkol

Rozhodněte a zdůvodněte, zda plat́ı

((∃x)p(x)⇒ (∃x)q(x)) Z= (∃x)(p(x)⇒ q(x))

((∀x)¬p(x) ∨ (∃x)q(x)) Z= (∃x)(¬p(x) ∨ q(x))

((∀x)¬p(x) ∨ (∃x)q(x)) ∧ (∀x)(p(x) ∧ ¬q(x))

((∀x)¬p(x) ∨ (∃x)q(x)) ∧ (∀x)p(x) ∧ (∀x)¬q(x)

Kontradikce. Tedy se jedná o logický důsledek.
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Isomorfńı interpretace jazyka

Isomorfismus

Definice

Necht’ M,N jsou dvě interpretace jazyka L = {p, · · · }. Řekneme, že M je
isomorfńı s N , M∼= N právě když existuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı
f : M → N takové, že pro všechny atomické formule p jazyka L a pro každé
ohodnoceńı e plat́ı

M Z= pM[e] právě tehdy, když N Z= pN [f ◦ e].

Poznámky.
• Vzájemně jednoznačné zobrazeńı (1-1 zobrazeńı) je ”prosté“ a ”na“.
• Isomorfismus: 1-1 zobrazeńı + atomické formule ”zachovávaj́ı.“
• Je-li M∼= N a N ∼= P, pak M∼= P.
• Existuje 1-1 zobrazeńı mezi M a N , právě když M a N maj́ı stejnou

mohutnost.
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Isomorfńı interpretace jazyka

Isomorfńı struktury
Necht’ L = {<}.
Isomorfismus = 1-1 zobrazeńı f + (∀x)(∀y)(x < y ⇒ f (x) < f (y))

1. N ∼= S. N - p̌rirozená č́ısla, S - sudá č́ısla.
f : N→ S definujeme f (x) = 2x. Plat́ı (∀x)(∀y)(x < y ⇒ f (x) < f (y)).

2. N ∼= A. A ⊆ N, A je nekonečná podmnožina N. f : A oč́ıslujeme.
3. N ∼= Q , neplat́ı. Existuje 1-1 zobrazeńı, ale nezachovává uspǒrádáńı.
4. N ∼= R , neplat́ı. Neexistuje 1-1 zobrazeńı. Cantor̊uv diagonálńı důkaz.

Existence nekonečně nekonečných mohutnost́ı.
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Isomorfńı interpretace jazyka

Isomorfńı struktury
Necht’ L = {<}.
Isomorfismus = 1-1 zobrazeńı f + (∀x)(∀y)(x < y ⇒ f (x) < f (y))

5. (0, 1) ∼= (0, a), kde a ∈ R, f (x) = a · x
6. (a, b) ∼= (c, d), kde a, b, c, d ∈ R, otev̌rené intervaly na reálných č́ıslech.
7. R ∼= (−π2 ,

π

2 ) , f (x) = arctg(x)

8. R ∼= (0, 1), f (x) = arctg(x)
π

+ 1
2 .

9. < a, b) ∼= (a, b) neplat́ı. Existuje 1-1 zobrazeńı, ale nezachovává uspǒrádáńı.
10. R ∼= R \ {0} neplat́ı.
11. R ∼= (a, b) ∪ (c, d) neplat́ı.
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Isomorfńı interpretace jazyka

Teorie lineárńıho uspǒrádáńı

Definice
Necht’ L = {p(x, y)}. Lineárńı uspǒrádáńı je dáno těmito formulemi

• T: (∀x)(∀y)(∀z)
(
(p(x, y) ∧ p(y, z))⇒ p(x, z)

)
– transitivita

• R: (∀x)¬p(x, x) – ireflexivita
• L: (∀x)(∀y)

(
p(x, y) ∨ (x = y) ∨ p(y, x)

)
– linearita

i) Modely lineárńıho uspǒrádáńı: 〈N, <〉, 〈Z, <〉, 〈Q, <〉, 〈R, <〉, 〈A, <〉, kde
A ⊆ R, libovolná podmnožina p̌rirozených (celých, racionálńıch, reáných)
č́ısel. Slova podle abecedy. Vojáci podle výšky.

ii) L: (∀x)(∀y)
(
¬p(x, y)⇒ ((x = y) ∨ p(y, x))

)
L: (∀x)(∀y)

(
¬(x < y)⇒ (y ≤ x)

)
pro č́ısla.
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Isomorfńı interpretace jazyka

Modely lineárńıho uspǒrádáńı

Př́ıklad
Uved’te formule, které odlǐsuj́ı tyto modely lineárńıho uspǒrádáńı
〈N, <〉, 〈Z, <〉, 〈Q, <〉, 〈R, <〉, p̌ŕıpadně 〈A, <〉, kde A ⊆ N.

• 〈N, <〉 a 〈Z, <〉 - p̌rirozená a celá č́ısla.
〈Z, <〉 Z= (∀x)(∃y)(y < x) neomezenost zdola
〈N, <〉 Z= (∃x)(∀y)(x ≤ y) existence nejmenš́ıho prvku

• 〈N, <〉 a 〈S, <〉, p̌rirozená a sudá č́ısla
〈S, <〉 ∼= 〈N, <〉, tedy 〈S, <〉 ≡ 〈N, <〉,

• 〈N, <〉 a 〈A, <〉, kde A ⊆ N
〈N, <〉 Z= (∀x)(∃y)(x < y) neomezenost shora
〈A, <〉 Z= (∃x)(∀y)(y ≤ x) existence nejvěťśıho prvku?

• 〈Z, <〉 a 〈Q, <〉, celá a racionálńı č́ısla
〈Q, <〉 Z= (∀x)(∀y)((x < y)⇒ (∃z)(x < z ∧ z < y)) – hustota
〈Z, <〉 Z= (∃x)(∃y)((x < y) ∧ (∀z)(z ≤ x ∨ y ≤ z))

• 〈R, <〉 a 〈Q, <〉, racionálńı a reálná č́ısla.
〈Q, <〉 ≡ 〈R, <〉
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Úplná teorie a elementárńı ekvivalence

Elementárně ekvivalentńı modely
Definice
Necht’ L je jazyk, M a N jsou dvě interpretace jazyka L.

• Teorie interpretace Th(M) je množina všech uzav̌rených formuĺı jazyka L,
které plat́ı v interpretaci M.

• Jestliže Th(M) = Th(N ), pak řekneme, že M a N jsou elementárně
ekvivalentńı. Ṕı̌seme M≡ N .

• Teorie T je úplná, jestliže každá uzav̌renou formuli jazyka L je bud’ logickým
důsledkem T nebo je vyvratitelná, tj. bud’ plat́ı T Z= A, nebo T Z= ¬A.

Př́ıklady:
• Teorie lineárńıho uspǒrádáńı {T ,R,L} ⊆ Th(N ), {T ,R,L} ⊆ Th(R). . .
• Jestliže M∼= N , pak M≡ N ,
• Tedy nebot’ 〈S, <〉 ∼= 〈N, <〉, pak je i 〈S, <〉 ≡ 〈N, <〉.
• 〈Q, <〉 ≡ 〈R, <〉.
• Neplat́ı 〈N, <〉 ≡ 〈Z, <〉.
• Neplat́ı 〈Z, <〉 ≡ 〈Q, <〉.
• Tedy teorie lineárńıho uspǒrádáńı neńı úplná.
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Úplná teorie a elementárńı ekvivalence Teorie hustého lineárńıho uspǒrádáńı

Teorie hustého lineárńıho uspǒrádáńı
Definice
Necht’ L = {<}. Teorie hustého lineárńıho uspǒrádáńı je teorie lineárńıho
uspǒrádáńı, pro kterou nav́ıc plat́ı

• H: (∀x)(∀y)
(
(x < y)⇒ (∃z)(x < z < y)

)
– hustota

Modely:
i) 〈Q, <〉, racionálńı č́ısla

ii) 〈Q+
0 , <〉, nezáporná racionálńı č́ısla

iii) 〈R, <〉, reálná č́ısla
iv) 〈(0, 1), <〉, reálná č́ısla na intervalu (0, 1)
v)
〈
〈0, 1〉, <

〉
, reálná č́ısla na intervalu 〈0, 1〉

Je teorie hustého lineárńıho uspǒrádáńı úplná? Neńı.
• 〈Q, <〉 Z= (∀x)(∃y)(y < x) ∧ (∀x)(∃y)(x < y) neomezenost zdola a shora,
• 〈Q+

0 , <〉 Z= (∃x)(∀y)(x ≤ y) existence nejmenš́ıho prvku
• 〈〈0, 1〉, <〉 Z= (∃x)(∀y)(y ≤ x) existence nejvěťśıho prvku
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Úplná teorie a elementárńı ekvivalence Teorie neomezeného hustého lineárńıho uspǒrádáńı

Teorie neomezeného hustého lineárńıho uspǒrádáńı

Definice
Necht’ L = {<}. Teorie neomezeného hustého lineárńıho uspǒrádáńı je teorie
hustého lineárńıho uspǒrádáńı, pro kterou nav́ıc plat́ı

• N: (∀x)(∃y)(∃z)(y < x ∧ x < z) – neomezenost

Modely
i) 〈Q, <〉, racionálńı č́ısla

ii) 〈R, <〉, reálná č́ısla
iii) 〈R \ {0}, <〉, reálná č́ısla
iv) 〈(a, b), <〉, reálná č́ısla na otev̌reném intervalu, a, b ∈ R, 〈(a, b), <〉 ∼= 〈R, <〉.
v) 〈(a, b) ∪ (c, d), <〉, reálná č́ısla na sjednoceńı otev̌rených interval̊u

Teorie neomezeného hustého lineárńıho uspǒrádáńı je úplná. Bez důkazu. Tedy

〈Q, <〉 ≡ 〈R, <〉 ≡ 〈(a, b), <〉 ≡ 〈(a, b) ∪ (c, d), <〉
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Úplná teorie a elementárńı ekvivalence Teorie následńıka

Teorie následńıka
Hledáme úplnou teorii popisuj́ıćı vlastnosti p̌rirozených č́ısel.

Teorie následńıka
L = {S , 0}, S - unárńı funkčńı symbol, 0 - konstanta

i) (∀x)(∀y)(S(x) = S(y)⇒ x = y)
ii) (∀x)¬(S(x) = 0)
iii) (∀x)(¬(x = 0)⇒ (∃y)(x = S(y)))
iv) (∀x)¬(Sm(x) = x), kde m ≥ 1

Sm(x) = (S ◦ S ◦ . . . ◦ S)︸ ︷︷ ︸
m krát

(x). Jedná se tedy o nekonečnou množinu axiomů.

Modely:
• {0, 1, 2, . . . }, S(x) = x + 1
• {0, 2, 4, . . . }, S(x) = x + 2
• {0,−1,−2,−3, . . . }, S(x) = x − 1
• {0, 1, 2, . . . , α− 2, α− 1, α, α+ 1, α+ 2, α+ 3 . . . }, S(x) = x + 1,

nestandardńı model
Úplná teorie
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Úplná teorie a elementárńı ekvivalence Teorie grup

Teorie grup

Definice
Necht’ L = {e, f }, f – binárńı funkčńı symbol, e – konstanta (neutrálńı prvek).
Grupa splňuje tyto axiomy:

• A: (∀x)(∀y)(∀z)f (f (x, y), z)) = f (x, f (y, z)) – asociativita
• N: (∀x)f (x, e) = x – neutralita
• I: (∀x)(∃z)f (x, z) = e – inverzńı prvek
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Úplná teorie a elementárńı ekvivalence Teorie grup

Model nekomutativńı grupy – permutace

M – množina vzájemně jednoznačných zobrazeńı n prvkové množiny
{0, 1, . . . ,n − 1}, e – identita
f – skládáńı zobrazeńı, tj. f (p, q) = p ◦ q a (p ◦ q)(x) = p(q(x)),
Nap̌r. pro n = 3:

x p1(x) p2(x) p3(x) p4(x) p5(x) p6(x)
0 0 0 1 1 2 2
1 1 2 0 2 0 1
2 2 1 2 0 1 0

Máme 6 r̊uzných prvk̊u. Obecně M obsahuje n! prvk̊u.
Asociativita plyne z vlastnost́ı skládáńı zobrazeńı.
Inverzńı prvek k p4 = {(0, 1), (1, 2), (2, 0)} je p5 = {(0, 2), (1, 0), (2, 1)}.
Komutativita: Neplat́ı!

p2 ◦ p4 =


p2(p4(0)) = p2(1) = 2
p2(p4(1)) = p2(2) = 1
p2(p4(2)) = p2(0) = 0

 = p6 6= p4 ◦ p2 =


p4(p2(0)) = p4(0) = 1
p4(p2(1)) = p4(2) = 0
p4(p2(2)) = p4(1) = 2

 = p3.
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Úplná teorie a elementárńı ekvivalence Teorie grup

Aditivńı grupy

L = {+, 0}
• A: (∀x)(∀y)(∀z)(x + (y + z) = (x + y) + z) – asociativita
• N: (∀x)(x + 0 = x) – neutralita
• I: (∀x)(∃z)(x + z = 0) – inverzńı prvek
• K: (∀x)(∀y)(x + y = y + x) – komutativita

Modely aditivńı grupy a jejich elementárńı ekvivalence:
i) 〈N,+, 0〉, netvǒŕı grupu - chyb́ı inverzńı prvky

ii) 〈Z,+, 0〉
iii) 〈Q,+, 0〉 Z= (∀x)(∃y)(x = y + y)
iv) 〈R,+, 0〉, 〈R,+, 0〉 ≡ 〈Q,+, 0〉, avšak neplat́ı 〈R,+, 0〉 ∼= 〈Q,+, 0〉
v) 〈{0},+, 0〉 Z= (∀x)(∀y)(x = y)
vi) 〈3Z,+, 0〉, 3Z = {0, 3,−3, 6,−6, . . . }, 3Z ∼= Z, tedy i 3Z ≡ Z.
vii) nZ = {0,n,−n, 2n,−2n, 3n,−3n, . . . }, nZ ∼= Z, tedy i nZ ≡ Z
Teorie grup neńı úplná.
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Úplná teorie a elementárńı ekvivalence Teorie grup

Multiplikativńı grupy

L = {·, 1}
• A: (∀x)(∀y)(∀z)(x · (y · z) = (x · y) · z) – asociativita
• N: (∀x)(x · 1 = x) – neutralita
• I: (∀x)(∃z)(x · z = 1) – inverzńı prvek
• K: (∀x)(∀y)(x · y = y · x) – komutativita

Modely multiplikativńı grupy a jejich elementárńı ekvivalence:
i) 〈N, ·, 1〉 – p̌rirozená č́ısla neńı grupa

ii) 〈Q, ·, 1〉 – racionálńı č́ısla neńı grupa
iii) 〈Q+, ·, 1〉
iv) 〈R+, ·, 1〉 Z= (∀x)(∃y)(y · y = x), neplat́ı v 〈Q+, ·, 1〉
v) 〈{1}, ·, 1〉 Z= (∀x)(∀y)(x = y) , neplat́ı jinde
vi) 〈Q \ {0}, ·, 1〉 Z= (∀x)(∃y)((x 6= y) ∧ (x · x = y · y)) , neplat́ı v 〈Q+, ·, 1〉
vii) 〈R \ {0}, ·, 1〉 Z= (∀x)(∃y)(y · y · y · y = x · x), neplat́ı v 〈Q \ {0}, ·, 1〉
viii) 〈{1,−1}, ·, 1〉 Z= (∃x)¬(x = 1)
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Aritmetika

Robinsonova aritmetika

Robinsonova aritmetika, L = {≤,+, ·,S , 0}

i) (∀x)(∀y)(S(x) = S(y)⇒ x = y)
ii) (∀x)(S(x) 6= 0)

iii) (∀x)(x 6= 0⇒ (∃y)(x = S(y)))
iv) (∀x)(x + 0 = x)
v) (∀x)(∀y)(x + S(y) = S(x + y))
vi) (∀x)(x · 0 = 0)
vii) (∀x)(∀y)(x · S(y) = x · y + x)

viii) (∀x)(∀y)(x ≤ y ⇔ (∃z)(y = z + x))

• Standardńı model: 〈N,≤,+, ·, x + 1, 0〉, Z= (∀x)(∀y)(x + y = y + x)
• Nestandardńı model: 〈M = {0, 1, 2, . . . , α, β},S(x) = x + 1,S(α) = α,S(β) = β〉

+ y α β
x x + y α β
α α α β
β β α β

· 0 y 6= 0 α β
x 0 x · y α β
α 0 α α α
β 0 β β β

M Z= ¬(∀x)(∀y)(x + y = y + x). Robinsonova aritmetika neńı úplná.
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Aritmetika

Peanova aritmetika

Peanova aritmetika, L = {≤,+, ·,S , 0}

i) (∀x)(∀y)(S(x) = S(y)⇒ x = y)
ii) (∀x)(S(x) 6= 0)

iii) (∀x)(x 6= 0⇒ (∃y)(x = S(y)))
iv) (∀x)(x + 0 = x)
v) (∀x)(∀y)(x + S(y) = S(x + y))
vi) (∀x)(x · 0 = 0)
vii) (∀x)(∀y)(x · S(y) = x · y + x)

viii) (∀x)(∀y)(x ≤ y ⇔ (∃z)(y = z + x))
ix) Schéma indukce: Je-li A(x) formule, pak plat́ı(

A(0) ∧ (∀x)
(

A(x)⇒ A(S(x))
))
⇒ (∀x)A(x).

Je Peanova aritmetika úplná?
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Aritmetika

Peanova aritmetika

Věta

Následuj́ıćı formule plat́ı v Peanově aritmetice (logické d̊usledky):
a) (∀x)(0 + x = x)
b) (∀x)(∀y)(S(y) + x = S(y + x))
c) (∀x)(∀y)(x + y = y + x)
d) (∀x)(∀y)(∀z)((x + y) + z = x + (y + z))
e) (∀x)(0 · x = 0)
f) (∀x)(∀y)(S(y) · x = y · x + x)
g) (∀x)(∀y)(y · x = x · y)
h) (∀x)(∀y)(∀z)(x · (y + z) = x · y + x · z)
i) (∀x)(∀y)(∀z)(x · (y · z) = (x · y) · z)
j) (∀x)(∀y)((∀z)(x ≤ y) ∧ (y ≤ z)⇒ (x ≤ z))
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Aritmetika

Důkaz indukćı
Při důkazu použ́ıváme schéma indukce:(

A(0) ∧ (∀x)
(

A(x)⇒ A(S(x))
))
⇒ (∀x)A(x)

ad a) Chceme dokázat: (∀x)(0 + x = x)
Použijeme schéma indukce pro A(x) : 0 + x = x
A(0) : 0 + 0 = 0 – plat́ı z iv)
A(S(x)) : 0 + S(x) = S(0 + x) = S(x) – plat́ı z v) a A(x)
D́ıky platnosti A⇒ B,A Z= B plat́ı i (∀x)(0 + x = x).

ad b) Chceme dokázat: (∀x)(∀y)(S(y) + x = S(y + x))
A(x) : (∀y)(S(y) + x = S(y + x))
A(0) : (∀y)(S(y) + 0 = S(y + 0)), nebot’ S(y) + 0 = S(y) = S(y + 0) – z iv) dvakrát
A(S(x)) : (∀y)(S(y) + S(x) = S(y + S(x))), nebot’
S(y) + S(x) = S(S(y) + x) = S(S(y + x)) = S(y + S(x)) – z v) a A(x) a v)

ad c) (∀x)(∀y)(x + y = y + x)
A(x) : (∀y)(x + y = y + x)
A(0) : (∀y)(0 + y = y = y + 0), nebot’ 0 + y = y = y + 0 – z a) a iv)
A(S(x)) : (∀y)(S(x) + y = y + S(x)), nebot’
(S(x) + y = S(x + y) = S(y + x) = y + S(x)) – z b) a A(x) a v)
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Aritmetika

Presburgerova aritmetika

Presburgerova aritmetika, L = {≤,+,S , 0}

i) (∀x)(∀y)(S(x) = S(y)⇒ x = y)
ii) (∀x)(S(x) 6= 0)

iii) (∀x)(x 6= 0⇒ (∃y)(x = S(y)))
iv) (∀x)(x + 0 = x)
v) (∀x)(∀y)(x + S(y) = S(x + y))
vi) (∀x)(∀y)(x ≤ y ⇔ (∃z)(y = z + x))
vii) Schéma indukce: Je-li A(x) formule, pak plat́ı(

A(0) ∧ (∀x)
(

A(x)⇒ A(S(x))
))
⇒ (∀x)A(x).

Presburgerova aritmetika je úplná.

Peanova aritmetika neńı úplná. Gődelova věta o neúplnosti
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Aritmetika

Domáćı úkol

Dokažte, že v Peanově aritmetice plat́ı asociativńı a distributivńı zákon,
tj. Věta 19/22 d), g).
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