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BI-MLO, ZS 2015/2016
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Domáćı úkol

Rozhodněte a zdůvodněte, zda plat́ı

((∃x)p(x)⇒ (∃x)q(x)) Z= (∃x)(p(x)⇒ q(x))

((∀x)¬p(x) ∨ (∃x)q(x)) Z= (∃x)(¬p(x) ∨ q(x))

((∀x)¬p(x) ∨ (∃x)q(x)) ∧ (∀x)(p(x) ∧ ¬q(x))

((∀x)¬p(x) ∨ (∃x)q(x)) ∧ (∀x)p(x) ∧ (∀x)¬q(x)

Kontradikce. Tedy se jedná o logický důsledek.
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Booleova algebra Definice Booleovy algebry

Booleova algebra

Definice
Teorie Booleových algeber je v jazyce L = {+, ·,′ , 0, 1, =}, kde pr̊usek · a
spojeńı + jsou binárńı funkce, doplněk ′ je unárńı funkce, nejmenš́ı prvek 0 a
nejvěťśı prvek 1 jsou konstanty, = je binárńı predikát rovnosti.

i) x + y = y + x – komutativńı zákony
x · y = y · x

ii) (x + y) + z = x + (y + z) – asociativńı zákony
(x · y) · z = x · (y · z)

iii) (x + y) · z = (x · z) + (y · z) – distributivńı zákony
(x · y) + z = (x + z) · (y + z)

iv) x + 0 = x – zákony neutrality
x · 1 = x

v) x · x ′ = 0 – zákony komplementarity
x + x ′ = 1
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Booleova algebra Definice Booleovy algebry

Booleova algebra výrokové logiky

Př́ıklad
Necht’ S je množina výrokových formuĺı nad n prvotńımi formulemi. Spojeńı +
inerpretujeme jako ∨, pr̊usek · jako ∧, doplněk ′ jako ¬, konstanty 0 a 1 jako ⊥ a
> a rovnost jako Z= \ . Potom (S ,∨,∧,¬,⊥,>, Z= \ ) je modelem Booleovy algebry.

Důkaz
Pro každé ťri formule A, B, C plat́ı:

i) A ∨ B Z= \ B ∨A – komutativńı zákony
A ∧ B Z= \ B ∧A

ii) (A ∨ B) ∨ C Z=\ A ∨ (B ∨ C) – asociativńı zákony
(A ∧ B) ∧ C Z=\ A ∧ (B ∧ C)

iii) (A ∨ B) ∧ C Z=\ (A ∧ C) ∨ (B ∧ C) – distributivńı zákony
(A ∧ B) ∨ C Z=\ (A ∨ C) ∧ (B ∨ C)

iv) A ∨ ⊥ Z=\ A – zákony neutrality
A ∧ > Z=\ A

v) A ∧ ¬A Z=\ ⊥ – zákony komplementarity
A ∨ ¬A Z=\ >
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Booleova algebra Princip duality

Princip duality

Princip duality
Jestliže v Booleově algeb̌re vzájemně zaměńıme operace + a · a konstanty 0 a 1,
dostaneme opět Booleovu algebru.

Důkaz
Plyne p̌ŕımo z definice. Všechny axiomy tvǒŕı páry, které jsou zjevně invariantńı v̊uči této
záměně.

Poznámka: Platit budou též všechny odvozené vlastnosti.
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Booleova algebra Vlastnosti BA

Vlastnosti Booleovy algebry
Tvrzeńı
V Booleově algeb̌re pro každé x, y ∈ S plat́ı:

i) doplněk x′ je zákony komplementarity určen jednoznačně,
ii) x′′ = x – zákon dvoj́ı negace
iii) x + x = x – idempotence + a ·

x · x = x

Poznámka: V souladu se zavedenými konvencemi budeme v zápisech uvažovat prioritu · p̌red +.
Výraz x · y + z tedy znamená (x · y) + z.

Důkaz

i) Necht’ x′1 splňuje stejné vlastnosti komplementarity k prvku x jako x′

(tj. x · x′1 = 0 a x + x′1 = 1).Potom
x′1 = x′1 · 1 = x′1 · (x + x′) = x′1 · x + x′1 · x′ = x′1 · x′ = x′ · x′1 + x′ · x = x′ · (x′1 + x) = x′

ii) x′ · x′′ = 0 = x′ · x a x′ + x′′ = 1 = x′ + x.To znamená, že x splňuje stejné vlastnosti
komplementarity k x′ jako jeho doplněk x′′. Tud́ıž x′′ = x.

iii) x = x + 0 = x + x · x′ = (x + x) · (x + x′) = (x + x) · 1 = x + x
x = x · 1 = x · (x + x′) = x · x + x · x′ = x · x + 0 = x · x
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Booleova algebra Vlastnosti BA

Vlastnosti Booleovy algebry
Tvrzeńı
V Booleově algeb̌re pro každé x, y ∈ S plat́ı:

iv) x + 1 = 1
x · 0 = 0

v) x + (x · y) = x – zákony absorpce
x · (x + y) = x

vi) (x + y)′ = (x′ · y′) – de Morganovy zákony
(x · y)′ = (x′ + y′)

Důkaz

iv) x + 1 = x + x + x′ = x + x′ = 1
x · 0 = x · x · x′ = x · x′ = 0

v) x + x · y = x · (1 + y) = x · 1 = x
x · (x + y) = (x + 0) · (x + y) = x + 0 · y = x

vi) (x + y)(x′ · y′) = x · x′ · y′ + y · x′ · y′ = 0 · y′ + 0 · x′ = 0.

(x + y) + x′ · y′ = x + (y + x′) · (y + y′) = x + (y + x′) · 1 = x + x′ + y = 1 + y = 1
To znamená, že x′ · y′ splňuje stejné vlastnosti komplementarity k (x + y) jako jeho
doplněk (x + y)′. Tud́ıž (x + y)′ = x′ · y′.
Pokud dosad́ıme x′, y′ za x, y a provedeme doplněk na obou stranách rovnosti, dostaneme:
(x′ + y′) = (x′ + y′)′′ = (x′′ · y′′)′ = (x · y)′.
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Booleova algebra Poč́ıtáńı v BA

Poč́ıtáńı v Booleově algeb̌re

Př́ıklad
Zjednodušte následuj́ıćı zápisy výraz̊u Booleovy algebry tak, aby obsahovaly co
nejméně symbol̊u:

• abc +
(
b′(a′ + c)

)′ = abc + b + (a′ + c)′ = b + ac′

•
(
(a′ + 1)′ + (a + 0)

)′ = (1′ + a)′ = (0 + a)′ = a′

• ab′c′ + ab′c + abc′ + abc = ab′(c + c′) + ab(c + c′) = ab′ + ab = a
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Booleova algebra Uspǒrádáńı Booleovy algebry

Uspǒrádáńı Booleovy algebry

Tvrzeńı
Pro každé dva prvky x a y Booleovy algebry plat́ı:
x + y = y právě tehdy, když x · y = x.

Důkaz
S využit́ım zákonů absorbce dostaneme:

• ⇒: x · y = x · (x + y) = x.

• ⇐: x + y = x · y + y = y

Definice
Uspǒrádáńı na Booleově algeb̌re definujeme takto:

x ≤ y právě když x + y = y

což je ekvivalentńı x · y = x.
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Booleova algebra Uspǒrádáńı Booleovy algebry

Vlastnosti uspǒrádáńı BA

Tvrzeńı
Pro každé ťri prvky x, y, z Booleovy algebry plat́ı

i) x · y ≤ x, x ≤ x + y.

ii) 0 ≤ x, x ≤ 1.

iii) Uspǒrádáńı ≤ je částečné uspǒrádáńı

(a) x ≤ x – reflexivita
(b) (x ≤ y ∧ y ≤ z)⇒ x ≤ z – transitivita
(c) (x ≤ y ∧ y ≤ x)⇒ x = y – slabá antisymetrie

Důkaz

i) (x · y) · x = x · y, x + (x + y) = x + y.

ii) 0 · x = 0, x · 1 = x

iii) (a) x ≤ x, právě když x + x = x.
(b) Jestliže x ≤ y a y ≤ z, pak x + y = y a y + z = z, tedy

x + z = x + (y + z) = (x + y) + z = y + z = z. Tedy x ≤ z.
(c) Jestliže x ≤ y a zároveň y ≤ x, pak x + y = y a zároveň y + x = x. Tedy

x = y + x = x + y = y.
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Booleova algebra Uspǒrádáńı Booleovy algebry

Infimum a supremum

Definice
Necht’ x, y jsou dva prvky Booleovy algebry. Pak definujeme

• z = inf{x, y}, infimum, nejvěťśı dolńı závora, právě když
(z ≤ x ∧ z ≤ y) ∧ ((∀u)(u ≤ x ∧ u ≤ y)⇒ u ≤ z)

• z = sup{x, y}, supremum, nejmenš́ı horńı závora, právě když
(x ≤ z ∧ y ≤ z) ∧ ((∀u)(x ≤ u ∧ y ≤ u)⇒ z ≤ u)

Tvrzeńı
Necht’ x, y ∈ S jsou dva prvky Booleovy algebry. Potom

inf{x, y} = x · y a sup{x, y} = x + y.

Důkaz
• Určitě (x · y ≤ x) ∧ (x · y ≤ y). Jestliže (u ≤ x) ∧ (u ≤ y), pak (u · x = u) ∧ (u · y = u),

tedy u · x · y = u a tedy ⇒ (u ≤ x · y).
• Analogicky.
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Booleova algebra Uspǒrádáńı Booleovy algebry

Atomy

Definice
Minimálńı prvky r̊uzné od 0 nazýváme atomy. Tj. a je atom, právě když

¬(a = 0) ∧ (∀b)(b ≤ a ⇒ (b = 0 ∨ b = a).
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Booleova algebra Modely BA

Booleova algebra {0, 1}

Př́ıklad
S = {0, 1}. Operace jsou definovány jako logické operátory následuj́ıćımi
tabulkami:

+ 1 0
1 1 1
0 1 0

· 1 0
1 1 0
0 0 0

x x ′

1 0
0 1

Nejmenš́ı prvek je 0 a nejvěťśı prvek je 1.

• Uspǒrádáńı: 0 ≤ 1.
• Atom: {1}.
• Počet prvk̊u S : |S | = 2.

1

0
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Booleova algebra Modely BA

Booleova algebra {0, 1}n

Př́ıklad
S = {0, 1}n = {0, 1} × {0, 1} × . . . {0, 1}︸ ︷︷ ︸

n krát

=
{
〈x1, . . . , xn〉|x1, . . . , xn ∈ {0, 1}

}
.

Funkce jsou definovány jako logické operátory po složkách:
• 〈x1, x2, . . . , xn〉+ 〈y1, y2, . . . , yn〉 = 〈x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn〉
• 〈x1, x2, . . . , xn〉 · 〈y1, y2, . . . , yn〉 = 〈x1 · y1, x2 · y2, . . . , xn · yn〉
• 〈x1, x2, . . . , xn〉′ = 〈x ′

1, x ′
2, . . . , x ′

n〉
Nejmenš́ı prvek: 0 = 〈0, 0, 0, 0, 0〉.
Nejvěťśı prvek: 1 = 〈1, 1, 1, 1, 1〉.

• Uspǒrádáńı:
(
〈a1, . . . , an〉 ≤ 〈b1, . . . , bn〉

)
⇔ (∀i = 1, . . . , n)(ai ≤ bi).

• Atomy:
{
〈1, 0, ..., 0〉, 〈0, 1, ..., 0〉, . . . , 〈0, 0, ..., 1〉

}
.

Počet atomů: n.
• Počet prvk̊u v S :|S | = 2n.
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Booleova algebra Modely BA

Př́ıklad – Booleova algebra {0, 1}4

〈1, 1, 1, 1〉

〈1, 1, 1, 0〉 〈1, 1, 0, 1〉 〈1, 0, 1, 1〉 〈0, 1, 1, 1〉

〈1, 1, 0, 0〉 〈1, 0, 1, 0〉 〈1, 0, 0, 1〉 〈0, 1, 1, 0〉 〈0, 1, 0, 1〉 〈0, 0, 1, 1〉

〈1, 0, 0, 0〉 〈0, 1, 0, 0〉 〈0, 0, 1, 0〉 〈0, 0, 0, 1〉

〈0, 0, 0, 0〉

Atomy →
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Booleova algebra Modely BA

Booleova algebra P(M )

Př́ıklad
Necht’ M je množina. Množina všech podmnožin P(M ) (potenčńı množina)
množiny M je P(M ) = {a|a ⊆ M}.

Zaved’me Booleovu algebru na S = P(M ):
• a + b = a ∪ b
• a · b = a ∩ b
• a′ = M \ a
• Nejmenš́ı prvek: ∅
• Nejvěťśı prvek: M

• Uspǒrádáńı: (a ≤ b)⇔
(
(a ∩ b) = a

)
⇔ (a ⊆ b)

• Atomy: jednoprvkové podmnožiny M .
Počet atomů: |M |

• Počet prvk̊u v BA: |P(M )| = 2|M|
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Booleova algebra Modely BA

Př́ıklad – Booleova algebra P(M ) pro M = {x , y}

P
(
{x, y}

)
=
{
∅, {x}, {y}, {x, y}

}

{x, y}

{x} {y}

∅
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Booleova algebra Modely BA

Př́ıklad – Booleova algebra P(M ) pro M = {x , y, z}
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Booleova algebra Modely BA

Př́ıklad – Booleova algebra P(M ) pro M = {x , y, z , v}

{x, y, z, v}

{x, y, z} {x, y, v} {x, z, v} {y, z, v}

{x, y} {x, z} {x, v} {y, z} {y, v} {z, v}

{x} {y} {z} {v}

∅
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Booleova algebra Modely BA

Booleova algebra výrokové logiky

Př́ıklad
S = množina výrokových formuĺı nad prvotńımi formulemi {A1, ..., An}.

• A + B = A ∨ B
• A · B = A ∧ B
• A′ = ¬A
• Rovnost definujeme jako Z= \ .
• 0 = ⊥, 1 = >

• Uspǒrádáńı: A ≤ B odpov́ıdá A Z= B, nebot’ to je právě, když A ∧ B Z= \ A
⇔ úplné mintermy A tvǒŕı podmnožinu úplných mintermů B

• Atomy– úplné mintermy: (A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An), (¬A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An),
(A1∧¬A2∧ . . .∧An), . . . , (A1∧A2∧ . . .∧¬An), . . . , (¬A1∧¬A2∧ . . .∧¬An)
Atomů je 2n.

• Počet prvk̊u Booleovy algebry: |S | = 22n
.
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Booleova algebra Modely BA

Př́ıklad – BA nad jednou prvotńı formuĺı A

>

A ¬A

⊥
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Booleova algebra Modely BA

Př́ıklad – BA nad dvěma prvotńımi formulemi A, B

>

A ∨ B A ∨ ¬B ¬A ∨ B ¬A ∨ ¬B

A B A⇔B A⇔¬B ¬B ¬A

A ∧ B A ∧ ¬B ¬A ∧ B ¬A ∧ ¬B

⊥
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Booleova algebra Isomorfismus Booloeových algeber

Isomorfismus Booleových algeber

Definice
Isomorfismus Booleových algeber S a T je zobrazeńı f : S → T , které je prosté
a na a pro každé x, y ∈ S plat́ı:

i) f (x)′ = f (x ′)
ii) f (x + y) = f (x) + f (y)
iii) f (x · y) = f (x) · f (y)

Tvrzeńı
Je-li f isomorfismus Booleových algeber S a T , potom

i) f (0) = 0
ii) f (1) = 1

Důkaz

i) f (0) = f (x · x′) = f (x) · f (x′) = f (x) · f (x)′ = 0
ii) f (1) = f (x + x′) = f (x) + f (x′) = f (x) + f (x)′ = 1
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Booleova algebra Isomorfismus Booloeových algeber

Věta o isomorfismu

Věta
Každá konečná Booleova algebra S je isomorfńı s Booleovou algebrou P(A), kde
A je množina atomů S . Booleova algebra má 2m prvk̊u, kde m je počet atomů.

Důkaz
Každému prvku x lze p̌rǐradit množinu atomů, které jsou menš́ı nebo rovné než x.
Necht’ A je množina všech atomů algebry S . Pro x ∈ S definujme
f (x) = {a ∈ A|a ≤ x} ∈ P(A). Zjevně f je prosté a na.
Inverzńı zobrazeńı je f−1

(
{a1, . . . , ak}

)
= a1 + a2 + . . . + ak a f−1(∅) = 0.

• x 6= y ⇔ {a ∈ A|a ≤ x} 6= {a ∈ A|a ≤ y}
• f (x · y) = {a ∈ A|a ≤ x · y} = {a ∈ A|a ≤ x ∧ a ≤ y} = {a ∈ A|a ≤ x} ∩ {a ∈ A|a ≤ y},

nebot’ a ≤ x · y ⇔ (a ≤ x) ∧ (a ≤ y)
• f (x +y) = {a ∈ A|a ≤ x +y} = {a ∈ A|a ≤ x∨a ≤ y} = {a ∈ A|a ≤ x}∪{a ∈ A|a ≤ y},

nebot’ a ≤ x + y ⇔ (a ≤ x) ∨ (a ≤ y)
• f (x′) = {a ∈ A|a ≤ x′} = A \ {a ∈ A|a ≤ x} = f (x)′, nebot’

x · x′ = 0⇒ {a ∈ A|a ≤ x} ∩ {a ∈ A|a ≤ x′} = ∅
x + x′ = 0⇒ {a ∈ A|a ≤ x} ∪ {a ∈ A|a ≤ x′} = A
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Booleova algebra Isomorfismus Booloeových algeber

Booleova algebra výrokové logiky

Důsledek
Booleova algebra nad n prvotńımi formulemi má 2n atomů a 22n

výrokových
formuĺı.

Důkaz
Atomy jsou všechny úplné mintermy, je jich 2n . Každou formuli jednoznačně vyjáďŕıme jako
disjunkci konečné množiny mintermů (z jednoznačnosti úplného DNT). Podmnožin množiny
mintermů je 22n

.
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Booleova algebra Isomorfismus Booloeových algeber

Isomorfismus {0, 1}4 a BA nad prvotńımi formulemi
A, B

>
〈1, 1, 1, 1〉

A ∨ B
〈1, 1, 1, 0〉

A ∨ ¬B
〈1, 1, 0, 1〉

¬A ∨ B
〈1, 0, 1, 1〉

¬A ∨ ¬B
〈0, 1, 1, 1〉

A
〈1, 1, 0, 0〉

B
〈1, 0, 1, 0〉

A⇔B
〈1, 0, 0, 1〉

A⇔¬B
〈0, 1, 1, 0〉

¬B
〈0, 1, 0, 1〉

¬A
〈0, 0, 1, 1〉

A ∧ B
〈1, 0, 0, 0〉

A ∧ ¬B
〈0, 1, 0, 0〉

¬A ∧ B
〈0, 0, 1, 0〉

¬A ∧ ¬B
〈0, 0, 0, 1〉

⊥
〈0, 0, 0, 0〉
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Booleova algebra Booleovské funkce

Booleovská funkce

Definice
Booleovská funkce je funkce z množiny {0, 1}n do množiny {0, 1}.

Booleovské funkce na {0, 1}2

x y f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1 0 1 0

x y f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 f16
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
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Booleovské funkce nad 2 prvotńımi formulemi

Každá formule výrokové logiky se 2 prvotńımi proměnnými odpov́ıdá právě jedné
booleovské funkci z množiny {0, 1}2 do množiny {0, 1}.

Logicky ekvivalentńı formule odpov́ıdaj́ı stejné booleovské funkci.

A B T A ∨ B B ⇒ A A⇒ B ¬A ∨ ¬B A A⇔ B B
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1 0 1 0

A⇔ ¬B ¬B ¬A A ∧ B A ∧ ¬B ¬A ∧ B ¬A ∧ ¬B ⊥
0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1 0

Celkem 222
= 16 možných booleovských funkćı (logicky neekvivalentńıch formuĺı).
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Domáćı úkol pro 2. paralelku

Tři lidé sed́ı kolem stolu. Každý z nich v́ı, že má na hlavě bud’ b́ılý nebo černý
klobouk, a každý vid́ı klobouky svých sousedů, ale nikoli sv̊uj. Ve skutečnosti maj́ı
všichni b́ılý klobouk. Vyzveme je, aby se p̌rihlásil, kdo vid́ı b́ılý klobouk. Všichni
zvednou ruku. Dále je vyzveme, aby ten kdo v́ı, jakou barvu má jeho klobouk,
ruku sundal. Po chv́ıli ten nejchyťreǰśı ruku sundá. Jak na to p̌rǐsel?
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Domáćı úkol pro 3. paralelku

Představte si, že máme šachovnici, z ńıž jsou vy̌ŕıznuta dvě poĺıčka v roźıch proti
sobě na diagonále.

Rozḿıstěte na ni kostky domina (kostka domina zabere dvě sousedńı poĺıčka
šachovnice) tak, aby pokryly všechna zbylá poĺıčka šachovnice.
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