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Domaci ukol

Rozhodnéte a zdiivodnéte, zda platf
(Bx)p(z) = (Fx)q(z)) = (Gz)(p(z) = q(2))
((Vz)-p(z) v (3z)q(2)) = (3z)(=p(2) V g(x))
((Vz)=p(z) v Bz)q(x)) A (Vo) (p(2) A —g(x))

((Ve)=p(2) V (Fz)g(2)) A (Va)p(z) A (VE)=g(x)

Kontradikce. Tedy se jedna o logicky dusledek.
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Booleova algebra

Definice
Teorie Booleovych algeber je v jazyce L = {+,-,,0,1,=}, kde priisek - a
spojeni + jsou binarni funkce, doplnék ’ je unarni funkce, nejmensi prvek 0 a
nejvétsi prvek 1 jsou konstanty, = je binarni predikat rovnosti.
i) x+y=y-+a - komutativni zdkony
T-Yy=9y-x
i) (z4+vy)+2z=2+ (y+2) - asociativni zakony
(-y)z=z-(y 2)
i) (x+y)-z=(x-2)+ (y-2) - distributivni zakony
(z-y)+z=(x+2) (y+2)
iv) £+ 0 =21z - zdkony neutrality
z-l=z
v) -1’ =0 - zakony komplementarity
r+2 =1

&S]
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Booleova algebra vyrokové logiky

Priklad

Necht S je mnoZina vyrokovych formuli nad n prvotnimi formulemi. Spojeni +
inerpretujeme jako V, priisek - jako A, dopln&k ’ jako —, konstanty 0 a 1 jako L a
T a rovnost jako H . Potom (S,V,A,—, L, T, H) je modelem Booleovy algebry.

Dikaz
Pro kazdé t¥i formule A, B, C plati:
i) AV BH BV A - komutativni zdkony

ANBH BAA

ii) (AVB)V CH AV (BV C) — asociativni zdkony
(ANB)ACH AN(BAC)

i) (AVB)ACH(AAC)V (BA C) — distributivni zakony
(AANB)VCH(AVC)A(BVO)

iv) AV L H A - zikony neutrality
ANTHA

v) AA-AH L — zikony komplementarity
AV—-AHRT
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Princip duality

Princip duality

Jestlize v Booleové algebre vzdjemné zaménime operace + a - a konstanty 0 a 1,
dostaneme opét Booleovu algebru.

Dikaz

Plyne pfimo z definice. VSechny axiomy tvofi pary, které jsou zjevné invariantni viéi této
zaméné. O

Poznamka: Platit budou téz vSechny odvozené vlastnosti.
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Vlastnosti Booleovy algebry

Tvrzeni

V Booleové algebfe pro kazdé z,y € S plati:
i) doplnék z' je zdkony komplementarity uréen jednoznaéné,
i) 2/ =z - zdkon dvoji negace

i) ©4+ =z - idempotence + a -

T-T=

Poznamka: V souladu se zavedenymi konvencemi budeme v zapisech uvaZovat prioritu - pred +.
Vyraz z -y + 2z tedy znamend (z - y) + 2.

Diikaz

i) Necht z] spliiuje stejné vlastnosti komplementarity k prvku = jako 2’
(tj- z- 21 =0 a z+ z{ = 1).Potom
=z l=x - (z+2)=a2 - z+a] - d' =2 -2’ =2" 2] +2 - z2=2 - (2] +2) =2

i) 2 2" =0=2"-za1’ +1"”" =1= 1"+ 5.To znamen4, Ze z spliiuje stejné vlastnosti
komplementarity k 2’ jako jeho doplnék z'. Tudiz z'/ = x.

i) z=2+0=2+z-2/ =(z+2) (z+2)=(z+z) - l=z+=z
z=z-l=z-(z+2)=z-2+z-2 =2-2+0=z-2
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Vlastnosti Booleovy algebry

Tvrzeni
V Booleové algebfe pro kazdé z,y € S plati:
iv) z4+1=1
z-0=0

y
(z-y) =@ +4¢)

Dikaz
iv) z+l=z+z+z' =z+2' =1
z-0=z-z-2' =z-2/ =0
v) z4+z-y=z-(14+y)=z-1==z
z-(z+y)=(@+0)-(¢+y)=2+0-y=2

vi) (z4+y) (2" -y)=x-2" -y +y-2' -y =0-94+0-2" =0.

@ty +a' v =2+@y+a) (y+y)=2+@y+ta) 1=a+s’'+y=1+y=1
To znamen4, ze 7’ - y splfiuje stejné vlastnosti komplementarity k (z + y) jako jeho

doplnék (z 4 y)’. Tudiz (z +y) =z’ - o'
Triifajova (FIT CVUT) BI-MLO, Prednagka ¢. 11
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Pocitani v Booleové algebre

Priklad

Zjednoduste nasledujici zapisy vyrazil Booleovy algebry tak, aby obsahovaly co
nejméné symbold:

e abc+ (b'(d + c))/ =abc+ b+ (a +c) =b+ac

e (@+1) +(at0) ="+ =(0+a) =0

e ab'c +ab'c+ abc’ + abc = ab'(c+ ')+ ab(c+ ') = ab' +ab=a

fe
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Usporadani Booleovy algebry

Tvrzeni

Pro kazdé dva prvky z a y Booleovy algebry plati:
x + y =y pravé tehdy, kdyZ z - y = z.

Diikaz

S vyuzitim zakon absorbce dostaneme:
e =:z.y=z-(z+vy) =z
e —rxty=z-y+y=y

D4
Definice
Usporadani na Booleové algebre definujeme takto:
r<y pravekdyz z4+y=y
coz je ekvivalentni z - y = z. |
roew v
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Booleova algebra Usporadani Booleovy algebry

Vlastnosti usporadani BA

Tvrzeni
Pro kazdé tri prvky z,y, z Booleovy algebry plati
i) z-y<z,z<z+y.
i) 0<z,2< 1.
iii) Uspofddani < je &aste¢né usporadani
() z<z — reflexivita
(b) (z<yAy<z)=z<2 — transitivita
(c) (z<yny<z)=z=y — slaba antisymetrie

Dilkaz

i) (z-y)z=z-yz+t(zt+y =c+y.
i) 0-2=0,z-1=2x
i) (a) z <z, pravé kdyz z + z = z.
(b) Jestlizez <ya y<z pakz+y=yay+z =z, tedy
z+z =z+(y+2)=(+y)+z =y+2z =2 Tedy z < 2.
(c) Jestlize z < y a zéroven y < z, pak z + y = y a zaroven y + = = z. Tedy
rT=yYy+tr=c+y=y.
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Infimum a supremum

Definice

Necht z,y jsou dva prvky Booleovy algebry. Pak definujeme
e z = inf{z, y}, infimum, nejvétsi dolni zavora, pravé kdyz
<zAz<y ) AN((Vu)(u<zAu<y) = u<z)
e z =sup{z, y}, supremum, nejmensi horni zavora, pravé kdyz
<zANy<2)A(Vu)(z<uAy<u)=2z<u)

Tvrzeni

Necht z,y € S jsou dva prvky Booleovy algebry. Potom

inf{z,y} =z-y a sup{z,y}=2x+y.

Dikaz

o Urcité (z-y<z)A(z-y<vy). Jestlize (u <z)A(u<y), pak (u-z=u)A(u-y=u),
tedy u-z-y=wuatedy = (u<z-y).

® Analogicky.
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Booleova algebra Usporadani Booleovy algebry

Definice
Minimalni prvky riizné od 0 nazyvame atomy. Tj. a je atom, pravé kdyz

“(a=0)ANVb)(b<a= (b=0Vb=a).

fe
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Booleova algebra {0, 1}

Priklad

S = {0,1}. Operace jsou definovany jako logické operatory nasledujicimi
tabulkami:

+11 0 -1 0 z | o
1 (1 1 1/1 O 10
0|1 0 0|0 O 0|1

Nejmensi prvek je 0 a nejvétsi prvek je 1.

e Usporadani: 0 < 1.
o Atom: {1}.
o Pocet prvka S: |S] = 2.
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Booleova algebra {0, 1}"

Priklad
§={0,1}"={0,1} x {0,1} x ... {0,1} = {(z1,...,@n)|21,..., 2, € {0, 1}}.

n krat

Funkce jsou definovany jako logické operatory po slozkach:
o (T1,To, .-, ) + (Y1, Y2, Yn) = (1 + Y1, T2+ Y2, -, T + Yn)
o (11,2, -y Tn) (Y1, Y2y Yn) = (@1 - Y1, T2 Y2, -+, T Yn)
o (my,m,. .., 1) = (2], %5,...,7,)

Nejmensi prvek: 0 = (0,0,0,0,0).

Nejvétsi prvek: 1 = (1,1,1,1,1).

) ) 9 )

e Usporadani: ((a1,...,an) < (b1,...,by)) & (Vi=1,...,n)(a; < b).

e Atomy: {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1) }.
Pocet atomi: n.

e Poctet prvki v S:|S| = 2". %
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Booleova algebra [VIEIAZVN

Ptiklad — Booleova algebra {0, 1}’
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Booleova algebra P(M)

Pfiklad
Necht M je mnoZina. MnoZina viech podmnozin P(M) (potenéni mnozina)
mnoziny M je P(M) = {a|a C M}.
Zaved me Booleovu algebru na S = P(M):
e a+b=aUb
eqag-b=anbd
ed=M\a

e Nejmensi prvek: )

e Nejvetsi prvek: M

Uspotadani: (a < b) < ((anNb) =a) < (a C b)
Atomy: jednoprvkové podmnoziny M.
Pocet atoma: | M|

o Potet prvkii v BA: [P(M)| = 2!M] ﬁ@
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Pfiklad — Booleova algebra P(M) pro M = {z, y}

P({z,y}) = {0, {=}, {v}, {z, v} }

fe
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Booleova algebra [VIEIAZVN

Pfiklad — Booleova algebra P(M) pro M = {z, y, z}
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Pfiklad — Booleova algebra P(M) pro M = {z,y, z, v}




Booleova algebra vyrokové logiky

Priklad

S = mnozina vyrokovych formuli nad prvotnimi formulemi {44, ..., A,,}.
e A+ B=AVB
e A-B=ANAB
e A/ =-A

Rovnost definujeme jako H .

e 0=1, 1=T

Usporadani: A < B odpovidd A = B, nebot to je pravé, kdyz AN B H A

< Uplné mintermy A tvofi podmnozinu Gplnych mintermi B

Atomy— Gplné mintermy: (A1 A Ao A...AAy), (FALANAs AL NAY),

(Af A=A A NA), (AL A A AL A=A, o (AL AR AN ADAL)
Atom je 2™.

e Pocet prvkii Booleovy algebry: |S| = 22" %
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Booleova algebra [VIEIAZVN

Ptiklad — BA nad jednou prvotni formuli A

fe
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Booleova algebra [VIEIAZVN

Ptiklad — BA nad dvéma prvotnimi formulemi A, B
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Isomorfismus Booleovych algeber

Definice

Isomorfismus Booleovych algeber S a T je zobrazeni f : S — T, které je prosté
a na a pro kazdé z,y € S plati:

i) f(z) = f(z")
i) f(z+y)=f(z)+ f(y)
i) f(z-y)=f(z)- f(y)

Tvrzeni

Je-li f isomorfismus Booleovych algeber S a T, potom

i) f(0)=0
i) £(1) =1 1
Diikaz

) f(0) =f(z- ) = f(2)  f(a') = f(z)  f(z) =0
i) f(1) = f(z+2") = f(2) + f(z') = f(2) + f(2) =1

O
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Véta o isomorfismu

Véta

Kazd4 koneénd Booleova algebra S je isomorfni' s Booleovou algebrou P(A), kde
A je mnozZina atomd S. Booleova algebra ma 2™ prvki, kde m je pocet atomii.

Dikaz

Kazdému prvku z Ize ptifadit mnozinu atom, které jsou mensi nebo rovné nez z.
Necht A je mnozina viech atomii algebry S. Pro z € S definujme
f(z) ={a € Ala < z} € P(A). Zjevné f je prosté a na.
Inverzni zobrazeni je f’l({al, cey ak}) =a+a+...+aaf D) =0
* s#ys{acAla<a}#{a€ Ala<y}
¢ f@ y)={a€Ala<s y}={acAla<sna<y}={acAla<s}n{ccAla<y},
nebot a <z -y« (a<z)A(a<y)
o f(zt+y)={ac€Ala<z+y}={ac€ldla<zVa<y}={ac€ Ala<z}U{a€ Ala < y},
nebot a <z+y< (a<z)V(a<y)
o f(z')={a€ Ala<z'} =A\{a € Ala < z} = f(z)’, nebot
-3’ =0=>{acAla<zin{acAla<a'}=0
z+z' =0={acAla<z}U{acAla<z'}=A4

O
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Booleova algebra vyrokové logiky

Dusledek

Booleova algebra nad n prvotnimi formulemi ma 2™ atomii a 22" vyrokovych
formuli.

Diikaz

Atomy jsou vechny dplné mintermy, je jich 2. KaZdou formuli jednozna&né vyjad¥ime jako
disjunkci kone&né mnoziny minterma (z jednozna&nosti tiplného DNT). PodmnoZin mnoZiny

mintermii je 22" O

fe
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Booleova algebra Isomorfismus Booloeovych algeber

Isomorfismus {0,1}* a BA nad prvotnimi formulemi
A B
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Booleova algebra Booleovské funkce

Booleovska funkce

Definice
Booleovska funkce je funkce z mnoziny {0,1}" do mnoziny {0, 1}. J

Booleovské funkce na {0, 1}?

s |y |AlR|IBIALE]F]f
1 1 1 1 1 1101 1 1
1 0 1 1 1101 1100
0 1 1 110 1 1700 1
0 0 110 1 1 10|10
T ‘ Y H fo ‘ f10 ‘ f1 ‘ Ji2 | fi3 ‘ fia ‘ Jis ‘ fi6
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 Z;
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Booleovské funkce nad 2 prvotnimi formulemi

Kazda formule vyrokové logiky se 2 prvotnimi proménnymi odpovidéd pravé jedné
booleovské funkci z mnoziny {0,1}? do mnoziny {0, 1}.

Logicky ekvivalentni formule odpovidaji stejné booleovské funkci.

A| B ||T|AVB|B=A|A=B|-AV-B|A| A& B|B
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1 0 1 0

A& -B|-B|-A| ANB| AAN-B| -AANB | -AN-B | L

0 0 0 1 0 0 0 0

1 1 0 0 1 0 0 0

1 0 1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0 1 0

Celkem 22 = 16 moznych booleovskych funkci (logicky neekvivalentnich formH
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Booleova algebra Booleovské funkce

Va4

Domaci ukol pro 2. paralelku

T¥i lidé sedi kolem stolu. Kazdy z nich vi, Ze m4 na hlavé bud bily nebo &erny
klobouk, a kazdy vidi klobouky svych soused, ale nikoli sviij. Ve skute¢nosti maji
vSichni bily klobouk. Vyzveme je, aby se prihlasil, kdo vidi bily klobouk. VSsichni
zvednou ruku. Déle je vyzveme, aby ten kdo vi, jakou barvu ma jeho klobouk,
ruku sundal. Po chvili ten nejchyttejsi ruku sunda. Jak na to prisel?
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Domaci ukol pro 3. paralelku

Predstavte si, ze mame Sachovnici, z niz jsou vyfiznuta dvé policka v rozich proti
sobé na diagonale.

Rozmistéte na ni kostky domina (kostka domina zabere dvé sousedni poli¢ka
Sachovnice) tak, aby pokryly viechna zbyla politka Sachovnice.

fe
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