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Fakulta informačńıch technologíı
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Sémantika vs.syntax

Sémantika vs. syntax
Sémantika:

• Zabýváme se významem tvrzeńı
• Pravdivost je definována pomoćı ohodnoceńı - pravdivostńı tabulky,

tautologie, kontradikce, logický důsledek, ekvivalence.
Syntax:

• Formule je posloupnost symbol̊u.
• Dokazatelnost je definována syntakticky. Důkaz je posloupnost formuĺı, které

jsou vytvá̌reny podle p̌resných pravidel.
• Hledáme formálńı odvozovaćı systém, v němž z co nejméně formuĺı (axiomů)

dokážeme všechny tautologie.
Gottlob Frege

David Hilbert
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Hilbert̊uv výrokový kalkul

Jazyk výrokové logiky

V́ıme, že všechny formule můžeme vyjáďrit pouze pomoćı ¬,⇒.

Definice
Jazyk výrokové logiky obsahuje:

• množinu prvotńıch formuĺı A, B, C , ...,
• logické spojky ¬,⇒,
• závorky ( , ).

Definice
I. Prvotńı formule je výroková formule.

II. Jsou-li A, B výrokové formule, pak jsou i ¬A, (A⇒ B) výrokové formule.
III. Každá výroková formule vznikne konečným užit́ım pravidel I. a II.

Ostatńı logické spojky zavedeme později, jako zkratky:
A ∨ B Z= \ ¬A⇒ B; A ∧ B Z=\ ¬(A⇒ ¬B); A⇔ B Z=\ ¬

(
(A⇒ B)⇒ ¬(B ⇒ A)

)
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Hilbert̊uv výrokový kalkul

Hilbertovský výrokový kalkul

Definice
Hilbert̊uv axiomatický systém výrokové logiky se skládá z Hilbertových axiomů:
(H1) A⇒ (B ⇒ A)
(H2)

(
A⇒ (B ⇒ C )

)
⇒

(
(A⇒ B)⇒ (A⇒ C )

)
(H3) (¬B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ B)
kde A, B, C jsou libovolné formule a odvozovaćıho pravidla modus ponens:

• Z A
• a A ⇒ B
• odvod́ıme B.

Poznámka: Axiomy p̌redstavuj́ı schéma formuĺı. Za axiom považujeme jakoukoli
jejich instanci.

• E ⇒ (G ⇒ E) (H1)
• A⇒ ((A⇒ A)⇒ A) (H1)
• (¬(F ⇒ ¬G)⇒ ¬G)⇒ (G ⇒ (F ⇒ ¬G)) (H3)
• (A⇒ ((A⇒ A)⇒ A))⇒ ((A⇒ (A⇒ A))⇒ (A⇒ A)) (H2)
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Definice důkazu

Důkaz v Hilbertově kalkulu

Definice
Posloupnost formuĺı A1, ...An nazýváme d̊ukazem formule A, jestliže An je A a
pro každé Ai , 1 ≤ i ≤ n, plat́ı

i) Ai je axiom nebo
ii) Ai vznikne z p̌redchoźıch Aj , j ≤ i, pravidlem modus ponens.

Existuje-li důkaz formule A, ṕı̌seme ` A a ř́ıkáme, že formule A je dokazatelná.

Př́ıklad
Dokážeme ` (E ⇒ G)⇒ (E ⇒ E).

Důkaz
• ` E ⇒ (G ⇒ E) (H1)

• `
(

E ⇒ (G ⇒ E)
)
⇒

(
(E ⇒ G)⇒ (E ⇒ E)

)
(H2)

• ` (E ⇒ G)⇒ (E ⇒ E) (MP)
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Definice důkazu

Důkaz

Lemma 1
` A⇒ A.

Poznámka: A⇒ A je vlastně ¬A ∨A, princip vyloučeného ťret́ıho.

Důkaz
• ` A⇒ ((A⇒ A)⇒ A) (H1)
• ` (A⇒ ((A⇒ A)⇒ A))⇒ ((A⇒ (A⇒ A))⇒ (A⇒ A)) (H2)
• ` (A⇒ (A⇒ A))⇒ (A⇒ A) (MP)
• ` A⇒ (A⇒ A) (H1)
• ` A⇒ A (MP)
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Definice důkazu

Korektnost

Věta o korektnosti I.
Je-li ` A, pak A je tautologie.

Důkaz
Indukćı podle délky důkazu:

(i) Všechny axiomy jsou tautologie:

(H1) A ⇒ (B ⇒ A) Z= \ ¬A ∨ ¬B ∨ A
(H2)

(
A ⇒ (B ⇒ C )

)
⇒

(
(A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C )

)
(H3) (¬B ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ B) Z=\ (B ∨ ¬A) ⇒ (¬A ∨ B)

(ii) Modus ponens je korektńı, z tautologíı odvod́ı tautologii: Jsou-li A, A⇒ B tautologie, pak
pro každé ohodnoceńı v plat́ı, že v(A) = 1 a v(A⇒ B) = 1, nutně tedy i v(B) = 1. B je
tedy tautologie.

Všechny kroky důkazu jsou tedy tautologie.
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Důkaz z teorie

Důkaz z teorie

Definice
Posloupnost formuĺı A1, ...An je d̊ukazem formule A z teorie T , jestliže An je
A a pro každé Ai , 1 ≤ i ≤ n, plat́ı, že

i) Ai je axiom nebo
ii) Ai vznikne z p̌redchoźıch Aj , j ≤ i pravidlem modus ponens nebo
iii) Ai je formule teorie T .
Ṕı̌seme T ` A a ř́ıkáme, že formule A je dokazatelná v teorii T .

Poznámky:

• {A} ` A p̌ŕımo z definice, ṕı̌seme A ` A (FT)
• Jestliže T ` B, pak T ∪ {A} ` B, ṕı̌seme T , A ` B.
• Jestliže ` B, pak T ` B.
• T ` A⇒ A
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Důkaz z teorie

Důkazy

Lemma 2
B ` A⇒ B.

Důkaz
• ` B ⇒ (A⇒ B) (H1)
• B ` B (FT)
• B ` A⇒ B (MP)

Lemma 3
¬A ` A⇒ B

Důkaz
• ¬A ` ¬A (FT)
• ` ¬A⇒ (¬B ⇒ ¬A) (H1)
• ¬A ` (¬B ⇒ ¬A) (MP)
• ` (¬B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ B) (H3)
• ¬A ` (A⇒ B) (MP)
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Důkaz z teorie

Korektnost

Věta o korektnosti II.
Je-li T ` A, pak T Z= A.

Důkaz
Indukćı podle délky důkazu:

(i) Všechny axiomy jsou tautologie. Formule obsažené v nějaké teorii jsou jej́ımi logickými
důsledky.

(ii) V indukčńım kroku užijeme modus ponens, což je korektńı: necht’ T Z= A a T Z= A⇒ B,
tedy v každém ohodnoceńı v, které splňuje T , je pravdivé A a A⇒ B, tedy je pravdivé i
B. Je tedy T Z= B.
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Věta o úplnosti

Věta o úplnosti

Věta o úplnosti
Formule A je dokazatelná, právě když A je tautologie,
` A právě když Z= A.

Důkaz
⇒: Je-li A dokazatelná, pak A je tautologie. = Věta o korektnosti.

To jsme již dokázali.

⇐: Dokazovat nebudeme.
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Věta o úplnosti II

Věta o úplnosti (silná podoba)
Věta o úplnosti II
Formule A je dokazatelná v teorii T , právě když A je tautologickým d̊usledkem T ,
T ` A právě když T Z= A

Důkaz
⇒: Jestliže T ` A, pak T Z= A. Již jsme dokázali (věta o korektnosti).
⇐: Necht’ T Z= A. Potom:

• S Z= A pro nějakou konečnou S = {A1, A2, . . . An} ⊆ T (věta o kompaktnosti),
• (A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An) Z= A, právě když Z= (A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An)⇒ A,
• ((A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An)⇒ A) Z=\ (¬(A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An) ∨A)

Z= \ (¬A1 ∨ ¬A2 ∨ . . . ∨ ¬An ∨A) Z=\ (A1 ⇒ (A2 ⇒ . . .⇒ (An ⇒ A) . . . ))
• Z= A1 ⇒ (A2 ⇒ . . .⇒ (An ⇒ A) . . . ),
• ` A1 ⇒ (A2 ⇒ . . .⇒ (An ⇒ A) . . . ) (věta o úplnosti),
• A1, A2, . . . An ` A (n krát věta o dedukci),
• S ` A,
• T ` A.
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Věta o úplnosti II

Bezespornost

Definice
Teorie T je sporná (nekonsistentńı) právě, když existuje formule A taková, že
T ` A a T ` ¬A.
Teorie T je bezesporná (konsistentńı) právě, když neńı sporná.

Věta o bezespornosti
Teorie T je bezesporná, právě když je splnitelná.

Dokážeme, že teorie T je sporná, právě když neńı splnitelná.
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Věta o úplnosti II

Důkaz věty o bezespornosti

Důkaz
Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

• T je sporná.
• Existuje B tak, že T ` B a T ` ¬B (p̌ŕımo z definice).
• Existuje B tak, že T Z= B a T Z= ¬B (věta o úplnosti).
• Existuj́ı konečné S1, S2 ⊆ T tak, že S1 Z= B a S2 Z= ¬B (věty o kompaktnosti).
• Označ́ıme-li S = S1 ∪ S2, pak plat́ı S Z= B a S Z= ¬B.
• S Z= ⊥ (věta o resoluci)
• S ⊆ T neńı splnitelná.
• T neńı splnitelná (věta o kompaktnosti).
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Věta o úplnosti II

Bezespornost

Věta
T je sporná, právě když každá formule A je v T dokazatelná.

Důkaz
⇐: Je-li dokazatelná každá formule, pak jistě je dokazatelná nejaká formule i jej́ı negace.

⇒: Necht’ T je sporná, tj. existuje formule B tak, že T ` B a T ` ¬B.
Pro libovolnou formuli A plat́ı:

• ` ¬B ⇒ (B ⇒ A) (L5))
• T ` ¬B (p̌redpoklad)
• T ` B ⇒ A (MP)
• T ` B (p̌redpoklad)
• T ` A (MP)
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Hilbertovský predikátový kalkulus

Hilbertovský predikátový kalkulus

Definice
Necht’ A, B, C jsou formule predikátové logiky, x je proměnná, t je term
(H1) A⇒ (B ⇒ A).
(H2)

(
A⇒ (B ⇒ C )

)
⇒

(
(A⇒ B)⇒ (A⇒ C )

)
.

(H3) (¬B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ B).
(H4) (∀x)A⇒ A(x/t), kde t je term substituovatelný za x.
(H5) (∀x)(A⇒ B)⇒ (A⇒ (∀x)B), kde x nemá volný výskyt v A.
Odvozovaćı pravidla:

• Modus ponens (MP): Z formuĺı A, A⇒ B odvod’ formuli B.
• Pravidlo generalizace (Gen): Pro libovolnou proměnnou x odvod’ z A

formuli (∀x)A.
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Hilbertovský predikátový kalkulus

Věta o korektnosti

Věta
Necht’ T je teorie a A je formule predikátové logiky. Potom plat́ı, že je-li A
dokazatelná, pak A je logicky platná, tj.

` A, pak Z= A.

Důkaz
Dokazujeme indukćı podle délky důkazu A podobně jako ve VL.
(1) Axiomy (H1) – (H3) jsou logicky platné, jedná se o instance tautologíı VL.
(2) Axiom (H4) (∀x)A⇒ A(x/t), kde t je substituovatelný za x, je logicky platná formule.
(3) Axiom (H5) (∀x)(A⇒ B)⇒ (A⇒ (∀x)B), kde x nemá volný výskyt v A, také.
(4) Pomoćı modus ponens odvod́ıme z log.platných formuĺı opět log. platné formule, viz VL.
(5) Pravidlem generalizace z ` A odvod́ıme ` (∀x)A(x). To je korektńı, nebot’ podle věty o

uzávěru plat́ı Z= A(x), právě když Z= (∀x)A(x).
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Hilbertovský predikátový kalkulus

Věta o korektnosti II

Věta
Necht’ T je teorie a A je formule predikátové logiky. Plat́ı, že je-li A dokazatelná,
pak A je logicky platná, tj. jestliže

T ` A, pak T Z= A.

Důkaz
Dokazujeme indukćı podle délky důkazu A.
(1) Každý axiom je logicky pravdivá formule, tedy plat́ı v každé interpretaci p̌ri každém

ohodnoceńı, a tud́ıž i T Z= A.
(2) Pravidlem modus ponens odvozujeme z logických důsledk̊u opět logické důsledky, stejně

jako ve VL.
Jestliže A bylo odvozeno pravidlem generalizace z B, tedy A je (∀x)B, a T Z= B, pak
v každém modelu M teorie T plat́ı M Z= B. Protože T je množina uzav̌rených formuĺı,
plat́ı pro každé ohodnoceńı e, že M Z= B[e]. Tedy plat́ı i M Z= (∀x)B. Tud́ıž T Z= (∀x)B.

(3) Jestliže A ∈ T , pak T Z= A, nebot’ A Z= A.
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Hilbertovský predikátový kalkulus

Bezespornost a model

Věta
Jestliže T má model, potom je bezesporná.

Důkaz
Plyne z věty o korektnosti. Necht’ M je model T a A je libovolná uzav̌rená formule stejného
jazyka. Kdyby T ` A a T ` ¬A, pak by T Z= A a T Z= ¬A, tedy i M Z= A a M Z= ¬A, ale to
je spor!

Př́ıklad: Teorie částečného uspǒrádáńı, lineárńıho uspǒrádáńı, teorie grup maj́ı
model. Jsou tedy bezesporné.

Věta
Teorie T je bezesporná, potom má model.

Model muśıme zkonstruovat, což je technicky náročněǰśı a t́ım se zde nebudeme
zabývat.
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Úplnost

Věta o úplnosti

Věta
Je-li T teorie a A je formule, pak A je dokazatelná v T , právě když A je logickým
d̊usledkem T .

T ` A, právě když T Z= A.

Důkaz

Označujeme A(∀) je uzávěr formule A, ¬A(∀) je negace uzávěru A, resp. ¬(A(∀)).

• T ` A právě tehdy, když T ,¬A(∀) nemá model.
⇒: Necht’ T ` A. Podle pravidla generalizace plat́ı T ` A(∀). Zároveň ale

T ,¬A(∀) ` ¬A(∀). Proto je T ,¬A(∀) sporná a tedy nemá model.
⇐: Jestliže T ,¬A(∀) nemá model, pak je sporná, tedy v ńı dokážeme cokoli, nap̌ŕıklad

A(∀). Plat́ı tedy T ,¬A(∀) ` A(∀) a také T , A(∀) ` A(∀). Podle věty o neutrálńı
formuli tedy T ` A(∀). Podle (H4) a (MP) z toho plyne, že T ` A.

• T Z= A, právě když T ,¬A(∀) nemá model.

⇒: Necht’ tedy T Z= A. Kdyby M byl model T ,¬A(∀), pak též M Z= T a M Z= ¬A(∀).
Také M Z= A, a tedy i M Z= A(∀). To je spor, a proto T ,¬A(∀) nemá model.

⇐: Necht’ T ,¬A(∀) nemá model. Necht’ T Z=/ A. Pak existuje M Z= T takový, že
M Z=/ A, tud́ıž i M Z=/ A(∀). Tedy M Z= ¬A(∀). M je modelem M Z= T ,¬A(∀).
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Hilbert̊uv výrokový kalkul Úplnost

Rekapitulace

Věta
Necht’ T je teorie, A je formule výrokové logiky. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou
ekvivalentńı:

i) T je bezesporná (konsistentńı).
ii) T je splnitelná.
iii) T má model.
iv) Existuje formule, která z T neńı dokazatelná.

Neboli následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:
i) T je sporná (nekonsistentńı).

ii) T neńı splnitelná.
iii) T nemá model.
iv) Každá formule je dokazatelná z T .
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