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Sémantika vs. syntax

Sémantika:
e Zabyvame se vyznamem tvrzeni
e Pravdivost je definovdna pomoci ohodnoceni - pravdivostni tabulky,
tautologie, kontradikce, logicky disledek, ekvivalence.
Syntax:
e Formule je posloupnost symbold.
e Dokazatelnost je definovana syntakticky. Dilkaz je posloupnost formuli, které
jsou vytvareny podle presnych pravidel.
e Hleddme formalni odvozovaci systém, v némz z co nejméné formuli (axiomii)
dokazeme vsechny tautologie.
Gottlob Frege

David Hilbert
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Jazyk vyrokové logiky

Vime, ze vSechny formule mizeme vyjadfit pouze pomoci —, =.

Definice

Jazyk vyrokové logiky obsahuje:
e mnozinu prvotnich formuli A, B, C, ...,
e logické spojky —, =,
e zavorky (, ).

Definice
I. Prvotni formule je vyrokova formule.
[I. Jsou-li A, B vyrokové formule, pak jsou i = A, (A = B) vyrokové formule.

I1l. Kazda vyrokova formule vznikne kone¢nym uzitim pravidel I. a Il.

Ostatni logické spojky zavedeme pozdéji, jako zkratky:
AVBH-A= B; ANBH ~(A= -B); A< BH ~((A= B) = ~(B= 4)) %
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Hilbertovsky vyrokovy kalkul

Definice
Hilbertliv axiomaticky systém vyrokové logiky se sklada z Hilbertovych axiomii:
(H1) A= (B=A4)
(H2) (A= (B=C))= ((A=B)= (4= 0))
(H3) (-B=-4)= (A= B)
kde A, B, C jsou libovolné formule a odvozovaciho pravidla modus ponens:
e 7 A
eaA=10B

e odvodime B.

Poznadmka: Axiomy predstavuji schéma formuli. Za axiom povazujeme jakoukoli
jejich instanci.
® F=(G=FE) (H1)
e A= (A= A)=A) (H1)
o (~(F=-0)=-0G)=(G= (F=-G)) (H3) %
e (A= (A=A)=A)=(A=(A=A4)= (A= A4) (H2)
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Dukaz v Hilbertové kalkulu

Definice

Posloupnost formuli Ay, ...A,, nazyvdme dilkazem formule A, jestlize 4, je A a
pro kazdé A;, 1 < i < n, plati

i) A; je axiom nebo
ii) A; vznikne z ptedchozich A4;, j < ¢, pravidlem modus ponens.

Existuje-li diikaz formule A, piseme - A a fikdme, ze formule A je dokazatelna.

v

Priklad
Dokazeme - (F = G) = (E = E).

Diikaz
e FE= (G=E) (H1)
e (E=(G=E)=(E=G@=(E=E) (H2)
e H(E=G)= (E=E) (MP) O

4

Trlifajové (FIT CVUT) BI-MLO, Ptednaska &. 12 BI-MLO, ZS 2015/2016 5/21



Hilbertiiv vyrokovy kalkul [EIITISReter
Dikaz

Lemma 1
FA= A

Pozndmka: A = A je vlastné —A V A, princip vylouéeného tretiho.

Diikaz
o FA= (A= A)= A) (H1)

o (A= (A=A)=A)= (A= (A= A) = (A= 4)) (H2)

o (A= (A= A) = (A= A) (MP)

o A= (A= A) (H1)

o FA= A (MP) O
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Hilbertiiv vyrokovy kalkul EEBSHCRCNIErT}

Korektnost

Véta o korektnosti I.
Je-lit A, pak A je tautologie.

Dikaz
Indukci podle délky ditkazu:

(i) VSechny axiomy jsou tautologie:
(Hl) A= (B=A)H -AV-BVA
(H2) (A= (B=0C))= ((A=B)= (A= C))
(H3) (B = —4) = (A= B) H(BV ~A) = (=AV B)
(if) Modus ponens je korektni, z tautologii odvodi tautologii: Jsou-li A, A = B tautologie, pak

pro kazdé ohodnoceni v plati, ze v(A) =1 a v(A = B) =1, nutné tedy i v(B) = 1. B je
tedy tautologie.

O

v

fe
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Vsechny kroky dikazu jsou tedy tautologie.
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Ditkaz  teorie
Dukaz z teorie

Definice

Posloupnost formuli A1, ...A,, je dikazem formule A z teorie T, jestlize A,, je
A a pro kazdé A;, 1 < i < n, plati, ze

i) A; je axiom nebo
ii) A; vznikne z predchozich A;, j < ¢ pravidlem modus ponens nebo
iii) A; je formule teorie T.

Piseme T+ A a fikdme, ze formule A je dokazatelna v teorii 7'

Poznamky:
e {A} I A ptimo z definice, piseme A+ A (FT)
® Jestlize T+ B, pak TU{A} - B, piSeme T, A+ B.
® Jestlize - B, pak T+ B.
e THA= A

fe
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Hilberttiv vyrokovy kalkul (DRl
Dukazy

Lemma 2
B A= B.

Dikaz
e +B= (A= B) (H1)
e BFB (FT)
® B-A=B (MP)

DJ

Lemma 3
-A+FA=B )
Dilkaz

e Al A (FT)

° F-A= (-B= -4) (H1)

® —AF (=B= —A) (MP)

] F(-B= -4)= (A= B) (H3)

e -A+ (A= B) (MP) O
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Korektnost

Véta o korektnosti Il.
Je-li TH A, pak T = A.

Diikaz
Indukci podle délky dikazu:
(i) VSechny axiomy jsou tautologie. Formule obsaZené v néjaké teorii jsou jejimi logickymi
disledky.
(ii) V induk&nim kroku uZijeme modus ponens, co? je korektni: necht T = Aa T = A = B,
tedy v kaZzdém ohodnoceni v, které spliiuje T, je pravdivé A a A = B, tedy je pravdivé i
B. Je tedy T = B.

O

y
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4 L4 -
Véta o uplnosti

Véta o uaplnosti

Formule A je dokazatelnd, pravé kdyZ A je tautologie,
F A pravé kdyz = A.

Dilkaz

=: Je-li A dokazateln3, pak A je tautologie. = Véta o korektnosti.
To jsme jiz dokazali.

+: Dokazovat nebudeme. O

fe
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Véta o aplnosti (silnda podoba)

Véta o aplnosti Il

Formule A je dokazatelna v teorii T, pravé kdyz A je tautologickym disledkem T,
ThH A pravé kdyz T = A

Dikaz

=: Jestlize T+ A, pak T = A. Jiz jsme dokazali (véta o korektnosti).
<: Necht T = A. Potom:

® S &= A pro néjakou konetnou S = {A1, Aa,... Ap} C T (véta o kompaktnosti),
® (ATNAaN...NAp)E A, pravé kdyz = (A1 ANAaA...ANAy) = A,
((AANAa N . ANAR) = A H(-(A1LANA2s AN .. NAp) V A)

H(-A1 VA V... VoA, VA H (A1 = (A= ...= (A= A4)...))

o EA= (A= .= (A= A). L),

FA = (A2=...= (A= A4)...) (véta o dplnosti),

® A, Ag,... A A (n krat véta o dedukci),

o SHA,

o T A

O

vy
—
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Véta o dplnosti I
Bezespornost

Definice

Teorie T je sporna (nekonsistentni) pravé, kdyZ existuje formule A takova, Ze
THAaTE-A.

Teorie T je bezesporna (konsistentni) pravé, kdyZ neni sporna.

Véta o bezespornosti

Teorie T je bezesporna, pravé kdyz je splnitelna.

DokaZeme, Ze teorie T je sporna, pravé kdyz neni splnitelna.

fe
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Dikaz véty o bezespornosti

Dikaz
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
® T je sporna.
® Existuje B tak,z2e T-Ba T+ B (pfimo z definice).
® Existuje Btak,2e T= Ba T = —-B (véta o uplnosti).
® Existuji koneéné S1, 5 C T tak, 2e S; = B a Sy = -B (véty o kompaktnosti).
® Oznadime-li S = S1 U Sy, pak plati S = Ba S = —B.

SE L (véta o resoluci)

® S C T neni splnitelna.

® T neni splnitelnd (véta o kompaktnosti). O

fe
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Véta o dplnosti I
Bezespornost

Véta

T je sporna, pravé kdyz kazda formule A je v T dokazatelna.

Dikaz

<: Je-li dokazatelna kazda formule, pak jisté je dokazatelna nejaka formule i jeji negace.

=: Necht T je sporna, tj. existuje formule B tak, 2¢ T+ Ba T - —B.
Pro libovolnou formuli A plati:

° F-B= (B=A) (L5))

e TH-B (pfedpoklad)

e THB=A (MP)

e THB (predpoklad)

e THA (MP) O

4
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Hilbertovsky predikatovy kalkulus

Definice
Necht A, B, C jsou formule predikatové logiky, = je proménn3, ¢ je term
(H1) A= (B= A).
(H2) (A= (B=10C))= (A= B)= (4= 0)).
(H3) (-B=—-4)= (A= B).
(H4) (Vz)A = A(z/t), kde ¢ je term substituovatelny za z.
(H5) (Vz)(A = B) = (4 = (Vz)B), kde  nema volny vyskyt v A.
Odvozovaci pravidla:
e Modus ponens (MP): Z formuli A, A = B odvod formuli B.

e Pravidlo generalizace (Gen): Pro libovolnou proménnou z odvod z A
formuli (Vz)A.

vy
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v )
Véta o korektnosti

Véta

Necht T je teorie a A je formule predikatové logiky. Potom plati, Ze je-li A
dokazatelna, pak A je logicky platna, tj.

F A, pak = A.

Dikaz

Dokazujeme indukci podle délky diikazu A podobné jako ve VL.

(1) Axiomy (H1) — (H3) jsou logicky platné, jedna se o instance tautologii VL.

(2) Axiom (H4) (Vz)A = A(z/t), kde ¢ je substituovatelny za z, je logicky platna formule.
(3) Axiom (H5) (Vz)(A = B) = (A = (Vz)B), kde z nema volny vyskyt v A, také.

(4) Pomoci modus ponens odvodime z log.platnych formuli opét log. platné formule, viz VL.

(5) Pravidlem generalizace z = A odvodime = (Vz)A(z). To je korektni, nebot podle véty o
uzavéru plati = A(z), pravé kdyz = (Vz)A(z).

O
I SES)
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v )
Véta o korektnosti |l

Véta

Necht T je teorie a A je formule predikatové logiky. Plati, Ze je-li A dokazateln3,
pak A je logicky platna, tj. jestliZe

THA, pak T = A.

Dikaz
Dokazujeme indukci podle délky dikazu A.

(1) Kazdy axiom je logicky pravdiva formule, tedy plati v kazdé interpretaci p¥i kazdém
ohodnoceni, a tudizi T = A.

(2) Pravidlem modus ponens odvozujeme z logickych disledkid opét logické disledky, stejné
jako ve VL.

Jestlize A bylo odvozeno pravidlem generalizace z B, tedy A je (Vz)B, a T = B, pak
v kazdém modelu M teorie T plati M = B. Protoze T je mnozina uzavienych formuli,
plati pro kazdé ohodnoceni e, ze M = Ble]. Tedy plati i M = (Vz)B. Tudiz T = (Vz)B.

(3) Jestlize A€ T, pak T = A, nebot A = A.
O

vy
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Bezespornost a model

Véta

Jestlize T ma model, potom je bezesporna.

Dikaz

Plyne z véty o korektnosti. Necht M je model T a A je libovolnad uzaviena formule stejného
jazyka. Kdyby TH A a T+ —A, pakby T=Aa TkE —A tedyi M= Aa M E —A, ale to
je spor! O

v

7 s 7 s

P¥iklad: Teorie ¢asteCného usporadani, linearniho usporadani, teorie grup maji
model. Jsou tedy bezesporné.

Véta

Teorie T je bezesporna, potom ma model.

.

Model musime zkonstruovat, coz je technicky naro¢néjsi a tim se zde nebudeme

zabyvat. %
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Hilbertiiv vyrokovy kalkul Up\nost

Véta o uplnosti

Véta

Je-li T teorie a A je formule, pak A je dokazatelnd v T, pravé kdyz A je logickym
disledkem T.

THA, pravékdyz TE A.

Diikaz
Oznadujeme AM je uzavér formule A, —AM je negace uzavéru A, resp. —|(A(V)).
e T A pravé tehdy, kdyz T, =A™ nema model.
=: Necht T I A. Podle pravidla generalizace plati T' - AWM Zarover ale
T, —-A® =AM Proto je T, —AM) sporna a tedy nema model.
<: Jestlize T, -A™ nem4 model, pak je spornd, tedy v ni dokaZzeme cokoli, napfiklad
A Plati tedy T,-A™ + AM™ ataké T, A F AM . Podle véty o neutrélni
formuli tedy T+ A™). Podle (H4) a (MP) z toho plyne, e T - A.

o T= A, pravékdyz T,-A™ nema model.

=: Necht tedy T = A. Kdyby M byl model T, -AM paktéz M= T a M & -AM.
Také M= A atedy i M = A To je spor, a proto T, —A™ nem4 model.

«<: Necht T,-A®™ nem4 model. Necht T K A. Pak existuje M = T takovy, Ze
M A tudiz i M E A Tedy M = A M je modelem M = T, =AM,
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Rekapitulace

Véta

Necht T je teorie, A je formule vyrokové logiky. Ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

i) T je bezespornd (konsistentni).

i) T je splnitelna.

)
iii) T ma model.
)

iv) Existuje formule, ktera z T neni dokazatelna.

Neboli nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
i) T je sporna (nekonsistentni).

i) T neni splinitelna.

)
iii) T nemd model.
)

iv) Kazda formule je dokazatelnd z T.
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