Matematicka logika
Prednaska ¢. 2

RNDr. Katefina Trlifajova

katerina.trlifajova@fit.cvut.cz

Katedra aplikované matematiky
Fakulta informaénich technologif

Ceské vysoké uéeni technické v Praze

BI-MLO, ZS 2015/2016

fe

Trlifajové / Vagata (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 2 BI-MLO, ZS 2015/2016 1/26


mailto:katerina.trlifajova@fit.cvut.cz

Obsah druhé prednasky

Tautologie. Kontradikce. Splnitelna formule.

Logicky disledek.

Logicky ekvivalentni formule.

Zakladni zakony vyrokové logiky.

Universalni systémy logickych spojek
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Tautologie, kontradikce, splnitelnost
Tautologie, kontradikce, splnitelnost

Definice

Formule A je
e tautologie, pravé kdyZ pro kazdé ohodnoceni v je v(A4) =1,
o kontradikce, pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni v je v(A) =0,

e splnitelnd, pravé kdyz alespori pro jedno ohodnoceni v je v(A4) = 1.

metalogické pojmy
Priklady:
e AV A - tautologie
e AN—A - kontradikce
e A - splnitelnd

e A= B - splnitelnd

(A= B) & (-B=-4) %
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Tautologie, kontradikce, splnitelnost
Tautologie a kontradikce

Sestrojme pravdivostni tabulku pro formuli (A = B) < (-B = —4)

A ‘ B H A= B ‘ -B ‘ -A ‘ -B= A ‘ (A:>B)<:>(ﬁB:>ﬁA)
1|1 1 0 0 1 1
110 0 1 0 0 1
0|1 1 0 1 1 1
0|0 1 1 1 1 1
Formule je tautologie.
Negace: =((A = B) < (=B = —4)) je kontradikce.
| (A= B)& (-B=-4) | ~((A= B) & (=B = -4))

[ G G G
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Tautologie, kontradikce, splnitelnost
Tautologie, kontradikce, splnitelnost

Tvrzeni
@ Negace tautologie je kontradikce.
@ Negace kontradikce je tautologie.
© Tautologie T je splnitelna.
@ Kontradikce L neni splnitelna.

P¥iklady: =(A A —A) - tautologie, =(A V —A) - kontradikce
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Logicka ekvivalence

Definice

Formule A a B jsou logicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz pro kazdé ohodnoceni
v je v(A) = v(B). PiSeme A H B.

Ptiklad: A= BH -B= -4

A|B||A=B|-B|-4|-B=-4A
111 1 0 0 1
110 0 1 0 0
01 1 0 1 1
00 1 1 1 1
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Logicky disledek

Definice

Formule B je logickym diisledkem formule A, pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni
v, pro které v(A) =1, je i v(B) = 1. PiSeme A = B. Rikdme téz B vyplyva z A.

metalogicky pojem
Ptiklad:

e o 0o o o
Sy
1)
S~
\
Sy

(A= B) & (=B = —A) %
eA=>BE-B= -4 -B=-A= A= B
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Logicky diisledek a logick ekvivalence

Vztah logického dusledku a logické ekvivalence

Tvrzeni
Plati

i) A= B privé, kdyZ A = B je tautologie.
i) A& B pravé, kdyz A N —B je kontradikce.
i) AH B pravé, kdy? A= BaBkE A.

iv) A H B pravé, kdyz A < B je tautologie.

Dikaz:

@ A = B, pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni v plati, Ze jestlize v(A) = 1, pak i v(B) =1,
vime, Ze pro kazdé ohodnoceni v plati, v(A) = 1 nebo v(A) =0, je-li v(4) =1, pak i
v(B) =1 atedy v(A = B) =1, ajeli v(4) =0, pak téz v(A = B) = 1, coz je pravé
kdyz pravé kdyz A = B je tautologie.

@ A= B, pravé kdyz A= B je tautologie, pravé kdyz —(A = B) je kontradikce, pravé kdyz
A A =B je kontradikce, nebot ~(A=>B) H A A —B.
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Tautologie a kontradikce

Definice

Do jazyka vyrokové logiky zavedeme nové symboly T pro tautologii a L pro

kontradikci.

[y
[y

1
0 1 1
0

Tvrzeni

Pro jakoukoli formuli A plati:
i) L= A

i) AT

i) ANTHA

iv) AVTHT
)
)

ANl H L
AvisA

\

Vi
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Logicky diisledek a logick ekvivalence
Priklad

Rozhodnéte, zda a kde je mezi nasledujicimi formulemi vztah logického disledku.

A,B,ANB,AVB,T,L

e

Q@ L=EAANBE A= AVBET
Q@ l=EANB=B=AVBET
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Logické zakony I.

Véta

Nasledujici formule jsou tautologie:
i) AV —A - zdkon vylouceného tretiho
i) ~(A A —A) — vylouceni sporu

iii) =—A < A - zdkon dvoji negace

Plati tedy =4 = A.

Naptiklad:
e Spim nebo nespim. SV —S
o Neni pravda, Ze zaroveri spim a nespim. —(S A —.5S)

e Neni pravda, Ze nespim, vzdy, kdyz spim. =—S < S — logicky ekvivalentn{

vyroky
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Logické zakony Il. (Algebraické vlastnosti spojek)

Véta
Nasledujici dvojice formuli jsou logicky ekvivalentni:
i) ANAHE A
i) AVAH A
i) AANBH BA A - komutativni zakon pro A
) AV BH BV A - komutativni zdkon pro V
) (ANB)AC H ANA(BAC) - asociativni zakon pro A
vi) (AVB)V CH AV (BV C) - asociativni zdkon pro V
)
)
)
)

iii
iv
v
)
vii) (AANB)V CH(AV C)A(BV C) - distributivni zdkony
viii) (AVBYACH(AANC)V (BAC)
ix) AN (AV B) & A - zdkony absorpce
x) AV(ANB)H A

4

S
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Logicky dusledek a logicka ekvivalence JMEEIRPZIRLIG

Asociativni zakony a psani zavorek

Asociativni zakony

I I
- =

Dusledek

Jestlize je nékolik formuli spojeno pouze konjunkci resp. pouze disjunkci mizZzeme
z3vorky vynechat (a pofadi formuli pfehdzet).

Pouzivame zapis:
ANBANCH CANANB

AvBvCHDBVC(CVA

Tedy téz naptiklad:

AN(BA(CVD))H ANBA(CV D) %
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Asociativni a komutativni zakon pro implikaci?

e Plati pro implikaci komutativni zdkon?

A= BH B= A?

Ne.

e Plati pro implikaci asociativni zdkon?

A= (B=C)H(A=B)= C?

Al=|B|=]0
0 1 1 0

A|=|B|=]|C
0 1 1 0 0

Ne.
Implikace neni ani komutativni ani asociativni. NemiZeme vynechat zavorky. %
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Logické zakony
Distributivni zakony

Distributivni zdkony
(ANBYVCOCHAVO)AN(BVCO)
(AVBYACHANC)V (BAC)

P¥iklady:
* (AAB)V(CAD)H (AV(CAD))A(BV(CAD)) =

H (AV C)A(AVD)A(BV C)A(BV D)

® V obecném ptipadé
(Al/\.../\An)\/(Bl/\...Bm) lzl(Al\/Bl)/\(Al\/Bg)/\.../\(AnVBm)

® Obdobné
(AVB)A(CVD)H (AA(CV D))V (BA(CVD))H
H(AAC)V(AAD)V (BAC)V (BAD)

® V obecném ptipadé
(A1V...\/An)/\(Blv...Bm)|:|(A1/\Bl)\/(Al/\BQ)\/..‘V(An/\Bm) %
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Vlastnosti ekvivalenci

Tvrzeni

i) A< BH B< A - komutativni zikon

i) A< (B< C)H (A< B) < C - asociativni zdkon
i) "(A<B)H A< B

v) A ARET

v) Ae -AH L

vi) A THA
vii) Ao L H-A

Pfiklad. (A< B) & (C < (B —-A)) =
(Ae-Ae B Be (O)H
(LeTeO)H

(Le0)H-C
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Ostrov poctivcii a padouchi

e Navstivime jednu manzelskou dvojici. Manzel rekne: J3 i ma manzelka mame
stejnou povahu, oba jsem poctivci, nebo jsme oba padousi. Co jsou?

As(AeB)H(A«A)«BH T BH B.

Manzel nevime a manzelka je poctivec.

e Jeskyné, dva vychody a domorodec.

Pottebujeme, aby (A< V)< C a (A< —V) H —C byly tautologie.
Neboli A VHCaAse-VH-C. Jeto A C?

A VHASACO)H TeCHC

Aes-VTHA- (A (C)R As(-AC)H A A=eCH L CH A
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Logicky dusledek a logicka ekvivalence JMEEIRPZIRLIG

Logické zakony IlIlI.

Véta
Nasledujici dvojice formuli jsou logicky ekvivalentni
i) 7(AA B)H ~AV =B - de Morganovy zakony
i) 7(Av B)H -~AA-B
i) A= BH —B = —A - zdkon kontrapozice
iv) A= BH —AV B - ,zlaté pravidlo*”
)
)
)

v) =(A = B) & AA-B - ,stfibrné pravidlo*
A< BH(A= B)A(B= A) - vyznam ekvivalence
(A= B)AN A= B - Modus ponens.

Vi

Vil
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Priklad logicky ekvivalentnich formuli

T: Jezdim tramvaji. M: Jezdim metrem. H: Mam hore¢ku. N: Jsem nemocny.
Nasledujici dvojice vyrokil jsou logicky ekvivalentni:
e Neni pravda, Ze jezdim tramvaji nebo metrem. Nejezdim tramvaji a nejezdim
metrem.
-(TVM)H -TAN-M
o Neni pravda, Ze jezdim tramvaji a metrem. Nejezdim tramvaji nebo nejezdim
metrem.
~(TAM)H-TV-M
o Jestlize mam horecku, pak jsem nemocny. JestliZze nejsem nemocny, pak
nemam horecku.
H=N+H-N=-H
o Jestlize mam horecku, pak jsem nemocny. Nemam horeCku nebo jsem
nemocny.
H=NH-HVN
e Jedna se o logicky dilsledek: Jestlize mam horecku, pak jsem nemocny. Mam
hore¢ku. TudiZ jsem nemocny.

(H=N)ANHE N
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Logicky dusledek a logicka ekvivalence JMEEIRPZIRLIG

Logicky ekvivalentni vyjadreni implikace

Tvrzeni

Nasledujici formule jsou logicky ekvivalentni.
i) A= B
) "AV B

i) =(AA-B)
) -B= -4

fe

Trlifajové / Vasata (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 2 BI-MLO, ZS 2015/2016 20/ 26



e 2d
Priklad
Jestlize se stala vrazda, pak je zahradnik vrahem. V = Z.

Ktery z nasledujicich vyroki je logicky ekvivalentni a ktery je negaci?
a) Jestlize zahradnik neni vrahem, pak se vraZda nestala.
Nestala se vraZzda nebo je vrahem zahradnik.

Jestlize zahradnik je vrahem, pak se stala vraZzda.

d) Neni pravda, Ze se stala vraZzda a vrahem neni zahradnik.
) Vrazda se nestala, tudiZ zahradnik neni vrahem.

Stala se vraZda a vrahem neni zahradnik.

—Z = -V  Logicky ekvivalentni.

)

) =V VvV Z Logicky ekvivalentn.
) Z=V
)
)
)

—(V A—=Z) Logicky ekvivalentn.
-V =7

V AN=Z Negace. %
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Logicky dusledek a logicka ekvivalence JMEEIRPZIRLIG

Logicky ekvivalentni vyjadreni ekvivalence

Tvrzeni

Nasledujici formule jsou logicky ekvivalentni.
i) A< B
i) (A= B)A(B=A)
i) (A= B)A (A= -B)
iv) (AAB)V (-mAA-B)
)
)

v) (AV-=B)A(-AV B)

vi) =4 < B

A& BH(A=B)A(B= A) H(-AV B)A(-BV A)
H(—AA-B)V(mAANA)V(BA-B)V(BAA)
H(AANB)V(-AAN-B)H A< —B
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Logicky dusledek a logicka ekvivalence JMEEIRPZIRLIG
Priklad

Slunce sviti pravé tehdy, kdyz neprsi. S < —P

S -PH(S=-P)A(=S=P)H(=SV-P)A(SVP)EH (SA=P)V(=SAP)

Ktery vyrok je logicky ekvivalentni, negaci ¢i logickym dasledkem?

JestliZe sviti slunce, pak neprsi. S = =P  Logicky disledek.

Jestlize prsi, pak nesviti slunce. P = =S  Logicky disledek.

Nesviti slunce nebo neprsi. =SV =P  Logicky dsledek

Prsi pravé tehdy, kdyZ nesviti slunce. P < —S  Logicky ekvivalentni.
Sviti slunce a neprsi. S \ =P

Prsi a sviti slunce nebo neprsi a nesviti sl. (P A S)V (=P A—S) Negace.

Slunce sviti nebo nesviti. SV S  Logicky dasledek.
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Logicky dusledek a logicka ekvivalence JMEEIRPZIRLIG

Substituce logicky ekvivalentni formule

Tvrzeni

Jestlize v dané formuli A nahradime jeji podformuli formuli s ni logicky
ekvivalentni, dostaneme formuli logicky ekvivalentni's A.

Priklad:
(A = B) H (—\B = —\A)
Tudiz
(A= B)ANCH(B=-A)ANC
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Domaci ukol

Commedia dell'Arte

Bud Kolombina netanéi nebo se Harlekyn sméje. Jestlize Pulcinella neni smutna,
pak Pierot neplace. Neni pravda, ze se Harlekyn sméje a Pierot neplace. Jestlize je
Dottore ptitomen, pak Pulcinella neni smutna. Neni pravda, ze Kolombina %
netanci. Co se déje?
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