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Obsah treti prednasky

e Universalni systém logickych spojek.
e Disjunktivni a konjunktivni normalni tvar formuli.

° Upln}'l disjunktivni a konjunktivni tvar formuli
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[Ol:ELEWICLIENNAN Dikaz indukci podle slozZitosti formule

Vyrokova formule

Definice
(i) Prvotni formule je vyrokova formule.

(i) Jsou-li A a B vyrokové formule, pak jsou i =4, (AAB), (AV B), (A= B) a
(A< B) vyrokové formule.

(iii) Vyrokova formule je fetézec symboli sestavny podle pravidel (i) a (ii) v
konecné mnoha krocich.

Formaéni strom -(AAB) & (C= A)
N
—~(A A B) C=4
| VRN
ANB C A
VRN
A B
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Diikaz indukci podle sloZitosti formule
Dikaz indukci podle slozitosti formule

Princip indukce
(i) Dokazeme pro prvotni formule.
(ii) Predpokladdme, Ze plati pro A, B, dokazeme pro
-A,(ANB),(AV B),(A= B),(A< B).
Tvrzeni

Kazda formule obsahuje sudy pocet zavorek.

Dikaz
Indukci podle sloZitosti formule.
(i) Prvotni formule neobsahuji Zadné zavorky.

(ii) Jestlize A, B obsahuji sudy poéet zavorek, pak —A, (A A B),(AV B),(A = B),(A & B)
obsahuji sudy pocet zavorek.

DJ
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Universélni systémy logickych spojek

Universalni systém logickych spojek

Definice

Mnozina logickych spojek tvofi universalni systém, pravé kdyz ke kazdé formuli
existuje logicky ekvivalentni formule, kterd obsahuje pouze tyto spojky.

P¥iklady:

1. { AV, =, e}
2. { A\ V, =}

3. {—,A, V]
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Universalni systémy spojek

Véta

Tyto mnozZiny spojek tvofi universalni systémy.
i) {-,Vv}

i) {=,A}

i) {—,=}

Dikaz

i) Dokazeme pro {—,V} Necht A, B Ize vyjad¥it jen pomoci —, V. Potom

(a) (A= B) H(-AV B)
(b) (AAB) H=(-AV —B)
(c) (A< B) B (~(=AV=B)V—(AV B))

i) Dokazeme pro {—, =} Necht A, B Ize vyjadFit jen pomoci —, =. Potom
(a) (AV B)H (A= B)
(b) (AAB)H (4= —B)
(c) (A< B)=~((A= B)=~(B= A))

iii) Dokazte pro {—, A} jako cvieni.
K. Trlifajova (FIT CVUT)

BI-MLO, Prednaska &. 3 BI-MLO, ZS 2013/2014 6 /24



Shefferiv symbol a Peirceova Sipka

Definice
Shefferiiv symbol neboli NAND, ktery znatime 1, definujeme vztahem

A1t BH-(ANB).

Peirceovu Sipku neboli NOR, kterou znacime |, definujeme vztahem

Al BH-(AV B).

Pravdivostni tabulka pro 1 a |:
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Shefferiiv symbol a Peirceova Sipka

Véta

Shefferiv symbol i Peirceova Sipka tvofi universalni systém spojek (jednoprvkovy).

Dikaz

Necht A, B Ize vyjadfit jen pomoci Shefferova symbolu. Potom

(a) "AH-(ANA) HATA

(b) AVB H(~AA-B) H-A1+-B =H(A1 A) 1 (B+ B)

(c) ANBH-~(AAB) H=(A1B) H(A1 B) 1 (A" B)

(d) A= BH—=(AAN-B) HAT-BHA?® (BT B)

(e) < vyjad¥ime analogicky s pomoci vztahu A< BH(A= B) A (B=A)

Pro {|} dokaZte na cvi&eni. O

V.
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Disunkivni normsln tvar
Disjunktivni normalni tvar formule

Definice
e Literal je prvotni formule nebo negace prvotni formule.

e Minterm je literal nebo konjunkce nékolika literald.

e Formule je v disjunktivnim normalnim tvaru, DNT, jestlize je mintermem

nebo disjunkci nékolika minterm.

P¥iklady

o A; —A; B - literdly

e AN-B; —AANCAB; —C - mintermy
(AAN-B)V C - DNT (2 mintermy)
o A; —A; AV B; AAN-B-DNT
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Konjunktivni normain tvar
Konjunktivni normalni tvar formule

Definice
e Klausule je literadl nebo disjunkce nékolika literald.

e Formule je v konjunktivnim normalnim tvaru, KNT, jestlize je klausuli
nebo konjunkci nékolika klausuli.

Piklady
e AV—-B; —-AV CVB; —C - klausule
e (AV=B)A(=AV C)A—=C - KNT (3 klausule)
e (AV-B)AC - KNT (2 klausule)
e A; —A; AAN-B; AV B-DNTiKNT!
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Konjunktivni normain tvar
Disjunktivni a konjunktivni normalni tvar - priklad

P¥iklad
Naleznéte KNT a DNT formule

A= (-BAC).
(]
H-AV (-BAC)-DNT
H(—AV-B)A(mAV C) - KNT.
Priklad

Kdo co u¢i? Kazdy kdo neuci matematiku nebo fyziku, uci estinu nebo historii.
(-MV-F)= (CVD)H~(-MV-F)V(CVD)H(MAF)vCVD -DNT
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Konjunktivni normain tvar
Disjunktivni a konjunktivni normalni tvar

Priklady
Naleznéte DNT a KNT.
e A= (B=C)H-AV(B= C)H-AV-BVvC -DNT, KNT

e ~(A=(B=C)HAA-(B= C)HAABA—=C —DNT, KNT

e (A=B)=CH-(A=B)VCHAAN-B)VC -DNT
H(AV C)A(=BvV C) —KNT

e A BH(A= B)A(B= A)H(=AVB)A(-BV A) -KNT
H(=AA-B)V (=AAA)V (BA-B)V (AA B)
H(AAB)V (~AA-B) —DNT

e (A= B)ABH(~AVB)ABHB —DNT, KNT

4
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Existence DNT a KNT

Véta
Ke kazdé formuli existuje formule logicky ekvivalentni, ktera je v DNT, a formule
logicky ekvivalentni, ktera je v KNT.

Znateni: A= BV C, Ajevetvaru BV C
Dikaz
Indukci podle slozitosti formule

(i) Je-li C prvotni formule, pak je v DNT i v KNT.

(i) Indukéni krok: C vznikne z formuli A, B podle definice formule (bod ii)).
Indukéni predpoklad: Pro A existuji formule A; v DNT a A v KNT tak, ze
AH Ay H Ag.Pro B existuji formule B; v DNT a By v KNT tak, ze B = By H By.
Chceme dokazat, ze existuji formule Cy v DNT a Cy v KNT tak, ze C H Cy H Cj.
Dokazeme existenci Cy:

a) C=-AH-Ar = C4, je v DNT.

b) C = (AV B)H(AqV By) = Cy4 je v DNT.

c) C = (AAB)H(AqA By). Z distributivniho zak. ziskdme DNT Cj.

d) 6= (A = B) in(—!A\/B) izl(—\Ak \/Bd) = Cyq je v DNT.

e) C= (A& B)= ((AAB)V(=AA-B)) = ((Aa A Ba) V (Ax A-By)). Z
distributivnich zakont dostaneme disjunkci dvou DNT.
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Upiné DNT 2 KNT
Uplny disjunktivni a konjunktivni normalni tvar

Definice

e Formule je v tplném disjunktivnim normalnim tvaru, jestlize je v DNT, ve
vSech mintermech se vyskytuji stejné prvotni formule a zaroven se v ramci
jednoho mintermu zadna prvotni formule nevyskytuje dvakrat.

e Formule je v tplném konjunktivnim normalnim tvaru, jestlize je v KNT,
ve vsech klausulich se vyskytuji stejné prvotni formule a v rdmci jedné
klausule se zadna prvotni formule nevyskytuje dvakrat.

P¥iklady
e (AN=-BAC)V(mAANBA=C) - Gplny DNT
e (AV-BV CO)A(mAV BV () - Gplny KNT
e (ANB)V(AAN=-B)V (mAANB)V(=AA-B)
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Hledani aplného DNT a KNT

e (plny DNT z DNT dostaneme doplnénim chybéjicich prvotnich formuli do
mintermi na zakladé vztahu

AHANTHAN(BV-B)H(AANB)V(AA-B).

e Uplny KNT z KNT dostaneme doplnénim chybéjicich prvotnich formuli do
klausuli na zakladé vztahu

ABHAVLIHAV(BA-B)H(AV B)A(AV-B).

Véta
Ke kazdé formuli existuje formule logicky ekvivalentni, kterd je v uplném DNT, a
formule logicky ekvivalentni, ktera je v dplném KNT.

/ ®ie]

K. Trlifajovd (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 3 BI-MLO, ZS 2013/2014 15 / 24



I All Upiné DNT a KNT

Uplny DNT - p¥iklad

Priklad
Naleznéte tplny DNT formule

Reseni:

(AV B)= (-BAC).

DNT je =H(=AA-B)V (=B A C).

H(mAA=BAC)V(~AA-BA-C)V (-BA C)H

H (mAA=BA C)V (~AA-BA-C)V

V(AAN-BAC)V(mAAN-BAC)H
H(AAN-BAC)V (mAA-BA-C)V(AAN-BAC)

K. Trlifajovd (FIT CVUT)
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Upiny DNT a pravdivostni tabulka

Z predchoziho prikladu vime, Ze

(AVB) = (~BAC)

=

((=AA-BA C)Jv((=AA=BA=C)]V((AA=BAC))

Pravdivostni tabulka:

A|B|C| (AVB)=(-BAC)
111 1 0
1]11]0 0
( )
1100 0
01 1 0
0|1]0 0
( )
( )
Pravdivostni tabulka:
A|B|C| (AVB)= (-BAC) ﬁ%
11111 0
- " BI-MLO, Predn4tka & 3 BI-MLO, ZS 2013/2014 17 / 24



I All Upiné DNT a KNT

Hledani aplného KNT - priklad

Pfiklad
Naleznéte tplny KNT formule

A= (-BAC).
Reseni: = —AV (-B A C). DNT
H(=AV-B)A(=AV C). KNT

H(=AV-aBVC)A(mAV-BV-C)A(mAV C)H

H(-AV-BV C)A(mAV-BV-C)A
A=AV BV C)AN(mAV-BV C)H
H(-AV-BVC)A(mAV-BV-C)A(mAV BV C)

Coz je hledany tplny KNT.

v
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Upiny KNT a pravdivostni tabulka

Z predchoziho prikladu vime, Ze
A= (-BAC)H

(mAVv-BVvC) AN (mAV-BV~-C) AN (mRAVBVC)

Pravdivostni tabulka: \\d—\ / /_\/
A|B|C| 1. | 2 | 3. | A= (-BAC)
(ANBAC) — 17171 1 0 1 0
(ANBA-C) — 111]0 0 1 1 0
11011 1 1 1 1
(AN-BA-C) - 1|00 1 1 0 0
0|]1]|1 1 1 1 1
Oj1]0 1 1 1 1
0|01 1 1 1 1
0j0|0 1 1 1 1

Negace klausuli Gplného KNT ukazuji radky pravdivostni tabulky ve kterych je
formule nepravdiva.

~(A= (-BAC))H(AABA-C)V(AANBAC)V(AAN=BA-C) ﬁ@%
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Existence DNT a KNT [V N \ag

Ohodnoceni, pro néz je formule pravdiva

Priklady
Urcete, pro kolik a pro kterd ohodnoceni jsou nasledujici formule pravdivé:

e (A= B)ABH(-AVB)ABHBH(AANB)V (=AAB) (2ohodnoceni)

e A= (B=(C)H-AV(B=C)H-AV-BV C (7 ohodnoceni.)

e (A= B) = CH=(A=B)VCHAAN-B)VC
H(AA-BAC)V(AN-BA-C)V(AABAC)V(AAN-BAC)V (=AA
BAC)V(—mAAN-BAC)
H(AAN-BAC)V(AN-BA-C)V(ANBAC)V(mANBAC)V(mAA—=BAC)
(5 ohodnocent)

e (A=B) = CH=(A=B)VCHAAN-B)VCHAV C)A(-BV )
H(AV BV C)A(AV-BV C)A(=AV-BV C) (5 ohodnoceni)

e (A=((BANC)=D))VEH-AV((BAC)=D)VE
H-AV (~(BAC)VD)VE H-AV-BV-CVDVE (31 ohodnoceni)

PR
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Uplné DNT 2 KNT
Poznamky k DNT a KNT

e P¥i prechodu od KNT k DNT a naopak uzivame distributivni zakony!

(GA-H)V(-INJANK)H
H(GV-I)ANGVI)N(GVYE)AN(-HV-I)AN(-HV J)A(-HV K).

e Kontradicke a tautologie vynechdvame.

(AVB)A-BH(AN-B)V(BAN-B)H AAN-B
A/\(B\/—\B)i:iA.

e Negace DNT je KNT negace formule (nikoli KNT pivodni formule!) a
naopak.

“((GA-H)V(=INJANK))E~(GA-H)A=(-IANJAK) =

m(ﬁGvH)A(IvﬁJvﬁK@%
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Uplné DNT 2 KNT
Upiny DNT a KNT X logicka ekvivalence

Tvrzeni
e VWyrokové formule A a B jsou logicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ jejich
uplné disjunktivni tvary obsahuji stejné mintermy.

o Vyrokové formule A a B jsou logicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jejich
uplné konjunktivni tvary obsahuji stejné mintermy

Priklad
e (ANB)=CH-(AAB)VCH-AV-BVC
e (A=C)V(B=C)H-AVCV-BY(CH-AV-BVC

Tedy
(ANB)=CH(A=C)V (B= ()

4
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Uplny DNT a KNT x logicky disledek

Pamatujme, ze ANB= A= AV B
Véta
Méjme vyrokové formule A a B.

o Necht A je tplny DNT formule A a By je tiplny DNT formule B a navic A4
a B, obsahuji stejné prvotni formule.
Potom A &= B pravé tehdy, kdyZ jsou vsechny mintermy Ay obsaZeny v By.
o Necht Ay, je dplny KNT formule A a By, je dplny KNT formule B a navic Ay,

a By, obsahuji stejné prvotni formule. Potom A = B pravé tehdy, kdyz jsou
vsechny klausule By obsaZzeny v Ay.

P¥iklad
e (AANB)= CH-AV~-BVC

e (AVB)=CH=(AVB)VCHHAAN-B)VCHH-AV C)A(-BV
C)H(—AV BV C)AN(mAV-BV C)AN(AV-BV C)

Tedy

(AVB)=C=(AANB)=C
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Domaci ukol

Uvazujme formuli

<' (A1 L Ag) = A3) L Ag) = As5)--- | Azk) = Aogy1,
kde k je prirozené Cislo.
Pro kolik ohodnoceni a pro ktera je tato formule pravdiva?

(Nestadi pouze &islo! Musite vysvélit a naznadit postup, jak jste k nému dospéli.
Kazdy sam za sebe!)
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