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Obah p̌rednášky

Obsah ťret́ı p̌rednášky

• Universálńı systém logických spojek.
• Disjunktivńı a konjunktivńı normálńı tvar formuĺı.
• Úplný disjunktivńı a konjunktivńı tvar formuĺı
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Obah p̌rednášky Důkaz indukćı podle složitosti formule

Výroková formule

Definice
(i) Prvotńı formule je výroková formule.

(ii) Jsou-li A a B výrokové formule, pak jsou i ¬A, (A∧B), (A∨B), (A⇒B) a
(A⇔B) výrokové formule.

(iii) Výroková formule je řetězec symbol̊u sestavný podle pravidel (i) a (ii) v
konečně mnoha kroćıch.

Formačńı strom ¬(A ∧ B)⇔ (C ⇒ A)

¬(A ∧ B)

A ∧ B

A B

C ⇒ A

C A
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Obah p̌rednášky Důkaz indukćı podle složitosti formule

Důkaz indukćı podle složitosti formule

Princip indukce
(i) Dokážeme pro prvotńı formule.

(ii) Předpokládáme, že plat́ı pro A, B, dokážeme pro
¬A, (A ∧ B), (A ∨ B), (A⇒ B), (A⇔ B).

Tvrzeńı
Každá formule obsahuje sudý počet závorek.

Důkaz
Indukćı podle složitosti formule.

(i) Prvotńı formule neobsahuj́ı žádné závorky.
(ii) Jestliže A, B obsahuj́ı sudý počet závorek, pak ¬A, (A ∧ B), (A ∨ B), (A ⇒ B), (A ⇔ B)

obsahuj́ı sudý počet závorek.
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Universálńı systémy logických spojek

Universálńı systém logických spojek

Definice
Množina logických spojek tvǒŕı universálńı systém, právě když ke každé formuli
existuje logicky ekvivalentńı formule, která obsahuje pouze tyto spojky.

Př́ıklady:
1. {¬,∧,∨,⇒,⇔};
2. {¬,∧,∨,⇒};
3. {¬,∧,∨}.
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Universálńı systémy logických spojek

Universálńı systémy spojek

Věta
Tyto množiny spojek tvǒŕı universálńı systémy.

i) {¬,∨}
ii) {¬,∧}
iii) {¬,⇒}

Důkaz

i) Dokážeme pro {¬, ∨} Necht’ A, B lze vyjáďrit jen pomoćı ¬, ∨. Potom

(a) (A ⇒ B) Z= \(¬A ∨ B)
(b) (A ∧ B) Z= \ ¬(¬A ∨ ¬B)
(c) (A ⇔ B) Z= \

(
¬(¬A ∨ ¬B) ∨ ¬(A ∨ B)

)
ii) Dokážeme pro {¬, ⇒} Necht’ A, B lze vyjáďrit jen pomoćı ¬, ⇒. Potom

(a) (A ∨ B) Z= \(¬A ⇒ B)
(b) (A ∧ B) Z= \ ¬(A ⇒ ¬B)
(c) (A ⇔ B) Z= \ ¬

(
(A ⇒ B) ⇒ ¬(B ⇒ A)

)
iii) Dokažte pro {¬, ∧} jako cvičeńı.
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Sheffer̊uv symbol a Peirceova šipka

Sheffer̊uv symbol a Peirceova šipka

Definice
Sheffer̊uv symbol neboli NAND, který znač́ıme ↑, definujeme vztahem

A ↑ B Z= \ ¬(A ∧ B).

Peirceovu šipku neboli NOR, kterou znač́ıme ↓, definujeme vztahem

A ↓ B Z= \ ¬(A ∨ B).

Pravdivostńı tabulka pro ↑ a ↓:

A B A ↑ B A ↓ B
1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1
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Sheffer̊uv symbol a Peirceova šipka

Sheffer̊uv symbol a Peirceova šipka

Věta
Sheffer̊uv symbol i Peirceova šipka tvǒŕı universálńı systém spojek (jednoprvkový).

Důkaz
Necht’ A, B lze vyjáďrit jen pomoćı Shefferova symbolu. Potom
(a) ¬A Z= \ ¬(A ∧ A) Z= \ A ↑ A
(b) A ∨ B Z= \ ¬(¬A ∧ ¬B) Z=\ ¬A ↑ ¬B Z= \(A ↑ A) ↑ (B ↑ B)
(c) A ∧ B Z= \ ¬¬(A ∧ B) Z=\ ¬(A ↑ B) Z=\(A ↑ B) ↑ (A ↑ B)
(d) A ⇒ B Z=\ ¬(A ∧ ¬B) Z=\ A ↑ ¬B Z=\ A ↑ (B ↑ B)
(e) ⇔ vyjáďŕıme analogicky s pomoćı vztahu A ⇔ B Z= \(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
Pro {↓} dokažte na cvičeńı.
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Sheffer̊uv symbol a Peirceova šipka Disjunktivńı normálńı tvar

Disjunktivńı normálńı tvar formule

Definice
• Literál je prvotńı formule nebo negace prvotńı formule.
• Minterm je literál nebo konjunkce několika literál̊u.
• Formule je v disjunktivńım normálńım tvaru, DNT, jestliže je mintermem

nebo disjunkćı několika mintermů.

Př́ıklady
• A; ¬A; B - literály
• A ∧ ¬B; ¬A ∧ C ∧ B; ¬C - mintermy
• (A ∧ ¬B) ∨ C - DNT (2 mintermy)
• A; ¬A; A ∨ B; A ∧ ¬B - DNT
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Sheffer̊uv symbol a Peirceova šipka Konjunktivńı normálńı tvar

Konjunktivńı normálńı tvar formule

Definice
• Klausule je literál nebo disjunkce několika literál̊u.
• Formule je v konjunktivńım normálńım tvaru, KNT, jestliže je klausuĺı

nebo konjunkćı několika klausuĺı.

Př́ıklady
• A ∨ ¬B; ¬A ∨ C ∨ B; ¬C - klausule
• (A ∨ ¬B) ∧ (¬A ∨ C ) ∧ ¬C - KNT (3 klausule)
• (A ∨ ¬B) ∧ C - KNT (2 klausule)
• A; ¬A; A ∧ ¬B; A ∨ B - DNT i KNT!
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Sheffer̊uv symbol a Peirceova šipka Konjunktivńı normálńı tvar

Disjunktivńı a konjunktivńı normálńı tvar - p̌ŕıklad

Př́ıklad
Nalezněte KNT a DNT formule

A⇒ (¬B ∧ C ).

•
Z= \ ¬A ∨ (¬B ∧ C ) - DNT

•
Z= \(¬A ∨ ¬B) ∧ (¬A ∨ C ) - KNT.

Př́ıklad
Kdo co uč́ı? Každý kdo neuč́ı matematiku nebo fyziku, uč́ı češtinu nebo historii.
(¬M ∨ ¬F)⇒ (C ∨D) Z= \ ¬(¬M ∨ ¬F) ∨ (C ∨D) Z= \(M ∧ F) ∨C ∨D – DNT
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Sheffer̊uv symbol a Peirceova šipka Konjunktivńı normálńı tvar

Disjunktivńı a konjunktivńı normálńı tvar

Př́ıklady
Nalezněte DNT a KNT.

• A⇒ (B ⇒ C ) Z= \ ¬A ∨ (B ⇒ C ) Z= \ ¬A ∨ ¬B ∨ C – DNT, KNT

• ¬
(
A⇒ (B ⇒ C )

)
Z= \ A ∧ ¬(B ⇒ C ) Z= \ A ∧ B ∧ ¬C – DNT, KNT

• (A⇒ B)⇒ C Z= \ ¬(A⇒ B) ∨ C Z= \(A ∧ ¬B) ∨ C – DNT
Z= \(A ∨ C ) ∧ (¬B ∨ C ) – KNT

• A⇔ B Z= \(A⇒ B) ∧ (B ⇒ A) Z= \(¬A ∨ B) ∧ (¬B ∨A) – KNT
Z= \(¬A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧A) ∨ (B ∧ ¬B) ∨ (A ∧ B)
Z= \(A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B) – DNT

• (A⇒ B) ∧ B Z= \(¬A ∨ B) ∧ B Z= \ B – DNT, KNT
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Existence DNT a KNT

Existence DNT a KNT
Věta
Ke každé formuli existuje formule logicky ekvivalentńı, která je v DNT, a formule
logicky ekvivalentńı, která je v KNT.

Značeńı: A 
 B ∨ C , A je ve tvaru B ∨ C
Důkaz
Indukćı podle složitosti formule

(i) Je-li C prvotńı formule, pak je v DNT i v KNT.
(ii) Indukčńı krok: C vznikne z formuĺı A, B podle definice formule (bod ii)).

Indukčńı p̌redpoklad: Pro A existuj́ı formule Ad v DNT a Ak v KNT tak, že
A Z=\ Ad Z=\ Ak .Pro B existuj́ı formule Bd v DNT a Bk v KNT tak, že B Z=\ Bd Z=\ Bk .
Chceme dokázat, že existuj́ı formule Cd v DNT a Ck v KNT tak, že C Z= \ Cd Z=\ Ck .
Dokážeme existenci Cd :

a) C 
 ¬A Z=\ ¬Ak 
 Cd , je v DNT.
b) C 
 (A ∨ B) Z= \(Ad ∨ Bd) 
 Cd je v DNT.
c) C 
 (A ∧ B) Z= \(Ad ∧ Bd). Z distributivńıho zák. źıskáme DNT Cd .
d) C 
 (A ⇒ B) Z= \(¬A ∨ B) Z=\(¬Ak ∨ Bd) 
 Cd je v DNT.
e) C 
 (A ⇔ B) Z= \

(
(A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B)

)
Z=\

(
(Ad ∧ Bd) ∨ (¬Ak ∧ ¬Bk)

)
. Z

distributivńıch zákonů dostaneme disjunkci dvou DNT.
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Úplný disjunktivńı a konjunktivńı normálńı tvar

Definice
• Formule je v úplném disjunktivńım normálńım tvaru, jestliže je v DNT, ve

všech mintermech se vyskytuj́ı stejné prvotńı formule a zároveň se v rámci
jednoho mintermu žádná prvotńı formule nevyskytuje dvakrát.

• Formule je v úplném konjunktivńım normálńım tvaru, jestliže je v KNT,
ve všech klausuĺıch se vyskytuj́ı stejné prvotńı formule a v rámci jedné
klausule se žádná prvotńı formule nevyskytuje dvakrát.

Př́ıklady
• (A ∧ ¬B ∧ C ) ∨ (¬A ∧ B ∧ ¬C ) - úplný DNT
• (A ∨ ¬B ∨ C ) ∧ (¬A ∨ B ∨ ¬C ) - úplný KNT
• (A ∧ B) ∨ (A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B)
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Hledáńı úplného DNT a KNT

• úplný DNT z DNT dostaneme doplněńım chyběj́ıćıch prvotńıch formuĺı do
mintermů na základě vztahu

A Z= \ A ∧ > Z= \ A ∧ (B ∨ ¬B) Z= \(A ∧ B) ∨ (A ∧ ¬B).

• úplný KNT z KNT dostaneme doplněńım chyběj́ıćıch prvotńıch formuĺı do
klausuĺı na základě vztahu

A Z= \ A ∨ ⊥ Z= \ A ∨ (B ∧ ¬B) Z= \(A ∨ B) ∧ (A ∨ ¬B).

Věta
Ke každé formuli existuje formule logicky ekvivalentńı, která je v úplném DNT, a
formule logicky ekvivalentńı, která je v úplném KNT.
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Úplný DNT - p̌ŕıklad

Př́ıklad
Nalezněte úplný DNT formule

(A ∨ B)⇒ (¬B ∧ C ).

Řešeńı:
DNT je Z= \(¬A ∧ ¬B) ∨ (¬B ∧ C ).

Z= \ (¬A ∧ ¬B ∧ C ) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (¬B ∧ C ) Z= \

Z= \ (¬A ∧ ¬B ∧ C ) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ ¬C )∨
∨ (A ∧ ¬B ∧ C ) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ C ) Z= \

Z= \(¬A ∧ ¬B ∧ C ) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (A ∧ ¬B ∧ C )
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Úplný DNT a pravdivostńı tabulka
Z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu v́ıme, že

(A ∨ B)⇒ (¬B ∧ C ) Z= \

(¬A ∧ ¬B ∧ C ) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (A ∧ ¬B ∧ C )

Pravdivostńı tabulka:
A B C (A ∨ B)⇒ (¬B ∧ C )
1 1 1 0
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

Pravdivostńı tabulka:
A B C (A ∨ B)⇒ (¬B ∧ C )
1 1 1 0
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

Mintermy úplného DNT odpov́ıdaj́ı řádk̊um pravdivostńı tabulky, v nichž je
formule pravdivá.
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Hledáńı úplného KNT - p̌ŕıklad

Př́ıklad
Nalezněte úplný KNT formule

A⇒ (¬B ∧ C ).

Řešeńı: Z= \ ¬A ∨ (¬B ∧ C ). DNT
Z= \(¬A ∨ ¬B) ∧ (¬A ∨ C ). KNT

Z= \ (¬A ∨ ¬B ∨ C ) ∧ (¬A ∨ ¬B ∨ ¬C ) ∧ (¬A ∨ C ) Z= \

Z= \ (¬A ∨ ¬B ∨ C ) ∧ (¬A ∨ ¬B ∨ ¬C )∧
∧ (¬A ∨ B ∨ C ) ∧ (¬A ∨ ¬B ∨ C ) Z= \

Z= \(¬A ∨ ¬B ∨ C ) ∧ (¬A ∨ ¬B ∨ ¬C ) ∧ (¬A ∨ B ∨ C )

Což je hledaný úplný KNT.
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Úplný KNT a pravdivostńı tabulka
Z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu v́ıme, že

A⇒ (¬B ∧ C ) Z= \

(¬A ∨ ¬B ∨ C ) ∧ (¬A ∨ ¬B ∨ ¬C ) ∧ (¬A ∨ B ∨ C )

Pravdivostńı tabulka:
A B C 1. 2. 3. A⇒ (¬B ∧ C )

(A ∧ B ∧ C ) → 1 1 1 1 0 1 0
(A ∧ B ∧ ¬C ) → 1 1 0 0 1 1 0

1 0 1 1 1 1 1
(A ∧ ¬B ∧ ¬C ) → 1 0 0 1 1 0 0

0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1

Negace klausuĺı úplného KNT ukazuj́ı řádky pravdivostńı tabulky ve kterých je
formule nepravdivá.

¬(A⇒ (¬B ∧ C )) Z= \(A ∧ B ∧ ¬C ) ∨ (A ∧ B ∧ C ) ∨ (A ∧ ¬B ∧ ¬C )
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Ohodnoceńı, pro něž je formule pravdivá

Př́ıklady
Určete, pro kolik a pro která ohodnoceńı jsou následuj́ıćı formule pravdivé:

• (A⇒ B) ∧ B Z= \(¬A ∨ B) ∧ B Z= \ B Z= \(A ∧ B) ∨ (¬A ∧ B) (2 ohodnoceńı)
• A⇒ (B ⇒ C ) Z= \ ¬A ∨ (B ⇒ C ) Z= \ ¬A ∨ ¬B ∨ C (7 ohodnoceńı.)
• (A⇒ B)⇒ C Z= \ ¬(A⇒B) ∨ C Z= \(A ∧ ¬B) ∨ C

Z= \ (A ∧ ¬B ∧ C ) ∨ (A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (A ∧ B ∧ C ) ∨ (A ∧ ¬B ∧ C ) ∨ (¬A ∧
B ∧ C ) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ C )
Z= \(A∧¬B∧C )∨(A∧¬B∧¬C )∨(A∧B∧C )∨(¬A∧B∧C )∨(¬A∧¬B∧C )
(5 ohodnoceńı)

• (A⇒ B)⇒ C Z= \ ¬(A⇒ B) ∨ C Z= \(A ∧ ¬B) ∨ C Z= \(A ∨ C ) ∧ (¬B ∨ C )
Z= \(A ∨ B ∨ C ) ∧ (A ∨ ¬B ∨ C ) ∧ (¬A ∨ ¬B ∨ C ) (5 ohodnoceńı)

• (A⇒((B ∧ C )⇒D)) ∨ E Z= \ ¬A ∨ ((B ∧ C )⇒D) ∨ E
Z= \ ¬A ∨ (¬(B ∧ C ) ∨D) ∨ E Z= \ ¬A ∨ ¬B ∨ ¬C ∨D ∨ E (31 ohodnoceńı)
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Poznámky k DNT a KNT

• Při p̌rechodu od KNT k DNT a naopak už́ıváme distributivńı zákony!

(G ∧ ¬H ) ∨ (¬I ∧ J ∧K ) Z= \
Z= \(G ∨ ¬I ) ∧ (G ∨ J ) ∧ (G ∨K ) ∧ (¬H ∨ ¬I ) ∧ (¬H ∨ J ) ∧ (¬H ∨K ).

• Kontradicke a tautologie vynecháváme.

(A ∨ B) ∧ ¬B Z= \(A ∧ ¬B) ∨ (B ∧ ¬B) Z= \ A ∧ ¬B
A ∧ (B ∨ ¬B) Z= \ A.

• Negace DNT je KNT negace formule (nikoli KNT původńı formule!) a
naopak.

¬
(
(G ∧ ¬H ) ∨ (¬I ∧ J ∧K )

)
Z= \ ¬(G ∧ ¬H ) ∧ ¬(¬I ∧ J ∧K ) Z= \

Z= \(¬G ∨H ) ∧ (I ∨ ¬J ∨ ¬K ).
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Úplný DNT a KNT × logická ekvivalence

Tvrzeńı
• Výrokové formule A a B jsou logicky ekvivalentńı právě tehdy, když jejich

úplné disjunktivńı tvary obsahuj́ı stejné mintermy.
• Výrokové formule A a B jsou logicky ekvivalentńı právě tehdy, když jejich

úplné konjunktivńı tvary obsahuj́ı stejné mintermy

Př́ıklad
• (A ∧ B)⇒C Z= \ ¬(A ∧ B) ∨ C Z= \ ¬A ∨ ¬B ∨ C
• (A⇒C ) ∨ (B⇒C ) Z= \ ¬A ∨ C ∨ ¬B ∨ C Z= \ ¬A ∨ ¬B ∨ C

Tedy
(A ∧ B)⇒C Z= \(A⇒C ) ∨ (B⇒C )
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Existence DNT a KNT Úplné DNT a KNT

Úplný DNT a KNT × logický d̊usledek
Pamatujme, že A ∧ B Z= A Z= A ∨ B

Věta
Mějme výrokové formule A a B.

• Necht’ Ad je úplný DNT formule A a Bd je úplný DNT formule B a nav́ıc Ad
a Bd obsahuj́ı stejné prvotńı formule.
Potom A Z= B právě tehdy, když jsou všechny mintermy Ad obsaženy v Bd .

• Necht’ Ak je úplný KNT formule A a Bk je úplný KNT formule B a nav́ıc Ak
a Bk obsahuj́ı stejné prvotńı formule. Potom A Z= B právě tehdy, když jsou
všechny klausule Bk obsaženy v Ak .

Př́ıklad
• (A ∧ B)⇒C Z= \ ¬A ∨ ¬B ∨ C
• (A ∨ B)⇒C Z= \ ¬(A ∨ B) ∨ C Z= \(¬A ∧ ¬B) ∨ C Z= \(¬A ∨ C ) ∧ (¬B ∨

C ) Z= \(¬A ∨ B ∨ C ) ∧ (¬A ∨ ¬B ∨ C ) ∧ (A ∨ ¬B ∨ C )
Tedy

(A ∨ B)⇒C Z=(A ∧ B)⇒C
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Domáćı úkol

Uvažujme formuli(
· · ·

(
(((A1 ↓ A2)⇒A3) ↓ A4)⇒A5

)
· · · ↓ A2k

)
⇒A2k+1,

kde k je p̌rirozené č́ıslo.

Pro kolik ohodnoceńı a pro která je tato formule pravdivá?
(Nestač́ı pouze č́ıslo! Muśıte vysvělit a naznačit postup, jak jste k němu dospěli.
Každý sám za sebe!)
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