
Matematická logika
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Domáćı úkol

Domáćı úkol (Commedia dell’Arte) – řešeńı

Bud’ Kolomb́ına netanč́ı nebo se Harlekýn směje. Jestliže Pulcinella neńı smutná,
pak Pierot nepláče. Neńı pravda, že se Harlekýn směje a Pierot nepláče. Jestliže je
Dottore p̌ŕıtomen, pak Pulcinella neńı smutná. Neńı pravda, že Kolomb́ına
netanč́ı. Co se děje?
Řešeńı: (¬K ∨H ) ∧ (¬P⇒¬I ) ∧ ¬(H ∧ ¬I ) ∧ (D⇒¬P) ∧ ¬¬K

Z= \ K ∧ (¬K ∨H ) ∧ (¬H ∨ I ) ∧ (¬I ∨ P) ∧ (¬P ∨ ¬D)
Z= \ K ∧H ∧ (¬H ∨ I ) ∧ (¬I ∨ P) ∧ (¬P ∨ ¬D)

Z= \ K ∧H ∧ I ∧ (¬I ∨ P) ∧ (¬P ∨ ¬D)
Z= \ K ∧H ∧ I ∧ P ∧ (¬P ∨ ¬D)

Z= \ K ∧H ∧ I ∧ P ∧ ¬D
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Obsah p̌rednášky

Obsah čtvrté p̌rednášky

• Sémantické stromy.
• Splnitelná a sporná teorie.
• Logický důsledek teorie.
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Sémantické stromy

Sémantické stromy

Představuj́ı grafickou reprezentaci formuĺı výrokové logiky pomoćı stromů.

A ∧ (A⇒ B)

A

¬A B

Umožňuj́ı:
• Nalézt DNT, p̌ŕıpadně úplný DNT formule.

• Rozhodnout o splnitelnosti formule.

• Ově̌rovat logické důsledky.
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Sémantické stromy

Poznámka - Co to je strom?

Uspǒrádaný strom je množina uzl̊u a hran tak, že plat́ı:

• Hrany spojuj́ı uzly.
• Hrana vede od p̌redch̊udce k potomkovi.
• Právě jeden uzel nemá p̌redchůdce, nazývá

se kǒren.
• Všechny ostatńı uzly maj́ı p̌redchůdce.
• Uzly, které nemaj́ı potomka, se nazývaj́ı

koncové.
• Cesta je posloupnost uzl̊u spojených

hranami.
• Mezi dvěma uzly existuje právě jedna cesta.
• Větev je cesta od kǒrene ke koncovému

uzlu.
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Sémantické stromy

Konstrukce sémantických stromů I.

Konjunkce

A ∧ B

A

B

Disjunkce

A ∨ B

A B

Negace konjunkce
¬(A ∧ B) Z= \ ¬A ∨ ¬B

¬(A ∧ B)

¬A ¬B

Negace disjunkce
¬(A ∨ B) Z= \ ¬A ∧ ¬B

¬(A ∨ B)

¬A

¬B
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Sémantické stromy

Konstrukce sémantických stromů II.

Implikace
A⇒B Z= \ ¬A ∨ B

A⇒ B

¬A B

Ekvivalence
A⇔B Z= \ (A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B)

A⇔ B

A

B

¬A

¬B

Negace implikace
¬(A⇒B) Z= \ A ∧ ¬B

¬(A⇒ B)

A

¬B

Negace ekvivalence
¬(A⇔B) Z=\ (A∧¬B)∨(¬A∧B)

¬(A⇔ B)

A

¬B

¬A

B
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Sémantické stromy

Př́ıklad

Př́ıklad
Vytvǒŕıme sémantický strom pro formuli A ∧ (A⇒ B).

A ∧ (A⇒ B)

A

A⇒ B

¬A B

Což můžeme zkráceně zapsat jako:
A

¬A

⊥

B
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Sémantické stromy

Sémantický strom - definice

Definice
Sémantický strom formule A je uspǒrádaný strom, jehož kǒrenem je formule A,
v uzlech jsou jej́ı podformule, a je sestrojen v souladu s ďŕıve uvedenými pravidly.

• Uzav̌rená větev je větev stromu, která obsahuje některou prvotńı formuli i
jej́ı negaci. Na jej́ı konec doplńıme ⊥.

• Otev̌rená větev je větev, která neńı uzav̌rená.
• Uzav̌rený strom má všechny větve uzav̌rené.
• Úplná větev znamená, že všechny formule vyskytuj́ıćı se v jej́ıch uzlech jsou

použity a rozebrány na literály.
• Úplný strom znamená, že všechny větve jsou bud’ uzav̌rené nebo otev̌rené

úplné.
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Sémantické stromy Úplný sémantický strom

Úplné sémantické stromy

Věta
Ke každé formuli existuje jej́ı úplný sémantický strom.

Důkaz
Indukćı dle počtu binárńıch spojek.

(i) Prvotńı formule i jej́ı negace tvǒŕı úplný strom.
(ii) Předpokládáme, že plat́ı pro A, B. Pro A ∧ B, A ∨ B, A⇒B a A⇔B také pro
¬(A ∧ B),¬(A ∨ B),¬(A⇒B) a ¬(A⇔B) strom sestroj́ıme aplikaćı pravidel konstrukce
stromů pro p̌ŕıslušné spojky.
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Sémantické stromy Úplný sémantický strom

Př́ıklad

Př́ıklad
Vytvǒrte sémantický strom formule
A ∧ (A⇒ B) ∧ (B ⇒ C ) ∧ (C ⇒ D) ∧ (D ⇒ A).

A

¬A

⊥

B

¬B

⊥

C

¬C

⊥

D

¬D

⊥

A

Z= \ A ∧ B ∧ C ∧D
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Sémantické stromy Úplný sémantický strom

Př́ıklad
Př́ıklad
Nalezněte sémantický strom a DNT následuj́ıćı formule:
¬

((
(A⇔ B) ∧ (A⇒ C )

)
⇒ D

)
Uprav́ıme na (A⇔ B) ∧ (A⇒ C ) ∧ ¬D.

¬D

A⇒C

A⇔B

¬D

A⇒C

¬A

A⇔B

C

A⇔B

¬D

A⇒C

¬A

A⇔B

A

B

¬A

¬B

C

A⇔B

A

B

¬A

¬B

¬D

¬A

A

B

⊥

¬A

¬B

C

A

B

¬A

¬B

Z= \ (¬D ∧ ¬A ∧ ¬B) ∨ (¬D ∧ C ∧A ∧ B) ∨ (¬D ∧ C ∧ ¬A ∧ ¬B)
Úplné DNT:
(¬D ∧ ¬A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (¬D ∧ C ∧A ∧ B) ∨ (¬D ∧ C ∧ ¬A ∧ ¬B)
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Sémantické stromy Úplný sémantický strom

Sémantické stromy a DNT
Necht’ AS je formule, která vznikne disjunkćı mintermů, které źıskáme konjunkćı
literál̊u nacházej́ıćıch se na jedné větvi.

Věta
Formule AS je disjunktivńı normálńı tvar formule A.

Důkaz
Formule AS je jistě v DNT. Zbývá dokázat, že A Z= \ AS .

• Indukćı podle počtu binárńıch spojek.
• V každém kroku už́ıváme logicky ekvivalentńıch úprav.
• Indukčńı krok pro ∨ je snadný.
• Indukčńı krok pro ∧ pomoćı distributivńıch zákonů.

Důsledek
Formule je splnitelná, právě tehdy když jej́ı sémantický strom má alespoň jednu
otev̌renou větev.
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Sémantické stromy Úplný sémantický strom

Commedia dell’Arte

(¬K ∨H ) ∧ (¬P⇒¬I ) ∧ ¬(H ∧ ¬I ) ∧ (D⇒¬P) ∧ ¬¬K

K

¬K

⊥

H

¬H

⊥

I

P

¬D ¬P

⊥

¬I

⊥

K ∧H ∧ I ∧ P ∧ ¬D
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Splnitelná a sporná teorie, logický důsledek

Teorie

Definice
Množina formuĺı se nazývá teorie.

Př́ıklad:
T1 = {A, B, A ∧ B}; T2 = {C ∨ B, D⇒A, A}; T3 = {A,¬A}.

Definice
• Teorie je splnitelná, právě když existuje takové ohodnoceńı prvotńıch formuĺı,

pro které jsou všechny formule teorie pravdivé.
• Teorie je sporná, právě když neńı splnitelná.

Př́ıklad:
T1 = {A, B, A ∧ B} je splnitelná.
T3 = {A,¬A} je sporná.
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Splnitelná a sporná teorie, logický důsledek

Splnitelná a sporná teorie

Tvrzeńı
Necht’ T = {A1, A2, . . . , An} je konečná teorie

i) Teorie T je splnitelná, právě když je formule A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An splnitelná.
ii) Teorie T je sporná, právě když je A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An kontradikce.

Př́ıklad. T = {A⇒ B, A, B}
(A⇒ B) ∧A ∧ B

A

B

¬A

⊥

B

Z= \ A ∧ B. T je splněna (pro 〈1, 1〉).
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Splnitelná a sporná teorie, logický důsledek

Splnitelnost teorie
Př́ıklad
Je teorie {A⇒ B, A ∨ C ,¬C ∧D, D ⇒ A, A} splnitelná?

A ∧ ¬C ∧D ∧ (¬A ∨ B) ∧ (A ∨ C ) ∧ (¬D ∨A)

A

¬C

D

¬A

⊥

B

A

¬D

⊥

A

C

⊥

Z= \ A ∧ B ∧ ¬C ∧D. Splnitelná pro 〈1, 1, 0, 1〉.
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Splnitelná a sporná teorie, logický důsledek

Logický d̊usledek teorie

Definice
Formule B je logickým d̊usledkem teorie T , znač́ıme T Z= B, právě když pro
každé ohodnoceńı, v němž jsou všechny formule teorie T pravdivé, je i B pravdivá.

Tvrzeńı
Necht’ T = {A1, A2, . . . , An} je konečná teorie B je formule. Potom jsou
následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

i) Formule B je logickým d̊usledkem teorie T , T Z= B,
ii) A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An Z= B.
iii) (A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An)⇒ B je tautologie,
iv) (A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An) ∧ ¬B je kontradikce.

Př́ıklad.
i) A⇒B, A Z= B , právě když

ii) (A⇒B) ∧A Z= B , právě když
iii) ((A⇒B) ∧A)⇒B je tautologie , právě když
iv) (A⇒B) ∧A ∧ ¬B je kontradikce.
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Splnitelná a sporná teorie, logický důsledek

Logický d̊usledek

Př́ıklad
Plat́ı konstruktivńı dilema, tj. plat́ı A⇒ B, C ⇒ D, A ∨ C Z= B ∨D ?

Ekvivalentně: Je formule (A⇒ B) ∧ (C ⇒ D) ∧ (A ∨ C ) ∧ ¬(B ∨D) splnitelná?
Uprav́ıme: (¬A ∨ B) ∧ (¬C ∨D) ∧ (A ∨ C ) ∧ ¬B ∧ ¬D

¬B

¬D

B

⊥

¬A

D

⊥

¬C

A

⊥

C

⊥

Neńı splnitelná. Jedná se tedy o logický důsledek.
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Splnitelná a sporná teorie, logický důsledek

Logický d̊usledek
Př́ıklad

Štěpán jel bud’ autobusem (B) nebo vlakem (V). Jestliže jel autobusem nebo
vlastńım autem (A), p̌rijel pozdě (P). Nep̌rijel pozdě. Tud́ıž jel vlakem.

Chceme: B ∨V , (B ∨A)⇒ P,¬P Z= V
Zkoumáme:(B ∨V ) ∧

(
¬(B ∨A) ∨ P

)
∧ ¬P ∧ ¬V

Uprav́ıme: (B ∨V ) ∧ (¬B ∨ P) ∧ (¬A ∨ P) ∧ ¬P ∧ ¬V

¬P

¬V

B

¬B

⊥

P

⊥

V

⊥

Formule je kontradikce. Tud́ıž logický důsledek plat́ı.
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Splnitelná a sporná teorie, logický důsledek

Logický d̊usledek
Př́ıklad

Štěpán jel bud’ autobusem (B) nebo vlakem (V). Jestliže jel autobusem nebo
vlastńım autem (A), p̌rijel pozdě (P). Nep̌rijel pozdě. Tud́ıž jel autobusem.

Chceme: B ∨V , (B ∨A)⇒ P,¬P Z= B
Zkoumáme:(B ∨V ) ∧

(
¬(B ∨A) ∨ P

)
∧ ¬P ∧ ¬B

Uprav́ıme: (B ∨V ) ∧ (¬B ∨ P) ∧ (¬A ∨ P) ∧ ¬P ∧ ¬B

¬P

¬B

¬A

¬B

B

⊥

V

P

⊥

P

⊥

Nejedná se o logický důsledek. Protip̌ŕıklad: ¬B ∧ ¬A ∧ ¬P ∧V .
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Splnitelná a sporná teorie, logický důsledek

Logický d̊usledek
Př́ıklad
Jestliže Jones nepotkal Smithe (J), pak Smith je vrahem (S) nebo Jones lže (L). Jestli Smith
neńı vrahem, pak ho Jones nepotkal a vražda se stala po půlnoci (P). Jestli se vražda stala po
půlnoci, pak byl Smith vrahem nebo Jones mluv́ı pravdu. Tud́ıž je Smith vrahem.

Chceme: J ⇒ (S ∨ L), ¬S ⇒ (J ∧ P), P ⇒ (S ∨ ¬L) Z= S
Zkoumáme: (¬J ∨ S ∨ L) ∧

(
S ∨ (J ∧ P)

)
∧ (¬P ∨ S ∨ ¬L) ∧ ¬S

¬S

S

⊥

J

P

¬P

⊥

S

⊥

¬L

¬J

⊥

S

⊥

L

⊥
Formule je kontradikce. Ano, Smith je vrahem.
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Věta o kompaktnosti

Věta o kompaktnosti

Věta
Teorie T je splnitelná, právě když každá jej́ı konečná podmnožina je splnitelná.

Př́ıklad:
• Graf je k-obarvitelný právě tehdy, když je k-obarvitelný každý jeho konečný

podgraf.
• Existence nestandardńıho modelu p̌rirozených č́ısel.

Důsledek
Necht’ T je teorie, A je formule. Pak plat́ı T Z= A, právě když existuje konečná
podmnožina S ⊆ T taková, že S Z= A.

Důkaz

• Necht’ T Z= A. Potom T ∪ {¬A} neńı splnitelná.
• Tedy existuje konečná S ′ ⊆ T ∪ {¬A}, která neńı splnitelná.
• Jestliže S ′ ⊆ T neńı splnitelná, pak S ′ Z= A a nav́ıc T neńı splnitelná.
• Pokud však T je splnitelná, pak muśı být ¬A ∈ S ′. Označme S = S ′ \ {¬A}. Tedy

S ′ = S ∪ {¬A} neńı splnitelná a S Z= A.
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Věta o kompaktnosti

Domáćı úkol

Nalezněte p̌ŕıklad logické dedukce, v ńıž minimálně ze ťŕı vět je odvozena věta
čtvrtá. Nalezněte jej v učebnici matematiky, ve sb́ırce zákonů, v knize, ve filmu
nebo si jej vymyslete. Zapǐste jej formálně ve výrokové logice a zdůvodněte, že se
skutečně jedná o logický důsledek.
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	Domácí úkol
	Obsah prednášky
	Sémantické stromy
	Úplný sémantický strom

	Splnitelná a sporná teorie, logický dusledek
	Veta o kompaktnosti

