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Domaci tkol

Va4

Domaci kol (Commedia dell’Arte) — fesSeni

Bud Kolombina netan&i nebo se Harlekyn sméje. Jestlize Pulcinella neni smutna,
pak Pierot neplace. Neni pravda, ze se Harlekyn sméje a Pierot neplace. Jestlize je
Dottore ptitomen, pak Pulcinella neni smutna. Neni pravda, ze Kolombina
netani. Co se d&je?
Reeni: KV HY A (=P = 1) A —~(H A —I) A (D= =P) A =K
HEANCKVH)AN-HVI)AN(-IV P)AN(=PV-D)
HEKANHAN(HVI)A(-IV P)A(-PV-D)
HKANHANIN(-IVP)A(=PV-D)
HKANHANINPA(—=PV-D)
HKANHANINPA-D %
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Obsah ctvrté prednasky

e Sémantické stromy.
e Splnitelnad a sporné teorie.
e Logicky disledek teorie.
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Sémantické stromy

Predstavuji grafickou reprezentaci formuli vyrokové logiky pomoci strom.

AN(A= B)
I
A
VRN
—-A B
Umoznuji:
e Nalézt DNT, pripadné Gplny DNT formule.

e Rozhodnout o splnitelnosti formule.

o Ovérovat logické diisledky.
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Sémantické stromy

Poznamka - Co to je strom?

Usporadany strom je mnozina uzll a hran tak, ze plati:

e Hrany spojuji uzly.

e Hrana vede od predchiidce k potomkovi.

e Pravé jeden uzel nema predchiidce, nazyva

se koren.

e VSechny ostatni uzly maji predchiidce.

o Uzly, které nemaji potomka, se nazyvaji
koncové.

e Cesta je posloupnost uzli spojenych
hranami.

e Mezi dvéma uzly existuje pravé jedna cesta.

e Vétev je cesta od korene ke koncovému
uzlu.
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Konstrukce sémantickych stromi I.

Konjunkce Disjunkce
ANB AV B
I 7 N\
A A B
|
B
Negace konjunkce Negace disjunkce
—~(AANB)H -AV-B -(AV B)H -AA-B
-(A A B) ~(AV B)
/N \
-A -B A

-B %
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Konstrukce sémantickych stroma Il.

Implikace Ekvivalence
A=BH-AVB A BH(AAB)V (-AA-B)
70N /N
-4 B A -A
| |
-B
Negace implikace Negace ekvivalence
-(A=B)H AN-B -(A< B) B (AAN-B)V(-AAB)
—\(A = B) —\(A = B)
| /N
A A -A

| | |
¥ VN
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e d
P¥iklad

P¥iklad
Vytvofime sémanticky strom pro formuli A A (A = B). J
AN(A= B)
!
A
|
A=DB
VRN
-4 B

CoZ mizeme zkracené zapsat jako:
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Sémanticky strom - definice

Definice

Sémanticky strom formule A je uspofadany strom, jehoz kofenem je formule A,
v uzlech jsou jeji podformule, a je sestrojen v souladu s d¥ive uvedenymi pravidly.

e Uzaviena vétev je vétev stromu, kterd obsahuje nékterou prvotni formuli i
jeji negaci. Na jeji konec doplnime L.

e Oteviena vétev je vétev, kterd neni uzavrena.

e Uzavreny strom m3a vsechny vétve uzaviené.

-

e Uplna vétev znamen3, Ze vSechny formule vyskytujici se v jejich uzlech jsou
pouzity a rozebrany na literly.

e Uplny strom znamen3, Ze viechny vétve jsou bud uzavfené nebo oteviené

Gplné.
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Uplné sémantické stromy

Véta

Ke kazdé formuli existuje jeji dplny sémanticky strom.

Dikaz
Indukci dle po¢tu binarnich spojek.
(i) Prvotni formule i jeji negace tvo¥i Gplny strom.
(ii) Predpokladame, Ze plati pro A, B. Pro AN B,AV B,A= B a A& B také pro

—(AAB),7(AV B),~(A= B) a ~(A < B) strom sestrojime aplikaci pravidel konstrukce
strom pro pfislusné spojky.

O

vy
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P¥iklad

Pfiklad
Vytvorte sémanticky strom formule
AN(A=B)AN(B= C)AN(C = D)AN (D= A).

A
7/
-A B
I VRN
1L -B C
I VAN
1L =C D
I 7 N\
1l =D A
|
1

HAANBACAD %
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e d
P¥iklad
Priklad

Naleznéte sémanticky strom a DNT nasledujici formule:
~(((A+ B)A (4= C)) = D)

Upravime na (A< B)A (A= C) A —\D.D
/ _|| \
-A  A=C c
/N NN

A -A -AA=BA C —-A
o b

BA& B-B BA& B-B
I/ N\ 7/ N\

A -A A -A
[ [ [ [
B -B B -B

H(-DA-AAN-B)V(-DANCANAANB)V(-DACAN—-AN-B)

Uplné DNT: ﬁ%
(«-DA=AAN-BA-C)V(-DANCANAANB)V (-DACA-AA-B)

Trlifajové (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 4 BI-MLO, ZS 2015/2016 12 /24



Sémantické stromy Up\n)} sémanticky strom

Sémantické stromy a DNT

Necht As je formule, kterd vznikne disjunkci mintermii, které ziskame konjunkci
literdld nachazejicich se na jedné vétvi.
Véta

Formule As je disjunktivni normalni tvar formule A.

Dikaz

Formule Ags je jisté v DNT. Zbyva dokazat, ze A H As.
® Indukci podle poc¢tu binarnich spojek.
® V kazdém kroku uzivdme logicky ekvivalentnich Gprav.
® Indukéni krok pro V je snadny.

® Indukéni krok pro A pomoci distributivnich zadkon.

Dusledek

Formule je splnitelna, pravé tehdy kdyz jeji sémanticky strom ma alespori jednu
otevrenou vétev.

v
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Commedia dell’Arte

KANHNINPA-D %
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)
Teorie

Definice J

Mnozina formuli se nazyva teorie.

Pyiklad:
T, = {A,B,A/\B}, Ty = {C\/B,D#A,A}, 15 = {A,_\A}
Definice

e Teorie je splnitelna, pravé kdyz existuje takové ohodnoceni prvotnich formuli,
pro které jsou vSechny formule teorie pravdivé.

e Teorie je sporna, pravé kdyz neni splnitelna.

P¥iklad:
T, = {A, B, A A B} je splnitelna.
T3 = {A,—A} je sporna.

fe
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Splnitelna a sporna teorie, logicky dusledek

Splnitelna a sporna teorie

Tvrzeni

Necht T = {Ay, As, ..., A,} je koneén3 teorie

i) Teorie T je spinitelna, pravé kdyz je formule Ay N\ Ay A ... A A, splnitelna.
ii) Teorie T je spornd, pravé kdyz je Ay N As A ...\ A, kontradikce.

Priklad. T = {A = B, A, B}
(A= B)ANAANB

I
|
B
VAN
-4 B

I
1

= AAB. T jesplnéna (pro (1,1)). %
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Splnitelna a sporné teorie, logicky disledek

Splnitelnost teorie
Piiklad
Je teorie {A = B, AV C,—C A D,D = A, A} splnitelnad? J

AN-CADAN(=AVB)A(AV C)AN(=DV A)

|
A
|
-C
|
D
7\
-A B
I VRN
1 A C
VRN I
-D AL
|
1
H AANBAN-CAD. Splnitelnd pro (1,1,0,1). %
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Logicky disledek teorie

Definice

Formule B je logickym diisledkem teorie T', zna¢ime T &= B, pravé kdyz pro
kazdé ohodnoceni, v némz jsou vSechny formule teorie T pravdivé, je i B pravdiva.

Tvrzeni

Necht T = {Ay, As, ..., A,} je koneén3 teorie B je formule. Potom jsou
nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

i) Formule B je logickym diisledkem teorie T, T = B,
) AiANAsA...NA, = B.

i) (A1 AA2 A...NA,) = B je tautologie,

iv) (A1 AAs A...AA,) A B je kontradikce.

v

Priklad.
i) A= B, A= B, pravé kdyz
i) (A=B)AN A= B, pravé kdyz
i) (A= B) A A)= B je tautologie , pravé kdyz %

iv) (A= B) AN AN =B je kontradikce.
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Logicky disledek

Pfiklad
Plati konstruktivni dilema, tj. plati A= B, C = D, AV C&= BV D? J

Ekvivalentné: Je formule (A = B) A (C' = D)A(AV C)A—(BV D) splnitelnd?
Upravime: (mAV B)A(=CV D)A(AV C)AN=-BA-D

Neni splnitelnd. Jedna se tedy o logicky disledek. %
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Logicky disledek
Piiklad

Stépan jel bud autobusem (B) nebo vlakem (V). Jestlize jel autobusem nebo
vlastnim autem (A), pfijel pozdé (P). Nepfijel pozdé. Tudiz jel vlakem.

Chceme: BV V,(BVA)= P,-P=V
Zkoumame:(BV V) A (~(BV A)V P) A=P A=V
Upravime: (BV V)A(=BV P)A (mAV P)A-P A=V

Formule je kontradikce. Tudiz logicky disledek plati. %
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Logicky disledek
Piiklad

Stépén jel bud autobusem (B) nebo vlakem (V). Jestlize jel autobusem nebo
vlastnim autem (A), pfijel pozdé (P). Nepfijel pozdé. Tudiz jel autobusem.

Chceme: BV V,(BVA)= P,-P= B
Zkouméme:(BV V) A (=(BV A)V P) A—~P A—B
Upravime: (BV V) A (=BV P)A(=AV P)A—-P A-B

Nejedna se o logicky disledek. Protipfiklad: =B A—-AA=-PA V. ! é%
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Logicky disledek

Priklad

Jestlize Jones nepotkal Smithe (J), pak Smith je vrahem (S) nebo Jones Ize (L). Jestli Smith
neni vrahem, pak ho Jones nepotkal a vrazda se stala po pilnoci (P). Jestli se vrazda stala po
pilnoci, pak byl Smith vrahem nebo Jones mluvi pravdu. Tudiz je Smith vrahem.

Chceme: J= (SV L), =-S=(JAP), P=(SV-L)ES
Zkoumame: (—=J VSV L)A (SV (JAP))A(=PV SV -L)A—=S

S/ﬁs\

J
| |
i P
/ I
-P S T~ -
| | 71N

1 1 -J S L

| | |

€ € €

Formule je kontradikce. Ano, Smith je vrahem. %
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Véta o kompaktnosti

Véta

Teorie T je splnitelna, pravé kdyz kazda jeji konecna podmnoZzina je spinitelna.

Priklad:
o Graf je k-obarvitelny pravé tehdy, kdyzZ je k-obarvitelny kazdy jeho konecny
podgraf.
e Existence nestandardniho modelu prirozenych Cisel.

Dusledek

Necht T je teorie, A je formule. Pak plati T = A, prdvé kdyZ existuje konecna
podmnozina S C T takova, ze S = A.

Diikaz

® Necht T = A. Potom T U {—A} neni splnitelna.
® Tedy existuje kone¢na S’ C T U {—A}, kter4 neni spinitelna.
e Jestlize S’ C T neni splniteln, pak S’ & A a navic T' neni splnitelna.

® Pokud véak T je splnitelna, pak musi byt —A € S’. Oznaéme S = S’ \ {=A}. Tedy
S = SU{—=A} neni spinitelnd a S = A.
Trlifajova (FIT CVUT) BI-MLO, Prednatka & 4 BI-MLO, ZS 2015/2016 23 / 24




Véta o kompaktnosti

Domaci ukol

Naleznéte priklad logické dedukce, v niz minimalné ze t¥i vét je odvozena véta
¢tvrtad. Naleznéte jej v uCebnici matematiky, ve sbirce zakoni, v knize, ve filmu
nebo si jej vymyslete. Zapiste jej formalné ve vyrokové logice a zdlivodnéte, ze se
skute¢né jedna o logicky dusledek.
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