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Domáćı úkol

Domáćı úkol – řešeńı
Uvažujme formuli(

· · ·
(
(((A1 ↓ A2)⇒ A3) ↓ A4)⇒ A5

)
· · · ↓ A2k

)
⇒ A2k+1,

kde k je p̌rirozené č́ıslo.

Pro kolik ohodnoceńı je tato formule pravdivá?

Řešeńı:

Z= \
(
· · ·
(
((¬(A1 ∨A2)⇒ A3) ↓ A4)⇒ A5

)
· · · ↓ A2k

)
⇒ A2k+1

Z= \
(
· · ·
(
((A1 ∨A2 ∨A3) ↓ A4)⇒ A5

)
· · · ↓ A2k

)
⇒ A2k+1

Z= \
(
· · ·
(
A1 ∨A2 ∨A3 ∨A4 ∨A5

)
· · · ↓ A2k

)
⇒ A2k+1

Z= \ A1 ∨A2 ∨A3 ∨A4 ∨A5· · · ∨A2k ∨A2k+1

Úplný KNT s jednou klausuĺı a 2k + 1 prvotńımi formulemi. Tud́ıž plat́ı pro
22k+1 − 1 ohodnoceńı.
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Obsah p̌rednášky

Obsah čtvrté p̌rednášky

• Resolučńı metoda
• Karnaughovy mapy
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Vztahy teoríı

Logická ekvivalence a d̊usledek teoríı

Definice
Necht’ T a S jsou dvě teorie

• Teorie S je logickým d̊usledkem s teorie T , S vyplývá z T , právě když pro
každé ohodnoceńı, které splňuj́ı všechny formule z T , je splňuj́ı i všechny
formule S . Ṕı̌seme T Z= S .

• Teorie T je logicky ekvivalentńı s teoríı S , právě když T Z= S a S Z= T .
Ṕı̌seme T Z= \ S .

Př́ıklad
(i) Konečné teorie p̌revedeme na konjunkce formuĺı.
{A, B, B ⇒ C} Z= \ {A ∧ B, C ∨ ¬A}, nebot’
A ∧ B ∧ (¬B ∨ C ) Z= \ A ∧ B ∧ C Z= \ A ∧ B ∧ (C ∨ ¬A))

(ii) Nekonečné teorie, nap̌ŕıklad
{An⇔An+1, n ∈ N} Z= {An ⇒ An+1, n ∈ N}, nebot’
An⇔An+1 Z= An ⇒ An+1
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Vztahy teoríı

Př́ıklady nekonečných teoríı

(i) T1 = {An, n ∈ N} - splnitelná pro ohodnoceńı (1, 1, 1, · · · )
(ii) T2 = {An ⇒ An+1, n ∈ N} - splnitelná pro

(1, 1, 1, 1 · · · ), (0, 1, 1, 1 · · · ), (0, 0, 1, 1 · · · ), (0, 0, 0, 1 · · · ), · · · , (0, 0, 0, 0 · · · )
(iii) T3 = {An ⇒ An+1, An+1 ⇒ ¬An, n ∈ N} - splnitelná pro (0, 0, 0, 0 · · · )
(iv) T4 = {An ⇒ An+1, An+1 ⇒ ¬An, A1, n ∈ N} - nesplnitelná

Př́ıklad: Jedná se o logické důsledky? Jsou tyto teorie ekvivalentńı?
• T1 Z= T2

• T3 Z= T2

• T3 Z= \ {¬An, n ∈ N}
• T4 Z= T1, T2, T3

• Pro která m plat́ı T1 Z= Am? - Všechna.
• Pro která m plat́ı T2 Z= Am? - Žádná.
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Vztahy teoríı

Teorie a jej́ı logické d̊usledky

Věta
Mějme teorii T a formuli B výrokové logiky.

(i) T Z= B, právě když T ∪ {¬B} neńı splnitelná.
(ii) T Z= B, právě když T Z=\ T ∪ {B}.
(iii) Necht’ T Z= B. Potom T je splnitelná, právě když T ∪ {B} je splnitelná.
(iv) T Z= ⊥, právě když T neńı splnitelná.

Důkaz

(i) T Z= B, právě když pro každé ohodnoceńı v plat́ı, že jestliže splňuje T , pak v(B) = 1,
právě když neexistuje ohodnoceńı, které splňuje T a zároveň v(B) = 0, což je právě tehdy,
když neexistuje ohodnoceńı, které splňuje T a zároveň v(¬B) = 1, což je právě když
T ∪ {¬B} neńı splnitelná.

(ii) Necht’ T Z= B. Potom také T Z= T , tedy T Z= T ∪ {B}. Na druhou stranu jistě
T ∪ {B} Z= T .
Necht’ nyńı T Z=\ T ∪ {B}, pak jistě T Z= T ∪ {B}, tedy i T Z= B.

(iii) Podle (ii) T Z=\ T ∪ {B}. Tedy jsou splnitelné pro stejná ohodnoceńı.
(iv) Podle (ii) T Z= ⊥, právě když T Z=\ T ∪ {⊥}, právě když T neńı splnitelná.
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Resolučńı metoda

Resolučńı metoda
Vycháźıme z KNT, hledáme jednoduché logické důsledky plynoućı z klausuĺı.

Věta
Necht’ T je teorie. Potom k ńı existuje ekvivalentńı teorie T ′, T Z=\ T ′, taková, že
všechny jej́ı formule jsou klausule.

Důkaz. Ke každé formuli existuje KNT, užijeme všechny klausule všech formuĺı.

Tvrzeńı
Pro libovolné formule A, B, C plat́ı

i) A ∧ (¬A ∨ B) Z= B
ii) (A ∨ B) ∧ (¬A ∨ C ) Z= (B ∨ C )
iii) A ∧ ¬A Z= ⊥.

Důkaz

i) A ∧ (¬A ∨ B) ∧ ¬B je kontradikce,
ii) (A ∨ B) ∧ (¬A ∨ C) ∧ ¬(B ∨ C) je kontradikce.
iii) A ∧ ¬A Z=\ ⊥.
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Resolučńı metoda

Resolventy a resloučńı obal

Definice
Logický důsledek dvou klausuĺı, který odvod́ıme způsobem popsaným v p̌redchoźı
větě, se nazývá resolventa. Označme resolučńı obal R(T ) = T ∪ resolventy
vzniklé z T , p̌ričemž p̌ridané resolventy můžeme využ́ıvat k vytvá̌reńı ostatńıch.

Př́ıklad. Necht’ T = {A⇒ B, C ⇒ D, A ∨ C} Z= \ {¬A ∨ B,¬C ∨D, A ∨ C}
• ¬A ∨ B, A ∨ C Z= B ∨ C
• ¬C ∨D, A ∨ C Z= A ∨D
• A ∨D,¬A ∨ B Z= B ∨D
• R(T ) = T ∪ {B ∨ C , A ∨D, B ∨D}
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Resolučńı metoda

Resolučńı metoda

Tvrzeńı
Necht’ T je teorie.

• R(T ) je logicky ekvivalentńı s T , R(T ) Z= \ T .

• Je-li T konečná, pak R(T ) je též konečná množina.

Důkaz
Po konečně kroćıch se počet resolvent stabilizuje. Existuje totiž jen konečně mnoho navzájem
r̊uzných klauzuĺı nad konečně mnoha literály z formuĺı v T .

Věta (Herbrandova)
Konečná množina klauzuĺı T je splnitelná právě tehdy, když jej́ı resolučńı obal
R(T ) neobsahuje kontradikci.
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Resolučńı metoda

Resolučńı metoda - p̌ŕıklad I.

Př́ıklad
Určete, zda je množina {(A⇒ B), (B ⇒ C ), (C ⇒ D), (D ⇒ ¬A), A} splnitelná.

Klausule: (¬A ∨ B), (¬B ∨ C), (¬C ∨D), (¬D ∨ ¬A), A
Resolventy:

i) (¬A ∨ B), (¬B ∨ C) Z= ¬A ∨ C ,
ii) (¬A ∨ C), (¬C ∨D) Z= ¬A ∨D,

iii) (¬A ∨D), (¬D ∨ ¬A) Z= ¬A,
iv) ¬A, A Z= ⊥. Tedy ⊥ ∈ R(T).
T ∪ {¬A ∨ C ,¬A ∨D,¬A,⊥} ⊆ R(T), tedy T neńı splnitelná.

¬A ∨ B ¬B ∨ C ¬C ∨D ¬D ∨ ¬A A

¬A ∨ C

¬A ∨D

¬A

⊥
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Resolučńı metoda

Resolučńı metoda - p̌ŕıklad II.

Př́ıklad
Ukažte, že plat́ı F ⇔ G, F ∨G Z= F ∧G.

Uprav́ıme: (F ⇒ G) ∧ (G ⇒ F) ∧ (F ∨G) Z= F ∧G
Zaj́ımá nás: Je T = (¬F ∨G) ∧ (¬G ∨ F) ∧ (F ∨G) ∧ (¬F ∨ ¬G) splnitelná?

¬F ∨G ¬G ∨ F F ∨G ¬F ∨ ¬G

G ¬G

⊥

R(T) = {¬F ∨G,¬G ∨ F , F ∨G,¬F ∨G,¬G, F ,¬F ,⊥} neńı splnitelná, tedy plat́ı!
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Resolučńı metoda

Resolučńı metoda - p̌ŕıklad III.

Př́ıklad
Jestliže Jones nepotkal Smithe (J), pak Smith je vrahem (S) nebo Jones lže (L). Jestli Smith
neńı vrahem, pak ho Jones nepotkal a vražda se stala po půlnoci (P). Jestli se vražda stala po
půlnoci, pak byl Smith vrahem nebo Jones mluv́ı pravdu. Co se tedy stalo?

Teorie: J ⇒ (S ∨ L),¬S ⇒ (J ∧ P), P ⇒ (S ∨ ¬L)

¬J ∨ S ∨ L S ∨ J S ∨ P ¬P ∨ S ∨ ¬L

S ∨ L S ∨ ¬L

S

R(T) = {¬J ∨S ∨L, S ∨J , S ∨P,¬P ∨S ∨¬L, S ∨L, S ∨¬L, S ,¬J ∨S ∨¬P, S ∨¬J ,¬P ∨S}
- Smith je vrahem.
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Resolučńı metoda

Resolučńı metoda - p̌ŕıklad IV.

Př́ıklad

Bud’ svědek mluvil pravdu nebo, jestli Henry spáchal sebvraždu, pak se zápisky nenašly. Jestli
svědek mluvil pravdu, pak Henry nespáchal sebvraždu. Jestli se zápisky nalezly, pak se Henry
zabil. Je to splnitelná množina formuĺı? Co je jej́ı logický důsledek?

Teorie: S ∨ (H ⇒ ¬Z), S ⇒ ¬H , Z ⇒ H
Zaj́ımá nás: (S ∨ ¬H ∨ ¬Z) ∧ (¬S ∨ ¬H) ∧ (¬Z ∨H)

• (¬S ∨ ¬H) ∧ (¬Z ∨H) Z= (¬S ∨ ¬Z)
• (S ∨ ¬H ∨ ¬Z) ∧ (¬S ∨ ¬Z) Z= (¬H ∨ ¬Z)
• (¬H ∨ ¬Z) ∧ (¬Z ∨H) Z= ¬Z

R(T) = {S ∨ ¬H ∨ ¬Z ,¬S ∨ ¬H ,¬Z ∨H ,¬S ∨ ¬Z ,¬H ∨ ¬Z , S ∨ ¬Z ,¬Z}

Zápisky se nenašly.

Trlifajová (FIT ČVUT) BI-MLO, Přednáška č. 5 BI-MLO, ZS 2015/2016 13 / 27



Výpočetńı složitost

P versus NP problém

Výpočetńı složitost.
• P-problém: existuje algoritmus, který nalezne řešeńı v polynomiálńım čase.
• NP-problém: existuje algoritmus, který ově̌ŕı řešeńı v polynomiálńım čase.

Plat́ı P ⊆ NP, ale plat́ı též P = NP?

Př́ıklad
Existuje k dané množině celých č́ısel jej́ı podmnožina taková, že součet č́ısel v ńı
obsažených je 0?

Nap̌ŕıklad pro množinu {−2,−3, 15, 14, 7,−10} to je {−2,−3, 15,−10}.

• Známý algoritmus má 2n − 1 krok̊u.
• Lehko ově̌ŕıme dosazeńım. NP-problém.
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Výpočetńı složitost

SAT problém

SAT problém - problém splnitelnosti (satisfiability) formule výrokové logiky .

• tabulková metoda
• sémantické stromy
• resolučńı metoda

NP-úplný problém: NP-problém, na nějž může být p̌revedeno (resp. na nějž lze v
polynomiálńım čase redukovat pomoćı deterministického Turingova stroje) řešeńı
všech ostatńıch NP-problémů.

Věta Cook-Levinova věta
SAT problém je NP-úplný.

P = NP

Millennium Prize Problems, Clay Mathematics Institute, 2000, 1.000.000 US$
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Minimalizace

Minimálńı DNT

Definice
Disjunktivńı tvar je minimálńı, právě když žádný jiný ekvivalentńı disjunktivńı tvar
nemá méně mintermů nebo méně literál̊u.

• (A∧¬B∧¬C )∨(¬A∧¬B∧¬C )∨(A∧B∧C )∨(A∧B∧¬C )∨(¬A∧B∧¬C )
• (A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ ¬C ) Z= \ (¬B ∧ ¬C )
• (A ∧ B ∧ ¬C ) ∨ (¬A ∧ B ∧ ¬C ) Z= \ (B ∧ ¬C )
• (¬B ∧ ¬C ) ∨ (B ∧ ¬C ) Z= \ ¬C
• (A ∧ B ∧ C ) ∨ (A ∧ B ∧ ¬C ) Z= \ (A ∧ B)
• (A ∧ B) ∨ ¬C
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Minimalizace

Elektrické obvody

A B

C
¬B

A

Zapojeńı obvodu (A ∧ B) ∨ ((A ∨ C ) ∧ ¬B) Z= \ (A ∧ B) ∨ (A ∧ ¬B) ∨ (C ∧ ¬B)
Minimalizace Z= \ A ∨ (C ∧ ¬B)

A

C ¬B
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Karnaughovy mapy

Karnaughova mapa pro 2 prvotńı formule

Sestroj́ıme Karnaughovu mapu A⇒ B.

Pravdivostńı tabulka: Karnaughova mapa:

dec. index A B A⇒ B
0 0 0 1
1 0 1 1
2 1 0 0
3 1 1 1

B

A

0 1

2 3

0 1

0

1

1 1

0 1

Formule odpov́ıdá funkci f (A, B) =
∑

(0, 1, 3).

Úplné DNT: (¬A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧ B) ∨ (A ∧ B)
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Karnaughovy mapy

Karnaughova mapa pro 3 prvotńı formule

Sestroj́ıme Karnaughovu mapu formule ¬
(
A⇒ (¬B ∧ C )

)
.

Pravdivostńı tabulka: Karnaughova mapa:

dec. A B C ¬
(
A⇒ (¬B ∧ C )

)
0 0 0 0 0
1 0 0 1 0
2 0 1 0 0
3 0 1 1 0
4 1 0 0 1
5 1 0 1 0
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1

B

A

C

0 1 23

4 5 67

00 01 1011

0

1

0 0 00

1 0 11

Úplné DNT: (A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (A ∧ B ∧ ¬C ) ∨ (A ∧ B ∧ C ) nebo
∑

(4, 6, 7)
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Karnaughovy mapy

Karnaughova mapa pro 4 prvotńı formule
Sestroj́ıme Karnaughovu mapu formule A ∧ C jako funkci prvotńıch formuĺı
A, B, C a D.

C

D

A

B

0 1 23

4 5 67

8 9 1011

12 13 1415

00 01 1011

00

01

10

11

0 0 00

0 0 00

0 0 11

0 0 11

(A ∧B ∧C ∧D) ∨ (A ∧B ∧C ∧ ¬D) ∨ (A ∧ ¬B ∧C ∧D) ∨ (A ∧ ¬B ∧C ∧ ¬D)∑
(10, 11, 14, 15)
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Karnaughovy mapy

Karnaughovy množiny - p̌ŕıklad 1.
Karnaughova množina je skupina buněk v Karnaughově mapě, která odpov́ıdá
mintermu. Karnaughova množina má vždy tvar obdélńıku, jehož každá strana
obsahuje 2k buněk.

B

A

C

1 0 10

1 0 00

Karnaughovy množiny pokrývaj́ıćı 1 buňku:
• ¬A ∧ ¬B ∧ ¬C
• A ∧ ¬B ∧ ¬C
• ¬A ∧ B ∧ ¬C

Karnaughovy množiny pokrývaj́ıćı 2 buňky:
• ¬B ∧ ¬C
• ¬A ∧ ¬C

Úplné DNT: Z= \ (¬A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (A ∧ ¬B ∧ ¬C ) ∨ (¬A ∧ B ∧ ¬C )

Minimálńı DNT: Z=\ (¬B ∧ ¬C ) ∨ (¬A ∧ ¬C )

Minimálńı DNT źıskáme pokryt́ım všech 1 co nejvěťśımi Karnaughovými
množinami, které se mohou p̌rekrývat.
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Karnaughovy mapy

Karnaughovy množiny - p̌ŕıklad 2.

Př́ıklad
Nalezněte minimálńı DNT formule ¬(A⇒ B) ∨ (A⇔C ) ∨ (A ∧ B ∧ ¬C ).

Uprav́ıme: (A ∧ ¬B) ∨ (A ∧ C ) ∨ (¬A ∧ ¬C ) ∨ (A ∧ B ∧ ¬C )

B

A

C

1 0 10

1 1 11

Minimálńı DNT: Z=\ A ∨ ¬C To je vlastně C ⇒ A
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Karnaughovy mapy

Karnaughovy množiny - p̌ŕıklad 3.

Př́ıklad

Nalezněte minimálńı DNT Booleovy funkce
∑

(1, 5, 7, 13, 15).

C

A

D

B

0 1 23

4 5 67

8 9 1011

12 13 1415

0 1 00

0 1 01

0 0 00

0 1 01

Minimálńı DNT: (B ∧D) ∨ (¬A ∧ ¬C ∧D)
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Karnaughovy mapy

Karnaughova mapa - p̌ŕıklad 4.

Nalezněte minimálńı DNT formule
∑

(0, 2, 4, 8, 10, 12, 13).

C

A

D

B

0 1 23

4 5 67

8 9 1011

12 13 1415

00 01 1011

00

01

10

11

1 0 10

1 0 00

1 0 10

1 1 00

Minimálńı DNT: (¬C ∧ ¬D) ∨ (¬B ∧ ¬D) ∨ (A ∧ B ∧ ¬C )
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Karnaughovy mapy

Karnaughovy množiny pro 4 prvotńı formule

Pro formuli se 4 prvotńımi formulemi:
• 1 buňka - minterm se 4 literály - minterm úplného DNT.
• 2 buňky - minterm se 3 literály
• 4 buňky - minterm se 2 literály
• 8 buněk - minterm se 1 literály
• 16 buněk (celá tabulka) - tautologie
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Karnaughovy mapy

Karnaughova mapa - p̌ŕıklad 5.

Př́ıklad
Nalezněte minimálńı KNT formule ¬A ∧ (A⇔C ).

Uprav́ıme: ¬A ∧ (A ∨ ¬C ) ∧ (¬A ∨ C )
Hledáme minimálńı DNT negace formule, tj. A ∨ (¬A ∧ C ) ∨ (A ∧ ¬C )

B

A

C

0 1 01

1 1 11

Minimálńı DNT negace: Z= \ A ∨ C
Minimálńı KNT formule Z= \ ¬A ∧ ¬C
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Karnaughovy mapy

Domáćı úkol

Necht’ {A1, A2, · · · } je množina prvotńıch formuĺı. Pro která ohodnoceńı je
splněna teorie

T = {An ⇒ ¬(An+1 ∧An+2),¬An ⇒ (An+1 ∨An+2),¬An+2 ⇒ An}
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