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Domaci tkol

Va4

Domaci akol — reseni

Uvazujme formuli

(‘ (A1 Az) = Ag) | Ag) = As)--- | AQk) = Aogia,

kde k je prirozené Cislo.

Pro kolik ohodnoceni je tato formule pravdiva?
ReZeni:
- ( (((~(A1 v Ag) = Ag) | Ay) = 4A5)--- | Azk) = Askt1
- ( (AL V Ag v Ag) | Ag) = As)--- | Agk) = Aopir
= (- (A V AoV AV ALY Ag) o | Asy) = Asia

F=|A1\/AQ\/Ag\/A4\/A5'~'\/A2k\/A2k+1

Uplny KNT s jednou klausuli a 2k + 1 prvotnimi formulemi. Tudiz plati pro %
22k+1 _ 1 ohodnocent.
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Logicka ekvivalence a disledek teorii

Definice
Necht T a S jsou dvé teorie

e Teorie S je logickym dusledkem s teorie 7', S vyplyva z T, pravé kdyz pro
kazdé ohodnoceni, které spliuji vSechny formule z T', je spliuji i vSechny
formule S. PiSeme T = S.

e Teorie T je logicky ekvivalentni s teorii S, pravé kdyz T = Sa S = T.
Piseme T H S.

P¥iklad
(i) Koneéné teorie pfevedeme na konjunkce formuli.
{A,B,B= C} =#{AAB,CV —A}, nebot
ANBAN(-BVC)HAANBANCH AANBA(CV-A))
(ii) Nekoneéné teorie, napfiklad
{A, & Apny1,n e N} ={A, = A,11,n € N}, nebot

An <:>A7L+1 = An = A7L+1 %
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Ptriklady nekonec¢nych teorii

(i) Ty = {An,n € N} - splnitelna pro ohodnoceni (1,1,1,--+)
(i) To = {A, = Any1,n € N} - splnitelnd pro

) ) 7

(1,1,1,1-+-),(0,1,1,1--+),(0,0,1,1---),(0,0,0,1---),---,(0,0,0,0---)

(i) T35 ={A, = Apt1, Any1 = - A,, n € N} - splnitelnd pro (0,0,0,0---)

(iv) Ty ={A, = Api1,Ans1 = A, A1, n € N} - nesplnitelnd

Ptiklad: Jedna se o logické disledky? Jsou tyto teorie ekvivalentni?

e T'E Ty

T3 = Ty

Ts H{-A,,neN}
Ty = Ty, To, Ts

Trlifajové (FIT CVUT)
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Teorie a jeji logické disledky

Véta
Mejme teorii T' a formuli B vyrokové logiky.
(i) T & B, pravé kdyz T U {—B} neni splnitelna.
(i) T = B, pravé kdyz T 2 T U{B}.
(iii) Necht T = B. Potom T je spinitelnd, prévé kdyZ T U { B} je splnitelna.
(iv

Dilkaz

T = 1, pravé kdyz T neni splnitelna.

(i) T = B, pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni v plati, ze jestlize spliuje T, pak v(B) =1,
pravé kdyz neexistuje ohodnoceni, které spliiuje T a zaroveri v(B) = 0, coz je pravé tehdy,
kdyZ neexistuje ohodnoceni, které spliiuje 7' a zaroven v(—B) = 1, coz je pravé kdyz
T U {—B} neni splnitelna.

(i) Necht T &= B. Potom také T = T, tedy T &= T U {B}. Na druhou stranu jist&
TU{B}= T.
Necht nyni T = T U {B}, pak jist¢ T = T U{B}, tedy i T &= B.

(iii) Podle (ii)) T = T U {B}. Tedy jsou splnitelné pro stejnd ohodnoceni.

(iv) Podle (ii) T = L, pravé kdyz T & T U {L}, pravé kdyz T neni splnitelna.

Trlifajové (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 5 BI-MLO, ZS 2015/2016 6 /27




Resolucni metoda
Vychazime z KNT, hleddme jednoduché logické disledky plynouci z klausuli.
Véta

Necht T je teorie. Potom k ni existuje ekvivalentni teorie T', T = T, takovd, Ze
vsechny jeji formule jsou klausule.

Dikaz. Ke kazdé formuli existuje KNT, uzijeme vSechny klausule vech formuli.

Tvrzeni

Pro libovolné formule A, B, C' plati
i) AN(-AV B) = B

i) (AVB)A(mAV C) = (BV ()

i) AN-AE L.

Dikaz

i) AN (—AV B) A B je kontradikce,
i) (AVB)A(mAV C)A—~(BV C) je kontradikce.
i) AN-AH L.
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Resolventy a resloucni obal

Definice

Logicky disledek dvou klausuli, ktery odvodime zplisobem popsanym v predchozi
vété, se nazyva resolventa. Ozname resoluéni obal R(7) = T U resolventy
vzniklé z T', pficemz pridané resolventy mizeme vyuzivat k vytvareni ostatnich.

Ptiklad. Necht T={A= B,C = D,AvV C} #{-AV B,~CV D,AV C}
e ~AVB,AVv(CE=BVC(C
e -CVDAVCE AVD
e AVD,~AVBE BVD
e R(T)=TU{BV C,AVv D,BV D}

fe
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Resolu¢ni metoda

Tvrzeni
Necht T je teorie.
o R(T) je logicky ekvivalentnis T, R(T) & T.
o Je-li T koneénd, pak R(T) je téZ kone¢nd mnoZina.

Diikaz
Po konecné krocich se pocet resolvent stabilizuje. Existuje totiz jen kone¢né mnoho navzajem
riiznych klauzuli nad kone¢né mnoha literdly z formuli v T O

v

Véta (Herbrandova)

Koneéna mnozina klauzuli T je splnitelnd pravé tehdy, kdyz jeji resoluéni obal
R(T) neobsahuje kontradikci.

4

iz
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Resoluéni metoda

Resolucni metoda - priklad |I.

Priklad
Uréete, zda je mnozina {(4 = B),(B= C),(C = D),(D= —-A),A} spIniteIné.J
Klausule: (mAV B),(—=BV C),(~CV D),(—~DV -A), A
Resolventy:
) (mAV B),(=BV C) = =AV C,
i) (FAV C),(-CVD)E -AV D,
iii) (ﬁA \Y% D), (‘!D \Y ﬁA) = —A,
iv) mA, A= L. Tedy L € R(T).
TU{-AV C,—~AV D,-A, L} CR(T), tedy T neni splnitelna.

-AV B -BV C -CV D -DV-A A
NS
-AvV C
~__
-AvV D
—-A

T~ o
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Resolucni metoda - priklad I1.

Priklad
Ukazte, ze plati FF < G, FV G= FAQG. J

Upravime: (F = G)A(G=F)AN(FVG)=E FANG
Zajimd nés: Je T = (=FV G) A (=G V F) A (FV G) A (=F V =@Q) splniteln4?

-FV G -GV F FVv G -FV-G
GéﬁG
1

R(T)={-FV G, -GV F,FV G,~FV G,~G, F,—~F, L} neni splniteln, tedy plati!
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Resolucni metoda - priklad Il1.

Priklad

Jestlize Jones nepotkal Smithe (J), pak Smith je vrahem (S) nebo Jones IZe (L). Jestli Smith
neni vrahem, pak ho Jones nepotkal a vraZda se stala po pilnoci (P). Jestli se vrazda stala po
palnoci, pak byl Smith vrahem nebo Jones mluvi pravdu. Co se tedy stalo?

Teorie: J = (SV L),~S= (JAP),P= (SV-L)

~JVSVL SvJ SV P —PVSV-L
SV L SV -L

S

R(T) ={~JVSVL,SVJ,SVP,~PVSV~L SVL SV-L S, ~JVSV-P, SV~J -PvS}

- Smith je vrahem. %
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Resolucni metoda - priklad IV.

Ptiklad

Bud' sv&dek mluvil pravdu nebo, jestli Henry spachal sebvrazdu, pak se zapisky nenasly. Jestli
svédek mluvil pravdu, pak Henry nespachal sebvrazdu. Jestli se zapisky nalezly, pak se Henry
zabil. Je to splnitelnd mnozina formuli? Co je jeji logicky dusledek?

Teorie: SV (H = —Z),S=-H,Z=H
Zajima nas: (SV-HV =Z)AN(=SV-H)A(=ZV H)

e («SV-H)A(=ZV H)E(=SV-2)

® (SV-HV-Z)A(=SV-Z)=(-HV-Z)

® ("HV-Z)AN(mZV H) &= -Z
R(T)={SV—-HV-Z,-SV-H,~ZN H,~SV~-Z,-HV~Z,S\V~Z,~Z}

Zapisky se nenasly.
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P versus NP problém

Vypocetni sloZitost.
e P-problém: existuje algoritmus, ktery nalezne feseni v polynomialnim Case.
e NP-problém: existuje algoritmus, ktery ovéri reseni v polynomialnim Case.

Plati P C NP, ale plati téz P = NP?

Priklad

Existuje k dané mnoziné celych Cisel jeji podmnozina takova, Ze soucet Cisel v ni
obsazenych je 07

Napiiklad pro mnozinu {~2, ~3,15,14,7, ~10} to je {~2, 3,15, ~10}.

e Znamy algoritmus ma 2" — 1 kroka.

e Lehko ovéfime dosazenim. NP-problém.

vy
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SAT problém

SAT problém - problém splnitelnosti (satisfiability) formule vyrokové logiky .

e tabulkovd metoda
e sémantické stromy

e resoluéni metoda

NP-dplny problém: NP-problém, na néjz mize byt prevedeno (resp. na néjz lze v
polynomiélnim Case redukovat pomoci deterministického Turingova stroje) FeSeni
vSech ostatnich NP-problémi.

Véta Cook-Levinova véta
SAT problém je NP-dplny. J

P = NP
Millennium Prize Problems, Clay Mathematics Institute, 2000, 1.000.000 US$%

Trlifajové (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 5 BI-MLO, ZS 2015/2016 15 /27



_Minimalizace |
Minimalni DNT

Definice

Disjunktivni tvar je minimalni, pravé kdyz zadny jiny ekvivalentni disjunktivni tvar
nema méné mintermd nebo méné literal.

o (AAN-BA-C)V(mAAN-BA-C)V(ANBAC)V(ANBA-C)V(=ANBA-C)
AN=BA-C)V (mAAN-BA-C)H(—-BA-C)
ANBA-C)V (mAANBA-C)H(BA-C)

(4
(
(
(-BA=C)V (BA-C)H ~C
(
(

ANBAC)V(AANBA-C)H(AAB)
ANB)V~-C
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Minimalizace

Elektrické obvody

A B
JR 1
O O O
] c
1 -B

— L

Zapojeni obvodu (AAB)V ((AV C)A—-B) H(AANB)V (AA-B)V (CA-B)
Minimalizace = AV (C' A —B)

C
O O O o—
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Karnaughovy mapy

Karnaughova mapa pro 2 prvotni formule

Sestrojime Karnaughovu mapu 4 = B.

Pravdivostni tabulka:

dec. index |

A B|A
0 0

0

1

1

= o~ ol
r—‘Ol—‘l—‘U,

1
2
3

Formule odpovida funkci f(4, B) = Z(O, 1,3).
Uplné DNT: (=A A —=B)V (=AA B)V (A A B)

Trlifajové (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 5

Karnaughova mapa:

B
/SR
0 1
0 1 1
0 1
A [ 11 0 1
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Karnaughova mapa pro 3 prvotni formule

Sestrojime Karnaughovu mapu formule —=(A = (=B A C)).

Pravdivostni tabulka: Karnaughova mapa:
dec. | A B C|-(A=(-BAC)) B
0 0 0 0 0 00 01 11 10
1 0 0 1 0
2 0 1 0 0 ol o 0 0 0
3 0 1 1 0 0 | 3 2
4 1 0 0 1
5 1 0 1 0 A { 1] 1 | 0 ) 1 : 1 '
6 1 1 0 1 < y
7 1 1 1 1 C

Uplné DNT: (AA=BA=C)V(AANBA—=C)V(ANBAC)nebo > (4,6,7)
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Karnaughova mapa pro 4 prvotni formule

Sestrojime Karnaughovu mapu formule A A C' jako funkci prvotnich formuli

A,B,C aD.
C

00 01 11 10

00| O 0 0 | 0

off 0 | 0 | 0 | O

1 o | o | 1|1

100 0 0 1 1

(ANBANCAD)V(ANBANCA-D)V(AAN=-BANCAD)V(AAN-BA CA%
> (10,11,14,15)
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Karnaughovy mapy

Karnaughovy mnoziny - priklad 1.

Karnaughova mnozina je skupina bunék v Karnaughové mapé, kterd odpovida

mintermu. Karnaughova mnoZzina mé vzdy tvar obdélniku, jehoz kazda strana
obsahuje 2% bunék.

B Karnaughovy mnoziny pokryvajici 1 bunku:

_1] o | o e AN-BA-C

e “AANBA-C

A L 0 0 0 Karnaughovy mnoziny pokryvajici 2 burky:
C L] ﬁB A ﬁC
° —\A A —|C
Uplné DNT: = V(AA=BA-C)V (=AANBA-C)

Minimalni DNT: H (-BA—=C)V (mAA=C)

Minimalni DNT ziskame pokrytim vSech 1 co nejvétSimi Karnaughovymi %
mnozinami, které se mohou prekryvat.
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Karnaughovy mapy

Karnaughovy mnoziny - priklad 2.

Priklad
Naleznéte minimalni DNT formule =(4 = B)V (A< C)V (AABA Q). J

Upravime: (AA=B)V(AANC)V (mAAN-C)V(ANBA-C)

A[[l 1|1 || 1)

c
Minimalni DNT: = AV ~C  To je vlastné C' = A ﬁ%
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Karnaughovy mapy

Karnaughovy mnoziny - priklad 3.

Priklad
Naleznéte minimalni DNT Booleovy funkce 2(1,5,7, 13,15). J
C
0 1 0 0
0 { 1 11 0
1 )] 7 6 B
0 1 1 0
12| N—t 5 14
A
0 0 0 0
D
Minimalni DNT: (BA D)V (wAA—-C A D) %
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Karnaughovy mapy

Karnaughova mapa - priklad 4.

Naleznéte minimalni DNT formule Z(O, 2,4,8,10,12,13).

00 01 11 10
00| 1 0 0 1

oif 10 0 | 0|0

— B
1| 1] o | o
A \ 19 3 15 14
o 1]] o | o |[1
(. L/
D
Minimalni DNT: (=C' A —=D) V (<B A D)V (A A B A ~C) ﬁ%
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Karnaughovy mnoziny pro 4 prvotni formule

Pro formuli se 4 prvotnimi formulemi:

1 bunka - minterm se 4 literaly - minterm dplného DNT.

2 bunky - minterm se 3 literdly

4 bunky - minterm se 2 literaly

8 bunék - minterm se 1 literaly
16 bunék (cela tabulka) - tautologie
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Karnaughova mapa - priklad 5.

P¥iklad
Naleznéte minimalni KNT formule A A (A< C). J

Upravime: “A A (AV =C) A (mAV C)
Hleddme minimalni DNT negace formule, tj. AV (mAA C)V (AA=C)

0 1 1 0

A[ (1 [ ] 2] 1)

Minimalni DNT negace: H AV C
Minimalni KNT formule H =A A =C %
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Domaci ukol

Necht {41, As,- -} je mnozina prvotnich formuli. Pro kter4 ohodnoceni je
splnéna teorie

T = {An = _‘(An+l A An+2)7 _'An = (An+1 \ An+2)a _‘A'n+2 = An}
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