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Dukaz implikace

Chceme dokazat, ze A = B je tautologie neboli A = B

e P¥imy ditkaz: dokdzeme A = Ay, A} = A,,...A, = B
A= A,Ai = As,..., A, = B= A=1B

e Nepfimy dikaz: dokdZzeme =B = -4
-B=-AH A= B

e Dikaz sporem: dokdzeme A A —B je kontradikce
Tedy =(A A =B) je tautologie a =(A A —-B) H A = B.

e Dilkaz rozborem pfipadi: dokdzeme A = (DV E),D = B,E= B
A= (DVE),D=B,E=B= A= B

fe
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Dukaz ekvivalence

e Mame dokazat ekvivalenci A < B je tautologie neboli A = B
Dokazeme (A= B) A (B = A)
(A= B)A(B=A)H A< B

e Mame dokazat nékolik ekvivalenci, napt. A < B< C < D
Dokédzeme A= B,B= C,C=D,D= A
(A=B)ANB=C)AN(C=D)AN(D=A)HA=B< C<D

fe
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Ptiklady diikazii

Necht m,n € N

e PY¥imy ditkaz. Soucin dvou lichych Cisel je lichy.
Jestlize m,n jsou licha Cisla, pak m - n je liché ¢&islo.
Jestlize m =2k + 1,n =20+ 1, pak
m-n=(2k+1)(2l+1) = 4kl + 2k + 21 + 1, coZ jest liché &islo.

o Nepiimy dikaz. Jestlize m - n je liché ¢&islo, pak m i n jsou licha Cisla.
Necht m = 2k. Pak m - n = 2k - n, coz jest sudé.

e Ekvivalence. Soucin dvou cCisel je lichy, pravé tehdy a jen tehdy, kdyZ jsou obé
tato Cisla licha.
Viz predchozi dvé tvrzeni.

e Diikaz sporem. V/2 neni racionélini &slo.
Kdyby v/2 bylo racionélni, pak ex. m, n, celd nesoudélna kladna &isla tak, ze
2

V2="" Tedy o =2, m® = 2.n%. Tedy m je sudé. Ex. k, ze m = 2k.

n n
Tedy i m? = 4k* = 2.n? neboli 2k* = n®. Je tedy n sudé. Spor s
predpokladem, e m, n jsou nesoud&lna. Tedy ani v/2 neni racionalni. %
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Predikatova logika

Jazyk matematiky.

A Funkce f je spojita v bodé a, pravé kdyz
‘ pro kaZdé e plati, jestliZe je vétsi nez 0,
f(a) +e - ey pak existuje & vétsi nez O takové, Ze pro
[{T) R e— kaZdé x plati, Ze jestlize |x — a| je mensi
[(a)~¢ ._7 — nez 8, potom |f(z) — f(a)| je mensi nez
'(T[}.-s a a+h x €

e proménné: z,€,0

e konstanty: 0, a

e unarni funkce f: f(z), f(a), bindrni funkce rozdilu = — a, f(z) — f(a), unarni
funkce absolutni hodnoty |z — al, |f(z) — f(a)|,

e binarni predikiat > : € > 0,0 > 0, |z — a| < 0,|f(z) — f(a)| <€
vyjadfuje vztahy mezi konstantami, proménnymi a funkénimi hodnotami,

e logické spojky: < ,funkce je spojité, pravé kdyz*, = ,jestlize ... , potom... *,

e kvantifikatory: ,pro kazdé" (Ve), (Vx), ,existuje” (39)

(Ve)(e > 0= (39)(0 > 0N (Vz)(|z — a| < = |f(z) — f(a)| <¢))). %
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Jazyk predikatové logiky

Definice

Jazyk predikatové logiky obsahuje: logické symboly a mimologické symboly

symboly pro proménné (z,y, z, ... ),
symboly pro logické spojky (=, A, V, =, <),
symboly pro kvantifikatory

» obecny — (velky) ,pro vSechny", ,vSichni*, (V)
> existenéni — (maly) ,nékteré", ,existuje”, (3)

pomocné symboly (zavorky),

symboly pro konstanty (K, L, ...),
symboly pro predikaty (p, g, r,...) - dana &etnost,
symboly pro funkce (f,g,...) - dana Cetnost

Uréenim jazyka L myslime urleni néjaké mnoZiny mimologickych symbold (tj.

konstant, funkci a predikatd).
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Term

Definice
Reté&zec symbolli v jazyce predikatové logiky nazyvadme term jestlize vznikne
pouzitim néasledujicich pravidel v kone¢né mnoha krocich:

|. Kazda proménnd a konstanta je term.

II. Jsou-li ty, ..., t, termy a f je n-arni funkéni symbol, potom f(t1, ..., t,) je
term.

P¥iklad: Necht L = {f(x),+, a}, kde f je undrni funkce, + je binarni funkce, a je
konstanta.

e fa),f(z), 2+,
o f(z) + (f(a) +y)
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Formule

Definice

Formule v jazyce predikatové logiky je posloupnost symbolii, kterd vznikne
aplikaci nasledujicich pravidel v kone¢né mnoha krocich:
I. Je-li p n-arni predikatovy symbol a ¢, ..., t, jsou termy, pak p(ti, ..., t,) je
formule. Takto vzniklou formuli nazyvame atomicka formule.

[I. Jsou-li A a B formule, pak =4, (AA B), (AV B), (A= B), (A< B) jsou
formule .

I1l. Je-li z proménnd a A formule, pak (Vz)A a (3z)A jsou formule.

P¥iklad: L = {f(z),+, p(z), a}, kde f je undrni funkce, + je binarni funkce, p je
unarni predikat, o je konstanta.

e p(a), p(z), p(f(x)) - atomické formule
* ~(p(z) A p(f(a)))

(3z)p(z +y)
o (V2)(3y)(=p(a) = p(f(y) + 2)) %
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Formule

Formacni strom

Formacni strom formule zachycuje jeji strukturu. Ve svych koncovych uzlech ma

atomické formule, do vysSich pater se postupné dostdvame uzitim pravidel (ii)
a (iii) z definice formule.

= {l(z), k(z), E}, kde I, k jsou unérni predikaty, F je konstanta.
K(E) A (RU(E) < (Vo) (k(z) = —l(2)))

PN

K(E) —U(E) & (Vo)(k(z) = —l(2))

PN

—l(E) (V) (k(z) = —i(2))
| |
I(F) k(z) = —l(z)
/ \
k(z) -l(x)
|
@
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Volné a vazané proménné

Volné a vazané proménné

Definice
e Podformule B je ¢ast formule A, ktera je sama formuli.

e Proménnad z ma vazany vyskyt v A pravé, kdyz se vyskytuje v jeji
podformuli ve tvaru (Vz)B(z) nebo (3z)B(z)

o Vyskyt proménné v A, ktery neni vazany, je volny vyskyt.

Priklad: L = {p(z), k(z), r(x,y)}, kde p, k jsou unarni predikaty, r je binarni
predikat.
o (Vz)(k(z) = -l(z))
Podformule: k(z), {(z) (atomické formule), —i(z),k(z) = —i(x)
o p(z) = r(y,z) - =,y volny vyskyt
e (3z)r(y,x) - z vazany, y volny vyskyt
o (Vy)(3z)r(y,x) - z, y vazany vyskyt

fe
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Otevrené a uzavrené formule

Definice
e Uzavrena formule obsahuje pouze vazané proménné, sentence.

e Oteviena formule obsahuje pouze volné proménné.

Priklad
e p(z) = r(y,z) - oteviena formule

o 1+ y=y+ x - oteviend formule

(3x)r(z, y) - ani oteviend a ani uzaviend formule,

(Vy)(3z)r(z, y) - uzaviena formule,

(Vz)(Vy)(z + y = y + z) - uzaviena formule, sentence
e 2+ 3 =5 - oteviend i uzavriena

Proménné, které maji vazany vyskyt jsou ,pomocné."
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Interpretace jazyka

Jazyk L={K,...,p...,f,...}: konstanty, predikéty, funkce

Definice

Interpretace (realizace) M = (M,....,Kpf,-- .y DMs-- s M, --.) jazyka L

obsahuje
i) neprazdnou mnozinu M, kterou nazyvdme universum interpretace,
ii) je-li K konstanta, pak jeji interpretaci Knq € M,

)
i) je-li p n-arni predikat, pak n-arni relaci ppq C M™ jako jeho interpretaci,
)

iv) je-li f funkce majici n argumentd, pak funkci faq : M™ — M jako jeji
interpretaci.

fe
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Interpretace jazyka

Priklad

L=AD,J,p(z),v(z,y)}, D,J — konstanty, p(z) — unérni predikat, v(z,y) —
binarni predikat

N je interpretace jazyka L

e N=1{0,1,2,...},
o Jy=1
e Dy=10

o unv(zy)—z >y
o pa(z) - = je prvodislo,
Formule a jejich vyznam v interpretaci
e v(D,J)
(Vz)(3y)v(y, =)
(1) o) 1)
v(z,y) ANu(y, 2)) = v(z, 2z
(32)(p(2) A (s, D)) o
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Interpretace jazyka

Priklad

L={D,J,p(z),v(z,y)}, D,J — konstanty, p(z) — unarni predikat, v(z,y) —
binarni predikat

M je jind interpretace jazyka L

e M = studenti FIT
e prm(z) — z je z Prahy,
o up(z,y) — x znd y,
e D — Daniel Skvor
e Ja — Jan Havranek
Formule a jejich vyznam v interpretaci
e v(J,D)
(Vz)(Fy)v(y, z)
(Vz)(Vy) (v(z, y) = v(y, z))
(v(z,y) A o(y, 2)) = v(z, 2) %
(3 )( (z )AU(J z))
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Jazyk aritmetiky

Priklad
L - {+7 Yy 07 :}u
=+, - - binarni funkéni symboly, 0 - konstanta, = - binarni predikatovy symbol

Interpretace: N = {0,1,2,...}, +ar, &, Opr v obvyklém vyznamu
Termy: 0,z, (z-y) + z,. ..
Formule:
e (Jy)(z =y+y) = je sudé.
e =(Fy)(z = y+y) = je liché.
e zdéliy 32)(z=1y-2)
o 1 je Cislo slozené (y)(F2)((z =y - 2) A—~(y = z) A (2 = x)).
e Scitani je komutativni (Vz)(Vy)(z + y = y + )
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Interpretace

P Ve

Jazyk usporadani

Priklad
L= {<7 :}v
<, = - binarni predikatové symboly

Interpretace: N ={0,1,2,...}, <ar,=a v obvyklém vyznamu.
Termy: z, v, ...
Formule:

e <y z<yVz=y.
e Existuje nejmensi &islo.  (Fz)(Vy)(z < yVz = y).
o Neexistuje nejvétsi ¢&islo. (Vy)(3z)(y < z).
o (Vo)(Vy)(V2)((z < y) A (y < 2)) = (x < z) Usporadani < je transitivni.
o (Vz)(Vy)(z < y) = (32)((z < 2) A (2 < y)) Usporadani < je husté.
s
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Jazyk teorie mnozin

Piiklad
L={e}

€ binarni predikatovy symbol, z € y

Termy: z, 9, 2,
Postupné zavadime nové symboly (zkratky) - konzervativni rozsifeni jazyka
e uCov- (Va)((z € u) = (z € v))
e u=v-Vr)(z€Eus e
cu=vNw- Vz)(z€u) < ((z€v)A(zew)
e u=vUw-Vz)(z€u) < (z€v)V(ze€w)
o u=10- (V)=

[ ]
<
I
—~
S
-
1
—
<C
<
~—
—~
<
m
S
<
I
8
~

w=Azy}- (V)(veuve (v=2Vo=y)) %
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Jazyk prirozeny

P¥iklad
L={J,D,p(z),z(z,y)}

Interpretace M - mnozina vsech lidi, konstanty: J — Johanka, D — Daniel,
predikaty: p(z) — z je z Prahy, z(z,y) — z znd y.

p(J) A —p(D) — Johanka je z Prahy a Daniel neni z Prahy.
(3z)p(x) — Nékdo je z Prahy.

o (Vz)p(z) — VSichni jsou z Prahy.
(Vz)—p(z) — Nikdo neni z Prahy.

e z(D,J) — Daniel znad Johanku.

e (3z)z(D, z) — Dan nékoho zna.

e Nékdo zna Dana. — (3z)z(z, D)

Johanka zn3 kazdého. — (Vz)z(J, )

VSichni znaji Johanku. — (Vz)z(z, J)

e Kazdy nékoho zna. — (Vz)(Jy)z(z, y)

Nikdo nikoho nezna. — (Vz)(Vy)—z(z, y) %
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Kvantifikatory u tvrzeni se dvéma predikaty

Vsechny kocky jsou Selmy. — (Vz)(k(z) = s(z))

o Nékteré kocky jsou Selmy. — (3z)(k(z) A s(x))
o Z4dné kotky nejsou Selmy. - (Vz)(k(z) = —s(z))
o Nékteré kocky nejsou Selmy. - (3z)(k(z) A —sl(x))
Kladné Zaporné
A E
Obecné (Vz)(k(z) = s(z)) (Vz)(k(z) = —s(z))
Visechny kocky jsou Selmy. | Zadné koCky nejsou selmy.
I 0]
Castetné (Fz)(k(x) A s(x)) (Fz) (k(z) A —s(z))

Nékteré kocCky jsou selmy.

Nékteré koCky nejsou selmy.
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Epimenidiv paradox

Priklad J

Krétan Epimenidés fekl, Ze vdichni Krétané jsou Ih&Fi.

Jazyk L = {k(z),l(z), E}, kde p, k jsou unérni predikaty, E je konstanta.
Interpretace M: M - mnozina lidi, k(z) - z je Krétan, I(z) - z |ze, E - Epimenidés.
e k(F) - Epimenidés je Krétan.
e [(E) - Epimenidés Ize.
e —[(E) - Epimenidés mluvi pravdu.
o (Va)(k(z) = I(x)) - VSichni Krétané jsou lhaFi.
o =(E) & (Vz)(k(z) = I(z)) - Epimenidés Fekl, Ze vsichni Krétané jsou lhéfi.

K(E) A (U(E) & (Vo)(k(z) = —i(2)))

fe
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Dvoji zapor v cestiné

Obecné zaporna tvrzeni (Aristotelsky typ E):
e 74dna kotka neni erna. — (Vz)(k(z) = —c(z))
e Dvoji zapor: Z4dna kotka neni &erna.
e Doslova by bylo: VSechny kocky nejsou Cerné.
e To se viak nepouziva, nebot by to mohlo mit dvoji smysl:

» Vsechny kocky nejsou Cerné. = Ne vSechny k. jsou ¢. = Nékteré k. nejsou €.
» VSechny kocky nejsou Cerné. = Zadna kocka neni ¢erna.

e Podobné: Nikdo neni dokonaly. — (Vz)—d(x)
o Nelze Fici:
> VSichni nejsou dokonali.
» Vsichni nejsou dokonali.
e Nebo: Nikdo zde neni. — (Vz)—z(x)
e Vyznam jako: Nobody is here — neprelozitelna slovni hricka. %
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Domaci ukol

Zformalizujte toto tvrzeni, naleznéte jeho negaci a rozhodnéte, zda je nékteré z
téchto tvrzeni pravdivé:

KaZdy ma nékoho nerad nebo kaZdého ma nékdo rad.

fe
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