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RNDr. Katěrina Trlifajová PhD.
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Typy matematických důkaz̊u

Důkaz implikace

Chceme dokázat, že A⇒ B je tautologie neboli A Z= B

• Př́ımý důkaz: dokážeme A⇒ A1,A1 ⇒ A2, ...An ⇒ B
A⇒ A1,A1 ⇒ A2, . . . ,An ⇒ B Z= A⇒ B

• Nep̌ŕımý důkaz: dokážeme ¬B ⇒ ¬A
¬B ⇒ ¬A Z= \ A⇒ B

• Důkaz sporem: dokážeme A ∧ ¬B je kontradikce
Tedy ¬(A ∧ ¬B) je tautologie a ¬(A ∧ ¬B) Z= \ A⇒ B.

• Důkaz rozborem p̌ŕıpadů: dokážeme A⇒ (D ∨ E),D ⇒ B,E ⇒ B
A⇒ (D ∨ E),D ⇒ B,E ⇒ B Z= A⇒ B
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Typy matematických důkaz̊u

Důkaz ekvivalence

• Máme dokázat ekvivalenćı A⇔ B je tautologie neboli A Z= \ B
Dokážeme (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
(A⇒ B) ∧ (B ⇒ A) Z= \ A⇔ B

• Máme dokázat několik ekvivalenćı, nap̌r. A⇔ B ⇔ C ⇔ D
Dokážeme A⇒ B,B ⇒ C ,C ⇒ D,D ⇒ A
(A⇒ B) ∧ (B ⇒ C ) ∧ (C ⇒ D) ∧ (D ⇒ A) Z= \ A⇔ B ⇔ C ⇔ D
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Typy matematických důkaz̊u

Př́ıklady d̊ukaz̊u

Necht’ m,n ∈ N
• Př́ımý důkaz. Součin dvou lichých č́ısel je lichý.

Jestliže m,n jsou lichá č́ısla, pak m · n je liché č́ıslo.
Jestliže m = 2k + 1,n = 2l + 1, pak
m · n = (2k + 1)(2l + 1) = 4kl + 2k + 2l + 1, což jest liché č́ıslo.

• Nep̌ŕımý důkaz. Jestliže m · n je liché č́ıslo, pak m i n jsou lichá č́ısla.
Necht’ m = 2k. Pak m · n = 2k · n, což jest sudé.

• Ekvivalence. Součin dvou č́ısel je lichý, právě tehdy a jen tehdy, když jsou obě
tato č́ısla lichá.
Viz p̌redchoźı dvě tvrzeńı.

• Důkaz sporem.
√

2 neńı racionálńı č́ıslo.
Kdyby

√
2 bylo racionálńı, pak ex. m,n, celá nesoudělná kladná č́ısla tak, že

√
2 = m

n . Tedy m2

n2 = 2, m2 = 2.n2. Tedy m je sudé. Ex. k, že m = 2k.
Tedy i m2 = 4k2 = 2.n2 neboli 2k2 = n2. Je tedy n sudé. Spor s
p̌redpokladem, že m,n jsou nesoudělná. Tedy ani

√
2 neńı racionálńı.
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Predikátová logika

Predikátová logika
Jazyk matematiky.

Funkce f je spojitá v bodě a, právě když
pro každé ε plat́ı, jestliže je věťśı než 0,
pak existuje δ věťśı než 0 takové, že pro
každé x plat́ı, že jestliže |x − a| je menš́ı
než δ, potom |f (x)− f (a)| je menš́ı než
ε.

• proměnné: x, ε, δ
• konstanty: 0, a
• unárńı funkce f : f (x), f (a), binárńı funkce rozd́ılu x − a, f (x)− f (a), unárńı

funkce absolutńı hodnoty |x − a|, |f (x)− f (a)|,
• binárńı predikát > : ε > 0, δ > 0, |x − a| < δ, |f (x)− f (a)| < ε

vyjaďruje vztahy mezi konstantami, proměnnými a funkčńımi hodnotami,
• logické spojky: ⇔ ”funkce je spojitá, právě když“, ⇒ ”jestliže ... , potom... “,
• kvantifikátory: ”pro každé“ (∀ε), (∀x), ”existuje“ (∃δ)

(∀ε)(ε > 0⇒ (∃δ)(δ > 0 ∧ (∀x)(|x − a| < δ ⇒ |f (x)− f (a)| < ε))).

Trlifajová (FIT ČVUT) BI-MLO, Přednáška č. 6 BI-MLO, ZS 2015/2016 6 / 23



Predikátová logika

Jazyk predikátové logiky

Definice
Jazyk predikátové logiky obsahuje: logické symboly a mimologické symboly

• symboly pro proměnné (x, y, z, . . . ),
• symboly pro logické spojky (¬,∧,∨,⇒,⇔),
• symboly pro kvantifikátory

I obecný – (velký) ”pro všechny“, ”všichni“, (∀)
I existenčńı – (malý) ”některé“, ”existuje“, (∃)

• pomocné symboly (závorky),

• symboly pro konstanty (K ,L, . . . ),
• symboly pro predikáty (p, q, r , . . . ) - dána četnost,
• symboly pro funkce (f , g, . . . ) - dána četnost

Určeńım jazyka L mysĺıme určeńı nějaké množiny mimologických symbol̊u (tj.
konstant, funkćı a predikát̊u).
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Term

Term

Definice

Řetězec symbol̊u v jazyce predikátové logiky nazýváme term jestliže vznikne
použit́ım následuj́ıćıch pravidel v konečně mnoha kroćıch:

I. Každá proměnná a konstanta je term.
II. Jsou-li t1, ..., tn termy a f je n-árńı funkčńı symbol, potom f (t1, ..., tn) je

term.

Př́ıklad: Necht’ L = {f (x),+, a}, kde f je unárńı funkce, + je binárńı funkce, a je
konstanta.

• a, x
• f (a), f (x), x + y,
• f (x) + (f (a) + y)
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Formule

Formule

Definice
Formule v jazyce predikátové logiky je posloupnost symbol̊u, která vznikne
aplikaćı následuj́ıćıch pravidel v konečně mnoha kroćıch:

I. Je-li p n-árńı predikátový symbol a t1, . . . , tn jsou termy, pak p(t1, ..., tn) je
formule. Takto vzniklou formuli nazýváme atomická formule.

II. Jsou-li A a B formule, pak ¬A, (A ∧ B), (A ∨ B), (A⇒ B), (A⇔ B) jsou
formule .

III. Je-li x proměnná a A formule, pak (∀x)A a (∃x)A jsou formule.

Př́ıklad: L = {f (x),+, p(x), a}, kde f je unárńı funkce, + je binárńı funkce, p je
unárńı predikát, a je konstanta.

• p(a), p(x), p(f (x)) - atomické formule
• ¬(p(x) ∧ p(f (a)))
• (∃x)p(x + y)
• (∀x)(∃y)(¬p(a)⇒ p(f (y) + x))
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Formule

Formačńı strom
Formačńı strom formule zachycuje jej́ı strukturu. Ve svých koncových uzlech má
atomické formule, do vyš̌śıch pater se postupně dostáváme užit́ım pravidel (ii)
a (iii) z definice formule.
L = {l(x), k(x),E}, kde l, k jsou unárńı predikáty, E je konstanta.

k(E) ∧ (¬l(E)⇔ (∀x)(k(x)⇒ ¬l(x)))

K (E) ¬l(E)⇔ (∀x)(k(x)⇒ ¬l(x))

¬l(E)

l(E)

(∀x)(k(x)⇒ ¬l(x))

k(x)⇒ ¬l(x)

k(x) ¬l(x)

l(x)
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Volné a vázané proměnné

Volné a vázané proměnné

Definice
• Podformule B je část formule A, která je sama formuĺı.
• Proměnná x má vázaný výskyt v A právě, když se vyskytuje v jej́ı

podformuli ve tvaru (∀x)B(x) nebo (∃x)B(x)
• Výskyt proměnné v A, který neńı vázaný, je volný výskyt.

Př́ıklad: L = {p(x), k(x), r(x, y)}, kde p, k jsou unárńı predikáty, r je binárńı
predikát.

• (∀x)(k(x)⇒ ¬l(x))
Podformule: k(x), l(x) (atomické formule), ¬l(x),k(x)⇒ ¬l(x)

• p(x)⇒ r(y, x) - x, y volný výskyt
• (∃x)r(y, x) - x vázaný, y volný výskyt
• (∀y)(∃x)r(y, x) - x, y vázaný výskyt
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Volné a vázané proměnné

Otev̌rené a uzav̌rené formule

Definice
• Uzav̌rená formule obsahuje pouze vázané proměnné, sentence.
• Otev̌rená formule obsahuje pouze volné proměnné.

Př́ıklad
• p(x)⇒ r(y, x) - otev̌rená formule
• x + y = y + x - otev̌rená formule
• (∃x)r(x, y) - ani otev̌rená a ani uzav̌rená formule,
• (∀y)(∃x)r(x, y) - uzav̌rená formule,
• (∀x)(∀y)(x + y = y + x) - uzav̌rená formule, sentence
• 2 + 3 = 5 - otev̌rená i uzav̌rená

Proměnné, které maj́ı vázaný výskyt jsou ”pomocné.“
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Interpretace

Interpretace jazyka

Jazyk L = {K , . . . , p . . . , f , . . . }: konstanty, predikáty, funkce

Definice
Interpretace (realizace) M = 〈M , . . . ,KM, . . . , pM, . . . , fM, . . . 〉 jazyka L
obsahuje

i) neprázdnou množinu M , kterou nazýváme universum interpretace,
ii) je-li K konstanta, pak jej́ı interpretaci KM ∈ M ,
iii) je-li p n-árńı predikát, pak n-árńı relaci pM ⊆ M n jako jeho interpretaci,
iv) je-li f funkce maj́ıćı n argument̊u, pak funkci fM : M n → M jako jej́ı

interpretaci.
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Interpretace

Interpretace jazyka

Př́ıklad
L = {D, J , p(x), v(x, y)}, D, J – konstanty, p(x) – unárńı predikát, v(x, y) –
binárńı predikát

N je interpretace jazyka L

• N = {0, 1, 2, . . . },
• JN = 1
• DN = 10
• vN (x, y) – x > y
• pN (x) - x je prvoč́ıslo,

Formule a jejich význam v interpretaci
• v(D, J )
• (∀x)(∃y)v(y, x)
• (∀x)(∀y)(v(x, y)⇒ v(y, x))
• (v(x, y) ∧ v(y, z))⇒ v(x, z)
• (∃x)(p(x) ∧ v(x,D))
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Interpretace

Interpretace jazyka

Př́ıklad
L = {D, J , p(x), v(x, y)}, D, J – konstanty, p(x) – unárńı predikát, v(x, y) –
binárńı predikát

M je jiná interpretace jazyka L

• M = studenti FIT
• pM(x) – x je z Prahy,
• vM(x, y) – x zná y,
• DM – Daniel Škvor
• JM – Jan Havránek

Formule a jejich význam v interpretaci
• v(J ,D)
• (∀x)(∃y)v(y, x)
• (∀x)(∀y)(v(x, y)⇒ v(y, x))
• (v(x, y) ∧ v(y, z))⇒ v(x, z)
• (∃x)(p(x) ∧ v(J , x))
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Interpretace

Jazyk aritmetiky

Př́ıklad
L = {+, ·, 0,=},
+, · - binárńı funkčńı symboly, 0 - konstanta, = - binárńı predikátový symbol

Interpretace: N = {0, 1, 2, . . . }, +N , ·N , 0N v obvyklém významu
Termy: 0, x, (x · y) + z, . . .
Formule:

• (∃y)(x = y + y) x je sudé.
• ¬(∃y)(x = y + y) x je liché.
• x děĺı y (∃z)(x = y · z)
• x je č́ıslo složené (∃y)(∃z)((x = y · z) ∧ ¬(y = x) ∧ ¬(z = x)).
• Sč́ıtáńı je komutativńı (∀x)(∀y)(x + y = y + x)
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Interpretace

Jazyk uspǒrádáńı

Př́ıklad
L = {<,=},
<,= - binárńı predikátové symboly

Interpretace: N = {0, 1, 2, . . . }, <N ,=N v obvyklém významu.
Termy: x, y, . . .
Formule:

• x ≤ y x < y ∨ x = y.
• Existuje nejmenš́ı č́ıslo. (∃x)(∀y)(x < y ∨ x = y).
• Neexistuje nejvěťśı č́ıslo. (∀y)(∃x)(y < x).
• (∀x)(∀y)(∀z)((x < y) ∧ (y < z))⇒ (x < z) Uspǒrádáńı < je transitivńı.
• (∀x)(∀y)(x < y)⇒ (∃z)((x < z) ∧ (z < y)) Uspǒrádáńı < je husté.
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Interpretace

Jazyk teorie množin

Př́ıklad
L = {∈}

∈ binárńı predikátový symbol, x ∈ y

Termy: x, y, z, . . .

Postupně zavád́ıme nové symboly (zkratky) - konzervativńı rozš́ı̌reńı jazyka
• u ⊆ v - (∀x)((x ∈ u)⇒ (x ∈ v))
• u = v - (∀x)(x ∈ u ⇔ x ∈ v)
• u = v ∩ w - (∀x)(x ∈ u)⇔ ((x ∈ v) ∧ (x ∈ w))
• u = v ∪ w - (∀x)(x ∈ u)⇔ ((x ∈ v) ∨ (x ∈ w))
• u = ∅ - (∀x)¬(x ∈ u)
• u = {x} - (∀v)(v ∈ u ⇔ v = x)
• u = {x, y} - (∀v)(v ∈ u ⇔ (v = x ∨ v = y))
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Interpretace

Jazyk p̌rirozený

Př́ıklad
L = {J ,D, p(x), z(x, y)}
Interpretace M - množina všech lid́ı, konstanty: J – Johanka, D – Daniel,
predikáty: p(x) – x je z Prahy, z(x, y) – x zná y.

• p(J ) ∧ ¬p(D) – Johanka je z Prahy a Daniel neńı z Prahy.
• (∃x)p(x) – Někdo je z Prahy.
• (∀x)p(x) – Všichni jsou z Prahy.
• (∀x)¬p(x) – Nikdo neńı z Prahy.
• z(D, J ) – Daniel zná Johanku.
• (∃x)z(D, x) – Dan někoho zná.
• Někdo zná Dana. – (∃x)z(x,D)
• Johanka zná každého. – (∀x)z(J , x)
• Všichni znaj́ı Johanku. – (∀x)z(x, J )
• Každý někoho zná. – (∀x)(∃y)z(x, y)
• Nikdo nikoho nezná. – (∀x)(∀y)¬z(x, y)
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Interpretace

Kvantifikátory u tvrzeńı se dvěma predikáty

• Všechny kočky jsou šelmy. – (∀x)(k(x)⇒ s(x))
• Některé kočky jsou šelmy. – (∃x)(k(x) ∧ s(x))
• Žádné kočky nejsou šelmy. - (∀x)(k(x)⇒ ¬s(x))
• Některé kočky nejsou šelmy. - (∃x)(k(x) ∧ ¬sl(x))

Kladné Záporné

A E
Obecné (∀x)(k(x)⇒ s(x)) (∀x)(k(x)⇒ ¬s(x))

Všechny kočky jsou šelmy. Žádné kočky nejsou šelmy.

I O
Částečné (∃x)(k(x) ∧ s(x)) (∃x)(k(x) ∧ ¬s(x))

Některé kočky jsou šelmy. Některé kočky nejsou šelmy.
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Interpretace

Epimenid̊uv paradox

Př́ıklad

Krét’an Epimenidés řekl, že všichni Krét’ané jsou lhá̌ri.

Jazyk L = {k(x), l(x),E}, kde p, k jsou unárńı predikáty, E je konstanta.
InterpretaceM: M - množina lid́ı, k(x) - x je Krét’an, l(x) - x lže, E - Epimenidés.

• k(E) - Epimenidés je Krét’an.
• l(E) - Epimenidés lže.
• ¬l(E) - Epimenidés mluv́ı pravdu.
• (∀x)(k(x)⇒ l(x)) - Všichni Krét’ané jsou lhá̌ri.
• ¬(E)⇔ (∀x)(k(x)⇒ l(x)) - Epimenidés řekl, že všichni Krét’ané jsou lhá̌ri.

k(E) ∧ (¬l(E)⇔ (∀x)(k(x)⇒ ¬l(x)))
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Interpretace Dvoj́ı zápor

Dvoj́ı zápor v češtině

Obecná záporná tvrzeńı (Aristotelský typ E):
• Žádná kočka neńı černá. – (∀x)(k(x)⇒ ¬c(x))
• Dvoj́ı zápor: Žádná kočka neńı černá.
• Doslova by bylo: Všechny kočky nejsou černé.
• To se však nepouž́ıvá, nebot’ by to mohlo ḿıt dvoj́ı smysl:

I Všechny kočky nejsou černé. = Ne všechny k. jsou č. = Některé k. nejsou č.
I Všechny kočky nejsou černé. = Žádná kočka neńı černá.

• Podobně: Nikdo neńı dokonalý. – (∀x)¬d(x)
• Nelze ř́ıci:

I Všichni nejsou dokonaĺı.
I Všichni nejsou dokonaĺı.

• Nebo: Nikdo zde neńı. – (∀x)¬z(x)
• Význam jako: Nobody is here – nep̌reložitelná slovńı ȟŕıčka.
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Interpretace Dvoj́ı zápor

Domáćı úkol

Zformalizujte toto tvrzeńı, nalezněte jeho negaci a rozhodněte, zda je některé z
těchto tvrzeńı pravdivé:

Každý má někoho nerad nebo každého má někdo rád.
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