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Domaci ukol

Pro kterd ohodnoceni je splnéna teorie

T = {An = j(A'rH»l A An+2)a ﬁAn = (An+1 vV An+2)a ﬁAn+2 = An}
(An = _‘(AnJrl A An+2)) A ("An = (An+1 V AnJrQ)) A (_‘An+2 = An)
(A, VA1 VoA ) A(ApV Api1 V Apso) A(Apga V Ay)
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Nejsou tfi 1 za sebou. Ob dvé mista nejsou 0.
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Tarského sémanticka definice pravdy

Correspondentia rei et intellectus

Korespondenéni teorie pravdy

Alfred Tarski: T-schéma (1933)

»A" je pravdivé, pravé kdyz A.

M = A(x)[e], pravé kdyz Apq(e(z)) plati.

fe
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Ohodnoceni proménnych v interpretaci

Definice
Necht L je jazyk a M je jeho interpretace

e Ohodnoceni proménnych je funkce e z mnoziny proménnych, kterd kazdé
volné proménné pfifazuje néjaky prvek universa M, e(z) € M.

e Vyrazem t[e] oznacujeme hodnotu termu ¢ pfi ohodnoceni e, tj. t[e] € M.

> Je-li term ¢ proménna z, pak tle] = e(z).
» Je-li f n-arni funkéni symbol a term ¢ je f(t1,...,tn), pak
tle] = f(tlel, ..., tae]).
e Vyrazem e(z/m) oznalujeme nové ohodnoceni, které vSem proménnym
priradi stejnou hodnotu jako e, jenom e(z) = m, kde m € M.

Priklad

Jazyk L ={0,=,+}, v interpretaci N, e(z) =5, e(y) = 12.
o (z+y)e] =1T7.
o (z+(z+(y+y)lel = 34.
o (z+y)[e(z/8)] = 8+ 12 = 20.
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Pravdivost v interpretaci p¥i ohodnoceni

|. Pravdivost v interpretaci pri ohodnoceni

Definice (Tarského definice pravdy)

Pravdivost formule v interpretaci M p¥i ohodnoceni e definujeme indukci
podle slozitosti formule

i) M &= p(ta,....tn)[e], pravé kdyZ (ti[e], ..., tu[€]) € P

i) M = —Ale], pravé kdyz M i Ale],

i) M &= (AA B)[e], pravé kdyz M = Ale] a M = Ble],

iv) M &= (AV B)le], pravé kdyz M &= Ale] nebo M = Ble],

v) M = (A = B)[e], pravé kdyz M ¥ Ale] nebo M = Ble],

vi) M = (A & B)le], pravé kdyz M = Ale] pravé tehdy, kdyz M = Bl¢],
vii) M &= (Vz)Ale], pravé kdyz pro kazdy prvek m z M je M = Ale(z/m)],
viii) M &= (3z)Ale], pravé kdyz pro néjaky prvek m z M je M &= Ale(z/m)].

v
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Pravdivost formule v interpretaci pfi ohodnoceni

Priklad

Jazyk L = {=,<,+}, v interpretaci N/,  e(z) =5, e(y) = 12
N E=(z < y)le

N (y =2+ 2)le].

N E =(y=z+1z)le.

N = 32)(y=z+2)[e].

N = (32)(z < z)[€].

N E=EN2)(z<z=2<y)le.

o Gl > W =

Poznamka

Pro kazdou formuli A, interpretaci M a ohodnoceni e plati

M = Ale] nebo M = —A[€]
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Il. Pravdivost v interpretaci

Definice

Formule A je pravdiva (platna) v interpretaci M, pravé kdyz pro kazdé
ohodnoceni e je pravdiva, tj. M = Ale]. PiSeme

ME A

P¥iklad
Jazyk L = {=,<,+}, v interpretaci N

1. N=e(z<yVz=yVy<z)? Ano.
2. N=(z<y)? Ne

3. NE=(z<y)? Ne

4. N &= (Vz)(3y)(y < z)?  Ne.

5. N &= =(Vz)3y)(y < z)? Ano.
Poznamka

® Je-li A uzaviend, pak vzdy M = A nebo M E —A.
® Neni-li A uzaviena, pak miize nastat M ¥ A a M H —A.
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l1l. Logicky platné formule

Definice
Formule A je logicky platna, pravdiva, pravé kdyz pro kazdou interpretaci M

plati M & A. Znadime
= A

Priklad
L= {p(a:) v(z, y)}, kde p, v jsou predikaty

1. = p(z) vV -p(z)? Ano.

2. v(z,y) = v(y,z)? Ne.

3. (Vw)(ﬂy) (z,9)?  Ne.

4. = (Jy)(Vz)v(z,y) = (V) 3y)v(z, y)?  Ano.

v
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Logicky platné formule vzniklé z tautologii
Véta

Kazda tautologie vyrokové logiky, kde prvotni formule jsou nahrazeny formulemi
predikatové logiky, je logicky platna formule.

Dilkaz

V kazdé interpretaci M p¥i kazdém ohodnoceni e je M = Ale], nebot to je tautologie VL. [

Priklad

L = {p(z),v(z,y)} kde p,v jsou predikaty.
Nasledujici formule jsou logicky platné.

1. v(z,y) vV -o(z,y)

2. (p(z) = v(z,y)) & (=p(z) V v(z,y))

3. ~(p(z) A o(z,y)) & (-p(z) V —o(z, y))
4. (3z)p(z) v ~(3z)p(z))

4
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Logicky platné formule vzniklé negaci kvantifikatort

Véta

Nasledujici formule jsou logicky platné:
i) (Vo)A & —(3z)4

i) (Jz)-A4 < —(Vz)A

i) (Vz)A = (3x)A

Dikaz

Dokazeme (Vz)—A < —(3z)A je logicky platna formule.

Mame dokazat, ze pro kazdou interpretaci M a pro kazdé ohodnoceni e plati
M E (Vz)-A & —(3z) Ale] neboli podle Tarského definice

M = (Vz)—Ale], pravé tehdy, kdyz M = —(3z)Ale] .

Tedy: M &= (Vz)—A[e], pravé kdyz

pro kazdé m € M plati ~Ale(z/m)], pravé kdyz

pro zadné m € M neplati A[e(z/m)], pravé kdyz

neexistuje m € M tak, ze plati A[e(z/m)], pravé kdyz

Mt (3z) Ale], pravé kdyz

M = =(3z)Al€].

O
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Logick platnost

Logicky platné formule vzniklé negaci kvantifikator

Priklad

L ={v(z,y),k(z),(z)}, kde p, v jsou predikaty. Logicky platné formule:
L. ﬁ(Vﬂﬂ)( y)o(z, y) < 3z)(Vy)—o(z, y)

—(Vz)(k(z) = U(z)) & (3z)(k(z) A =l(2))

( 2)i(x) = (B2)l(x) 1
Poznamka
Necht M = (M = {a, az, ...} je konetné universum, s(z) je unarni predikat.

o ~(Va)s(z) & —(s(ar) As(ag) A...) & —s(ar) V—s(az) V... & (Fz)-s(x)

e —(dx)s(z) & —(s(ar) Vs(ag) V...) & —s(ar) A—s(ax) A ... & (Vz)-s(x)

Trlifajové (FIT CVUT)
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Splnitelné formule a kontradikce

Definice

e Formule A je splnitelnd, pravé kdyz v néjaké interpretaci M pro néjaké
ohodnoceni e plati M = Ale].
e A je kontradikce, pravé kdyz neni splnitelna.

Priklad

Necht L = {p(z), ¢(z)}. Pak plati
1. p(z) A —p(z) - kontradikce
(p(2) A q(2)) =

p(z) = q(z) - splnitelna
(Vz)p(z) = p(z) - log. platna
p(z) = (Vz)p(z) - spinitelna

q(z) - logicky platna

f-"'.-'>.°°!\’

o’
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Splnitelnost, kontradikce

Splnitelné formule

Priklad
Necht p(z,y) je binirni predikdtovy symbol. Rozhodnéte a zdiivodnéte, zda tyto
formule jsou kontradikce, splnitelné nebo logicky platné.

e (p(z,y) Aply,2)) = p(, 2)

* (Vy)p(z,y)

Nalezneme interpretaci, pro néz tyto formule 1. plati a 2. neplati
e Interpretace M: Universum M je mnoZzina vSech pfimek v roviné.
1. pm(z,y) - = je rovnobéZnd s y.
2. pm(z,y) - = je kolmd na y.
e Interpretace M: pa(z,y) - © < y Interpretace . Universum
N={0,1,2...}, pm(z,y) -z <y

1. e(z)=0
2. e(z)=5
Trlifajova (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 7

BI-MLO, ZS 2015/2016 14 / 24



Logicky platné a splnitelné formule, kontradikce

Tvrzeni
o Jestlize A je logicky platnd, pak je splnitelna.
e A je kontradikce, pravé kdyZ —A je logicky platna.
o A je logicky platna, pravé kdyz (Vz)A je logicky platna.

Priklad

L ={p(z),v(z,y), c}, kde p,v jsou predikaty, c je konstanta. Jsou nasledujici
formule logicky platné, splnitelné nebo kontradikce?

1. v(z,y)V-v(z,y) logicky platna

2. (Vz)(Vy)(v(z,y) V —v(x,y)) logicky platna

3. v(z,y) Vou(y,z) splnitelna

4. (Vz)(3y)v(z,y) A (3z)(Vy)—v(z,y) kontradikce

5. p(¢) = (3z)p(z) logicky platna

6. (Y2)p

7

(
(z) = p(c) logicky platnd
. p(z ) (V ) (z)  splnitelna
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Logicka ekvivalence, logicky disledek

Definice
e A a B jsou logicky ekvivalentni,A H B, pravé kdyz pro kazdou interpretaci
M a pro kazdé ohodnoceni e plati: M = Ale], pravé kdyz M &= Ble].
e B je logickym dusledkem A, A = B, pravé kdyz pro kazdou interpretaci M
a pro kazdé ohodnoceni e plati: jestlize M & Ale], pak i M = Blel.

v

Piiklad
L (Vz)-Ad A ~(Ir)A
2. (Vo)A = (Jr)A
3. (p(2) A q(2)) = p(z)
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Logicka ekvivalence a logicky disledek

Tvrzeni
e A= B, pravé kdyZ A = B je logicky platna.
e A= B, pravé kdyz A N\ =B je kontradikce.
e AH B, pravé kdyz A = B a zaroveri B = A.
o AH B, pravé kdyz A < B je logicky platna.
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Negace formuli s kvantifikatory

Kladné Zaporné
A E
Obecné (va) (p(a) :»\m;\ p(z) = —s(2))
VSechna prvocisla jsou suda. adna prvocisla nejsou suda.
| 0]
Castetné (Fz)(p(x) A s(x)) (Fz)(p(z) A —s(z))
Néktera prvocisla jsou suda. | Néktera prvocisla nejsou suda.

o —(¥2)(p(x) = s(2)) B Ga)=(p(z) = s(x)) = (Go)(p(x) A s()
o —(32)(p(x) A s(2)) H (V) (-p(@) V —s(2) B (V) (p(z) = s(x))

fe
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Epimenidiv paradox

Priklad
Krétan Epimenidés tekl, ze vSichni Krétané jsou Ihafi. J

Jazyk L = {k(x),l(z), E}, kde p, k jsou unérni predikaty, F je konstanta.
Interpretace M: M - mnozina lidi, k(z) - = je Krétan, I(z) - x IZe, E - Epimenidés.
e k(F) - Epimenidés je Krétan.
e [(E) - Epimenidés Ize.
e —[(E) - Epimenidés mluvi pravdu.
o (Vz)(k(z) = I(z)) - VSichni Krétané jsou IhaFi.
e =l(E) & (Vz)(k(z) = I(z)) - Epimenidés Fekl, Ze vsichni Krétané jsou |héfi.

K(E) A (RU(E) & (Yo)(k(z) = U(2)))

o K(E) A=U(E) A (Vo) (k(z) = U(z)) = k(E) A =-U(E) A (K(E) =
(E)) = k(E) A-l(E) NI(E), kontradikce

o k(E) NU(E) A—(Va)(k(z) = U(z)) = k(E) AN(E) A (3z)(k(z) A —l(z)),
splnitelna %
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Negace formule

Priklad
Napiste formalizaci: Funkce f neni spojita v bodé a. J
e (Ve)(e>0= (30)(0 >0A (V)(Jz — a| <d = |f(x) — f(a)| <€) H
o (Fe)-(e>0=(39)(0>0A Vr)(|Jz — a] <d = |f(z) — fla)] <€))) H
e (Fe)(e>0A—(F0)(6>0A (Va)(|lz —a| <d=|f(z) = fla)] <€) H
e (Fe)(e>0A(V)—(6d >0A(Va)(|lz —a| <6 = |f(z) — fla)| <€) H
e (Je)(e>0A (V) (=(6 > 0) V~(Vz)(|lz — a| <= [f(z) — fla)] <€) H
e (Fe)(e>0A(V6)((0 > 0) = (Fz)~(lz — a| <6 = |f(z) — fla)] <€) H
e (Je)(e>0A(V)((6 > 0) = (Fz)(|z — a| <dA—[f(z) — fla)] <€) A
e (Je)(e>0A(V6)(0 > 0= (Fz)(lz — a| <IN I|f(z) — f(a)| > €)))
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Formalizace ,pravé jedno, nejvyse, alespon jedno...“

Priklad

Jazyk L = {m(x),=}, interpretace R: universum R, mg(z) - funkce nabyva
maxima v bodé z.

o Funkce nabyva néjakého maxima. (3z)m(z)
Negace: (Va)-m(z) Funkce nenabyva Zzadného maxima.
e Funkce nabyva pravé jednoho maxima.
(30) (m(@) A (V) (~(y = 7) = ~m(y))
Negace: (¥z)(~m(z) V (3y)(~(y = ) A m(y)))
(va) (m(z) = (39)(~(y = ) A m(y)))
Jestlize funkce nabyvda maxima, pak jej nabyva nejméné ve dvou bodech.
e Funkce nabyvd maxima alespori ve dvou bodech.
(32) (Fy)(m(z) A m(y) A —(z = 1))
Negace: (¥z)(vy)(~-m(x) v ~m(y) V (z = y)) =
= (Vz)(Vy)((m(z) A m(y)) = (z =y)) Funkce ma nejvyse jedno
maximum.
o Funkce nabyva pravé jednoho maxima v bodé 0. m(0) A (Vz)(m(z
Negace: =m(0) V (z)(m(z ) A (x = O))

s s . - v, v

_ L 1 avs 1 v
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Varianta formule

Definice

Formule A’ je variantou formule A pravé, kdyz vznikne z formule A postupnym
nahrazenim podformuli tvaru (Vz)B(z) formulemi (Vy)B(y) a podformuli tvaru
(3z) B(z) formulemi (3y)B(y).

Véta
Je-li formule A varianta formule A’, pak A & A’.

Dikaz
Dokazeme, ze (Vz)B(z) H (Vy)B(y) a (3z)B(z) H (3y) B(y). O

Priklad
o (3)(n=Fk+k) = Em)

* F)F)((z=z-y)A(z =
Fu)F)((z=u-v) A= (u=

8

|
3
+
2
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Domaci ukol pro 3. paralelku

V jazyce L = {f,0,<,=}, kde f(z) je unarni funkce, 0 je konstanta, =, < maji
obvykly vyznam v interpretaci redlnych Cisel R. Napiste formalizaci tohoto tvrzeni.

Je-li f rostouci funkce, pak lim f(z) = oo
T— 00
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Domaci ukol pro 2. paralelku

V jazyce L = {f,0,<,=}, kde f(z) je unarni funkce, 0 je konstanta, =, < maji
obvykly vyznam. Napiste formalizaci tohoto tvrzeni a pak naleznéte jeho negaci a
preved'te ji do b&Zného jazyka.

Spojita funkce definovana na uzavieném intervalu nabyvd (lokélniho) maxima.

Néapovéda:
e Funkce nabyvd maxima v bodé c.
e Funkce nabyva maxima v néjakém bodé.
e Funkce definovana na uzavfeném intervalu [a, b] nabyva maxima.

e Funkce definovdna na kazdém uzavieném intervalu nabyva maxima.
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