
Matematická logika
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Domáćı úkol
Pro která ohodnoceńı je splněna teorie
T = {An ⇒ ¬(An+1 ∧An+2),¬An ⇒ (An+1 ∨An+2),¬An+2 ⇒ An}

• (An ⇒ ¬(An+1 ∧An+2)) ∧ (¬An ⇒ (An+1 ∨An+2)) ∧ (¬An+2 ⇒ An)
• (¬An ∨ ¬An+1 ∨ ¬An+2) ∧ (An ∨An+1 ∨An+2) ∧ (An+2 ∨An)
• ¬(An ∧An+1 ∧An+2) ∧ (An ∨An+2)
• Nejsou ťri 1 za sebou. Ob dvě ḿısta nejsou 0.
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Obsah p̌rednášky

Obsah šesté p̌rednášky

• Tarského definice pravdy
• Troj́ı typ pravdivosti formuĺı predikátové logiky
• Formule logicky platné, splnitelné a kontradikce
• Logická ekvivalence a logický důsledek
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Tarského definice pravdivosti

Tarského sémantická definice pravdy

• Correspondentia rei et intellectus
• Korespondenčńı teorie pravdy
• Alfred Tarski: T-schéma (1933)
• ”A“je pravdivé, právě když A.
• M Z= A(x)[e], právě když AM(e(x)) plat́ı.
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Ohodnoceńı

Ohodnoceńı proměnných v interpretaci

Definice
Necht’ L je jazyk a M je jeho interpretace

• Ohodnoceńı proměnných je funkce e z množiny proměnných, která každé
volné proměnné p̌rǐrazuje nějaký prvek universa M , e(x) ∈ M .

• Výrazem t[e] označujeme hodnotu termu t p̌ri ohodnoceńı e, tj. t[e] ∈ M .
I Je-li term t proměnná x, pak t[e] = e(x).
I Je-li f n-árńı funkčńı symbol a term t je f (t1, . . . , tn), pak

t[e] = f (t1[e], . . . , tn [e]).
• Výrazem e(x/m) označujeme nové ohodnoceńı, které všem proměnným

p̌rǐrad́ı stejnou hodnotu jako e, jenom e(x) = m, kde m ∈M.

Př́ıklad
Jazyk L = {0,=,+}, v interpretaci N , e(x) = 5, e(y) = 12.

• (x + y)[e] = 17.
• (x + (x + (y + y)))[e] = 34.
• (x + y)[e(x/8)] = 8 + 12 = 20.
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Pravdivost v interpretaci p̌ri ohodnoceńı

I. Pravdivost v interpretaci p̌ri ohodnoceńı

Definice (Tarského definice pravdy)
Pravdivost formule v interpretaci M p̌ri ohodnoceńı e definujeme indukćı
podle složitosti formule

i) M Z= p(t1, ..., tn)[e], právě když 〈t1[e], ..., tn[e]〉 ∈ pM

ii) M Z= ¬A[e], právě když M Z=/ A[e],
iii) M Z= (A ∧ B)[e], právě když M Z= A[e] a M Z= B[e],
iv) M Z= (A ∨ B)[e], právě když M Z= A[e] nebo M Z= B[e],
v) M Z= (A⇒ B)[e], právě když M Z=/ A[e] nebo M Z= B[e],
vi) M Z= (A⇔ B)[e], právě když M Z= A[e] právě tehdy, když M Z= B[e],
vii) M Z= (∀x)A[e], právě když pro každý prvek m z M je M Z= A[e(x/m)],
viii) M Z= (∃x)A[e], právě když pro nějaký prvek m z M je M Z= A[e(x/m)].

Trlifajová (FIT ČVUT) BI-MLO, Přednáška č. 7 BI-MLO, ZS 2015/2016 6 / 24



Pravdivost v interpretaci p̌ri ohodnoceńı

Pravdivost formule v interpretaci p̌ri ohodnoceńı

Př́ıklad
Jazyk L = {=, <,+}, v interpretaci N , e(x) = 5, e(y) = 12
1. N Z= (x < y)[e]
2. N Z=/ (y = x + x)[e].
3. N Z= ¬(y = x + x)[e].
4. N Z= (∃z)(y = z + z)[e].
5. N Z= (∃z)(z < x)[e].
6. N Z= (∀z)(z < x ⇒ z < y)[e].

Poznámka
Pro každou formuli A, interpretaci M a ohodnoceńı e plat́ı

M Z= A[e] nebo M Z= ¬A[e]

.
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Pravdivost v interpretaci

II. Pravdivost v interpretaci

Definice
Formule A je pravdivá (platná) v interpretaci M, právě když pro každé
ohodnoceńı e je pravdivá, tj. M Z= A[e]. Ṕı̌seme

M Z= A

Př́ıklad

Jazyk L = {=, <, +}, v interpretaci N
1. N Z= (x < y ∨ x = y ∨ y < x) ? Ano.
2. N Z= (x < y)? Ne.
3. N Z= ¬(x < y)? Ne.
4. N Z= (∀x)(∃y)(y < x)? Ne.
5. N Z= ¬(∀x)(∃y)(y < x)? Ano.

Poznámka

• Je-li A uzav̌rená, pak vždy M Z= A nebo M Z= ¬A.
• Neńı-li A uzav̌rená, pak může nastat M Z=/ A a M Z=/ ¬A.
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Logická platnost

III. Logicky platné formule

Definice
Formule A je logicky platná, pravdivá, právě když pro každou interpretaci M
plat́ı M Z= A. Znač́ıme

Z= A

Př́ıklad
L = {p(x), v(x, y)}, kde p, v jsou predikáty
1. Z= p(x) ∨ ¬p(x)? Ano.
2. Z= v(x, y)⇒ v(y, x)? Ne.
3. Z= (∀x)(∃y)v(x, y)? Ne.
4. Z= (∃y)(∀x)v(x, y)⇒ (∀x)(∃y)v(x, y)? Ano.
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Logická platnost

Logicky platné formule vzniklé z tautologíı

Věta
Každá tautologie výrokové logiky, kde prvotńı formule jsou nahrazeny formulemi
predikátové logiky, je logicky platná formule.

Důkaz
V každé interpretaci M p̌ri každém ohodnoceńı e je M Z= A[e], nebot’ to je tautologie VL.

Př́ıklad
L = {p(x), v(x, y)}, kde p, v jsou predikáty.
Následuj́ıćı formule jsou logicky platné.
1. v(x, y) ∨ ¬v(x, y)
2. (p(x)⇒ v(x, y))⇔ (¬p(x) ∨ v(x, y))
3. ¬(p(x) ∧ v(x, y))⇔ (¬p(x) ∨ ¬v(x, y))
4. (∃x)p(x) ∨ ¬(∃x)p(x))
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Logická platnost

Logicky platné formule vzniklé negaćı kvantifikátor̊u

Věta
Následuj́ıćı formule jsou logicky platné:

i) (∀x)¬A⇔ ¬(∃x)A
ii) (∃x)¬A⇔ ¬(∀x)A
iii) (∀x)A⇒ (∃x)A

Důkaz
Dokážeme (∀x)¬A ⇔ ¬(∃x)A je logicky platná formule.
Máme dokázat, že pro každou interpretaci M a pro každé ohodnoceńı e plat́ı
M Z= (∀x)¬A ⇔ ¬(∃x)A[e] neboli podle Tarského definice
M Z= (∀x)¬A[e], právě tehdy, když M Z= ¬(∃x)A[e] .
Tedy: M Z= (∀x)¬A[e], právě když
pro každé m ∈ M plat́ı ¬A[e(x/m)], právě když
pro žádné m ∈ M neplat́ı A[e(x/m)], právě když
neexistuje m ∈ M tak, že plat́ı A[e(x/m)], právě když
M Z=/ (∃x)A[e], právě když
M Z= ¬(∃x)A[e].
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Logická platnost

Logicky platné formule vzniklé negaćı kvantifikátor̊u

Př́ıklad
L = {v(x, y), k(x), l(x)}, kde p, v jsou predikáty. Logicky platné formule:
1. ¬(∀x)(∃y)v(x, y)⇔ (∃x)(∀y)¬v(x, y)
2. ¬(∀x)(k(x)⇒ l(x))⇔ (∃x)(k(x) ∧ ¬l(x))
3. (∀x)l(x)⇒ (∃x)l(x)

Poznámka
Necht’ M = 〈M = {a1, a2, . . . } je konečné universum, s(x) je unárńı predikát.

• ¬(∀x)s(x)⇔ ¬(s(a1) ∧ s(a2) ∧ . . . )⇔ ¬s(a1) ∨ ¬s(a2) ∨ . . . ⇔ (∃x)¬s(x)
• ¬(∃x)s(x)⇔ ¬(s(a1) ∨ s(a2) ∨ . . . )⇔ ¬s(a1) ∧ ¬s(a2) ∧ . . . ⇔ (∀x)¬s(x)
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Splnitelnost, kontradikce

Splnitelné formule a kontradikce

Definice
• Formule A je splnitelná, právě když v nějaké interpretaci M pro nějaké

ohodnoceńı e plat́ı M Z= A[e].
• A je kontradikce, právě když neńı splnitelná.

Př́ıklad
Necht’ L = {p(x), q(x)}. Pak plat́ı
1. p(x) ∧ ¬p(x) - kontradikce
2. (p(x) ∧ q(x))⇒ q(x) - logicky platná
3. p(x)⇒ q(x) - splnitelná
4. (∀x)p(x)⇒ p(x) - log. platná
5. p(x)⇒ (∀x)p(x) - splnitelná
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Splnitelnost, kontradikce

Splnitelné formule

Př́ıklad
Necht’ p(x, y) je binárńı predikátový symbol. Rozhodněte a zdůvodněte, zda tyto
formule jsou kontradikce, splnitelné nebo logicky platné.

• (p(x, y) ∧ p(y, z))⇒ p(x, z)
• (∀y)p(x, y)

Nalezneme interpretaci, pro něž tyto formule 1. plat́ı a 2. neplat́ı
• Interpretace M: Universum M je množina všech p̌ŕımek v rovině.

1. pM(x, y) - x je rovnoběžná s y.
2. pM(x, y) - x je kolmá na y.

• Interpretace M: pM(x, y) - x ≤ y Interpretace N . Universum
N = {0, 1, 2 . . . }, pM(x, y) - x ≤ y

1. e(x) = 0
2. e(x) = 5
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Splnitelnost, kontradikce

Logicky platné a splnitelné formule, kontradikce

Tvrzeńı
• Jestliže A je logicky platná, pak je splnitelná.
• A je kontradikce, právě když ¬A je logicky platná.
• A je logicky platná, právě když (∀x)A je logicky platná.

Př́ıklad
L = {p(x), v(x, y), c}, kde p, v jsou predikáty, c je konstanta. Jsou následuj́ıćı
formule logicky platné, splnitelné nebo kontradikce?
1. v(x, y) ∨ ¬v(x, y) logicky platná
2. (∀x)(∀y)(v(x, y) ∨ ¬v(x, y)) logicky platná
3. v(x, y) ∨ v(y, x) splnitelná
4. (∀x)(∃y)v(x, y) ∧ (∃x)(∀y)¬v(x, y) kontradikce
5. p(c)⇒ (∃x)p(x) logicky platná
6. (∀x)p(x)⇒ p(c) logicky platná
7. p(x)⇔ (∀x)p(x) splnitelná
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Logická ekvivalence, důsledek

Logická ekvivalence, logický d̊usledek

Definice
• A a B jsou logicky ekvivalentńı,A Z= \ B, právě když pro každou interpretaci
M a pro každé ohodnoceńı e plat́ı: M Z= A[e], právě když M Z= B[e].

• B je logickým d̊usledkem A, A Z= B, právě když pro každou interpretaci M
a pro každé ohodnoceńı e plat́ı: jestliže M Z= A[e], pak i M Z= B[e].

Př́ıklad
1. (∀x)¬A Z= \ ¬(∃x)A
2. (∀x)A Z= (∃x)A
3. (p(x) ∧ q(x)) Z= p(x)
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Logická ekvivalence, důsledek

Logická ekvivalence a logický d̊usledek

Tvrzeńı
• A Z= B, právě když A⇒ B je logicky platná.
• A Z= B, právě když A ∧ ¬B je kontradikce.
• A Z=\ B, právě když A Z= B a zároveň B Z= A.
• A Z=\ B, právě když A⇔ B je logicky platná.
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Logická ekvivalence, důsledek

Negace formuĺı s kvantifikátory

Kladné Záporné

A E
Obecné (∀x)(p(x)⇒ s(x)) (∀x)(p(x)⇒ ¬s(x))

Všechna prvoč́ısla jsou sudá. Žádná prvoč́ısla nejsou sudá.

I O
Částečné (∃x)(p(x) ∧ s(x)) (∃x)(p(x) ∧ ¬s(x))

Některá prvoč́ısla jsou sudá. Některá prvoč́ısla nejsou sudá.

• ¬(∀x)(p(x)⇒ s(x)) Z= \ (∃x)¬(p(x)⇒ s(x)) Z= \ (∃x)(p(x) ∧ ¬s(x))
• ¬(∃x)(p(x) ∧ s(x)) Z= \ (∀x)(¬p(x) ∨ ¬s(x)) Z= \ (∀x)(p(x)⇒ ¬s(x))
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Logická ekvivalence, důsledek

Epimenid̊uv paradox

Př́ıklad

Krét’an Epimenidés řekl, že všichni Krét’ané jsou lhá̌ri.

Jazyk L = {k(x), l(x),E}, kde p, k jsou unárńı predikáty, E je konstanta.
InterpretaceM: M - množina lid́ı, k(x) - x je Krét’an, l(x) - x lže, E - Epimenidés.

• k(E) - Epimenidés je Krét’an.
• l(E) - Epimenidés lže.
• ¬l(E) - Epimenidés mluv́ı pravdu.
• (∀x)(k(x)⇒ l(x)) - Všichni Krét’ané jsou lhá̌ri.
• ¬l(E)⇔ (∀x)(k(x)⇒ l(x)) - Epimenidés řekl, že všichni Krét’ané jsou lhá̌ri.

k(E) ∧ (¬l(E)⇔ (∀x)(k(x)⇒ l(x)))

• k(E) ∧ ¬l(E) ∧ (∀x)(k(x)⇒ l(x)) Z= k(E) ∧ ¬l(E) ∧ (k(E)⇒
l(E)) Z= k(E) ∧ ¬l(E) ∧ l(E), kontradikce

• k(E) ∧ l(E) ∧ ¬(∀x)(k(x)⇒ l(x)) Z= \ k(E) ∧ l(E) ∧ (∃x)(k(x) ∧ ¬l(x)),
splnitelná
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Logická ekvivalence, důsledek

Negace formule

Př́ıklad
Napǐste formalizaci: Funkce f neńı spojitá v bodě a.

• ¬(∀ε)(ε > 0⇒ (∃δ)(δ > 0 ∧ (∀x)(|x − a| < δ ⇒ |f (x)− f (a)| < ε))) Z=\
• (∃ε)¬(ε > 0⇒ (∃δ)(δ > 0 ∧ (∀x)(|x − a| < δ ⇒ |f (x)− f (a)| < ε))) Z=\
• (∃ε)(ε > 0 ∧ ¬(∃δ)(δ > 0 ∧ (∀x)(|x − a| < δ ⇒ |f (x)− f (a)| < ε)) Z= \
• (∃ε)(ε > 0 ∧ (∀δ)¬(δ > 0 ∧ (∀x)(|x − a| < δ ⇒ |f (x)− f (a)| < ε)) Z= \
• (∃ε)(ε > 0 ∧ (∀δ)(¬(δ > 0) ∨ ¬(∀x)(|x − a| < δ ⇒ |f (x)− f (a)| < ε)) Z= \
• (∃ε)(ε > 0 ∧ (∀δ)((δ > 0)⇒ (∃x)¬(|x − a| < δ ⇒ |f (x)− f (a)| < ε)) Z= \
• (∃ε)(ε > 0 ∧ (∀δ)((δ > 0)⇒ (∃x)(|x − a| < δ ∧ ¬|f (x)− f (a)| < ε)) Z= \
• (∃ε)(ε > 0 ∧ (∀δ)(δ > 0⇒ (∃x)(|x − a| < δ ∧ |f (x)− f (a)| ≥ ε)))
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Logická ekvivalence, důsledek

Formalizace ”právě jedno, nejvýše, alespoň jedno...“

Př́ıklad
Jazyk L = {m(x),=}, interpretace R: universum R, mR(x) - funkce nabývá
maxima v bodě x.

• Funkce nabývá nějakého maxima. (∃x)m(x)
Negace: (∀x)¬m(x) Funkce nenabývá žádného maxima.

• Funkce nabývá právě jednoho maxima.
(∃x)(m(x) ∧ (∀y)(¬(y = x)⇒ ¬m(y)))
Negace: (∀x)(¬m(x) ∨ (∃y)(¬(y = x) ∧m(y)))
(∀x)(m(x)⇒ (∃y)(¬(y = x) ∧m(y)))
Jestliže funkce nabývá maxima, pak jej nabývá nejméně ve dvou bodech.

• Funkce nabývá maxima alespoň ve dvou bodech.
(∃x)(∃y)(m(x) ∧m(y) ∧ ¬(x = y))
Negace: (∀x)(∀y)(¬m(x) ∨ ¬m(y) ∨ (x = y)) Z= \
Z= \ (∀x)(∀y)((m(x) ∧m(y))⇒ (x = y)) Funkce má nejvýše jedno
maximum.

• Funkce nabývá právě jednoho maxima v bodě 0. m(0)∧ (∀x)(m(x)⇒ x = 0)
Negace: ¬m(0) ∨ (∃x)(m(x) ∧ ¬(x = 0))
Funkce nenabývá maxima v 0 nebo nabývá maxima ještě v daľśım bodě.Trlifajová (FIT ČVUT) BI-MLO, Přednáška č. 7 BI-MLO, ZS 2015/2016 21 / 24



Logická ekvivalence, důsledek

Varianta formule

Definice
Formule A′ je variantou formule A právě, když vznikne z formule A postupným
nahrazeńım podformuĺı tvaru (∀x)B(x) formulemi (∀y)B(y) a podformuĺı tvaru
(∃x)B(x) formulemi (∃y)B(y).

Věta
Je-li formule A varianta formule A′, pak A Z= \ A′.

Důkaz
Dokážeme, že (∀x)B(x) Z=\ (∀y)B(y) a (∃x)B(x) Z= \ (∃y)B(y).

Př́ıklad
• (∃k)(n = k + k) Z= \ (∃m)(n = m + m)
• (∃x)(∃y)((z = x · y) ∧ ¬(x = z) ∧ ¬(y = z)) Z=\

(∃u)(∃v)((z = u · v) ∧ ¬(u = z) ∧ ¬(v = z))
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Logická ekvivalence, důsledek

Domáćı úkol pro 3. paralelku

V jazyce L = {f , 0, <,=}, kde f (x) je unárńı funkce, 0 je konstanta, = , < maj́ı
obvyklý význam v interpretaci reálných č́ısel R. Napǐste formalizaci tohoto tvrzeńı.

Je-li f rostoućı funkce, pak lim
x→∞

f (x) =∞
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Logická ekvivalence, důsledek

Domáćı úkol pro 2. paralelku

V jazyce L = {f , 0, <,=}, kde f (x) je unárńı funkce, 0 je konstanta, = , < maj́ı
obvyklý význam. Napǐste formalizaci tohoto tvrzeńı a pak nalezněte jeho negaci a
p̌reved’te ji do běžného jazyka.

Spojitá funkce definovaná na uzav̌reném intervalu nabývá (lokálńıho) maxima.

Nápověda:
• Funkce nabývá maxima v bodě c.
• Funkce nabývá maxima v nějakém bodě.
• Funkce definována na uzav̌reném intervalu [a, b] nabývá maxima.
• Funkce definována na každém uzav̌reném intervalu nabývá maxima.
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