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Pravdivost, splnitelnost a logicky disledek

P¥ipomerime: Necht formule A, B jsou v jazyce L, M je interpretace jazyka L, e
je ohodnoceni proménnych.

o M = Ale], pravé kdyz ... Tarského definice.
o M = A, pravé kdyz, pro kazdé ohodnoceni e plati M = Ale].
e A je logicky platna, pravé kdyz pro kazdou interpretaci M plati M = A.

o A je logicky platna, pravé kdyz plati v kazdé interpretaci a ohodnoceni.
e A je splnitelnd, pravé kdyz plati v néjaké interpretaci a ohodnoceni.
e A je kontradikce, pravé kdyz neplati v zadné interpretaci a zddné ohodnoceni.

e A= B, pravé kdyz pro kazdé M, e plati, jestlize M = Ale], pak
M = Ble].
e A= B, pravé kdyz A = B je logicky platna formule.
o A= B, pravé kdyz A A —B je kontradikce.
e AH B, prave kdyz A= Ba B~ A. %
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Formule logicky platné, splnitelné a kontradikce

Priklad
L ={p(z,y),r(x), q¢(z)}, p(z,y) - binarni, r(z), ¢(z) - undrni predikatové
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Sémantické stromy

Sémanticky strom pro M &= (Vz)A(z)[e] Sémanticky strom pro M &= (3z)A(z)]e]

M = (Vz)A(z) M E (3z)A(z) = So.m
| |

M= Ale(z/m) M = Alo(s/m)

pro kazdé m € M pro nékteré (nové) m € M

Sémanticky strom pro M = A(z)e]
M= A(z)e] = c.e(z)y=m

|
M = Ale(z/m))

e Princip sémantickych stromi pro A, V,=- a < zlistava stejny.
e x znamend, ze formule je ,vylerpand”. %
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Zjednoduseni znaceni

Dokazte, ze formule (Vz)—A = —(3x)A je logicky platna, tj. pro kazdou interpretace M
a ohodnoceni e plati M = ((Vz)—~A = —(3z)A)[e].

Sporem. Predpoklddejme, Ze nikoli. Tedy existuje M, e, pro néz tato formule neni pravdiva. Plati
tedy jeji negace M & ((Vz)—A A (3z))Ale].

M = (Vo)~A A (Fz)A)[e] (Vo) ~A A (32) A)
M = (Y2)~Ale] (V)= A
M= @Al me M (3m)A
M= Ale(a/m)] Afm]

M = —Ale(z/m) - Alm)
ME L I

(i) Pracujeme v konkrétni interpretaci M s ohodnocenim e.

(i) Misto Ale(z/m)] piseme A[m)].

(i)

(iv) Pro (Vz)A je tfeba nejprve vzit jiz pouzité symboly, pak mizeme dalsi. %
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Priklad 1

Je formule((Vz)A V (Vz)B) = (Vz)(A V B) logicky platna?
Kdyby tomu tak nebylo, existovala by 9, e pro néz by

0) ~(((V£)A V (¥2)B) = (Va)(A V B))
(I (V:I;)A\l/(Vz)B z (I)
(1) ﬂ(V:E)(IA\/B) z (1)
(V) (am)(ﬁxlmﬁB) omeM  z (Il
(V) —A[m] L ~B[m] z (IV)
(V) ﬁAI[m} z (V)
(v ﬁBI[m] z (V)
/N
A[lm} B[lm} 2 ()
L 1
Pedpoklad vede ke sporu. Tedy se jedné o logicky platnou formuli. %

Trlifajové (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 8 BI-MLO, ZS 2015/2016 7/26



|
Myslenkovy postup

Je formule A logicky platna?

(a)

>
>
>
>
>
>

YyVVY VYV VY VvYY

Pravé kdyz pro kazdou interpretaci M a ohodnoceni e je M = Ale].
P¥edpokladejme, Ze existuje M, e tak, ze M # Ale].

Tedy M & —Ale].

Potom M = L.

Ptredpoklad vede ke sporu.

A je logicky platna.

Pravé kdyz — A je kontradikce, resp. neni splnitelna.
Pravé kdyz neexistuje M, e tak, ze M & —A[e].
Predpokladejme, Ze existuje M, e tak, ze M = —A[e],
potom M = L

Predpoklad vede ke sporu.

Tedy —A je kontradikce.

A je logicky platna.
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Priklad 2

Ovéfte zda se jednd o logicky platné formule.
e (Vz)A(z) = A(y) Ano.
o A(y) = (Vz)A(z) Ne.

Predpokladejme, Ze existuji interpretace 9t a ohodnoceni e, pro které plati negace.

M = (V) A(z) A ~A(y))[e] M= (Ay) A (Fz)-A2))[e]
(Vr)/ll(:v)[e] A(y)lel, I@(y) =m
ﬂA(y)[e]ﬂ:e(y) =m A[:m]
—Alm] (Fz)-A@)[e]...ne M
A[lm] —\Al[n]
l neni uzavieny
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Priklad 3a

Je formule (Vz)(B(z) = C(z)) = ((Vz)B(z) = (Vz)C(z)) logicky platna?

Predpokladejme, ze tomu tak neni a Ze existuji M, e takové, ze

M i# ~((V2)(B(z) = C(2)) = ((V2) B(z) = (Vz) C(x)))[e]

Tedy M = —((Vz)(B(z) = C(z)) = ((Vz)B(z) = (Vz)C(z)))[e].
Tedy M = (Vz)(B(z) = C(z)) A ~((Vz)B(z) = (Vz)C(z))[€].
Tedy M = (Vz)(—=B(z) V C(z)) A (3z)(B(z) A =C(z))[€].

Tedy M = (Vz)(—B(z) V C(z)) A (3x)(B(z) A = C(x))[e].

Tedy M = (3z)(B(z) A —=C(z)) a M = (Vz)(=B(z) V C(z))[e].
Tedy existuje m € M takové, ze B[m| A =C[m)].

Avsak pro kazdé m € M plati ~B[m] VvV C[m].

A tedy B[m] A —~C[m] A (—=B[m] Vv C[m]) & L

Predpoklad vede ke sporu.

Tedy je logicky platna.
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Priklad 3b

Je formule (Vz)(B(z) = C(z)) = ((Vz)B(z) = (Vz)C(z)) logicky platna?

Predpokladejme, ze tomu tak neni a Ze existuji M, e takova, ze
M= ~((Vz)(B(z) = C(z)) = ((Vz)B(z) = (Vz) C(z)))[e]

) ()(B) = O)) A~((¥2)B(o) = (v2)C(2))
0 (¥a) (Bla) = (=)

(i) ~((9)Ba) = (V) C(2)

(v) (V2) B(s)

v) (E0)-0()

v ~Clml

(Vi) B[Im]
(Vi) Blm] = Clm]

7/ N

- B[m)| Cm]
| |
1 1

Predpoklad vede ke sporu. Tedy je logicky platna.
Trlifajova (FIT CVUT) BI-MLO, Pednaska &. 8
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Priklad 4

Je formule ((Vz)A = (Vz)B) = (Vz)(A = B) logicky platna?
Predpokladejme, Ze existuje interpretace M a ohodnoceni e, pro néz je pravdiva negace, tj.
—\(((‘v’:l;)A = (V:I:)B) = (Vz)(A = B))
I
(3z)-AvV (Vz)B
|
(3z)(A A -B)
|
Alm)]
|
—B[m]

Jedna vétev zistala oteviena. Plivodni formule tedy neni logicky platna.
Protipfiklad: M = {m, n}, A[m], =B[m], ~A[n].
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Priklad 5

Je splnitelné tvrzeni: V Policce Zije holi¢, ktery holi pravé vsechny muZe, ktefi se neholi sami.

-z holi y.

< =h(y,y) - z holi y, préve kdyZ y se neholi sdm.

h(z,y) < —h(y,y)) - = holi v8echny muze, ktefi se neholi sami.
Vy)(h(z,y) < —h(y, y))

(F2)(Vy) (h(z, y) © ~h(y, 1))
|
(Vy)(h([m], y) & —h(y,y))

hlm, m] < —h[m, m]

~ ™~

h[m, m] —h[m, m]

—h[m, m] h[m, m]

) ) Rt
Nikoli, jedna se o kontradikci.
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Logicky platné formule

Logicky platné formule - kvantifikatory a spojky

Véta
Nasledujici formule jsou logicky platné:
i) (Vz)(AAB) & ((Vz)A A (Vz)B)

) (3z)(AV B) & (3z)AV (3z)B
i) ((Vz)AV (Vz)B) = (Vz)(AV B)
iv) (3z)(AA B) = ((3z) A/\ (3z)B)
v) (Vz)(A = B) = ((Vz)A = (Vz)B)

Ptiklad:
M = jablka v kosiku. A(z) — x je éervené, B(x) — z je Zluté.
i) VSechna jablka jsou &ervend a Zluta.
i) Néktera jablka jsou ¢ervend nebo Zluta.
v) VsSechna Cervend jablka jsou zluta.
Trlifajové (FIT CVUT)
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Logicky platné formule - kvantifikatory a spojky

Diikaz

i)

v)

Muizeme téz dokazat jako logické disledky pomoci sémantického stromu.

(Vz)(AA B) H ((¥z)A A (V2)B)

Pro kazdou interpretaci M pro kazdé ohodnoceni e plati:

M = (VYz)(A A B)le], prave kdyz pro kazdé m € M plati M & (A A B)[e(z/m)], tj.
M = (A A B)[m]. To je pravé tehdy, kdyz M = (A[m] A B[m]), coz je prave kdyz
M E A[lm] a M = B[m]), a to je pravé kdyz M & (Vz)A a M & (Vz)B, tedy

M = (Vz)A A (Vz) B plati pro kazdou interpretaci.

(3z)(AV B) B ~(Vz)~(AV B) B =(Vz)(mA A -B) H =((Vz)-A A

(Vz)=B)) H (=(Vz)—A V =(Vz)-B)) H ((3z)A V (3z) B)

((Vz)A V (Vz)B) & (Vz)(A V B), viz ptiklad 1.

(3z)(AA B) = ((3z)A A (32)B)

Podle iii) je ((Vz)—A V (Vz)-B) &= (Vz)(mA V = B). Podle zdkona kontrapozice je
=(Vz)(mAV -B) & =((Vz)=A V (Vz)-B), tedy (Fz)~(=AV —-B) & =(=(3z)A Vv —~(3z)B),
uzijeme de Morganovy zdkony a mame (3z)(A A B) &= ((3z)A A (3z)B)

(Vz)(A = B) = ((Vz)A = (Vz)B), viz pfiklad 3.

O

o’

—
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Logicky neplatné formule

Priklad

N4asledujici formule jsou splnitelné, ale nejsou logicky platna:
i) ((EIx)A A (Ex)B) = (3z)(A A B)
) (Vz)(AV B) = ((Vz)AV (Vz)B)

iii) ((Va:)A = (Vz)B ) (Vz)(A = B)
) 3z)(A= B) = ((EIa:)A = (EIx)B)

iv

v

Stadi nalézt protipfiklad, tj. interpretaci, v nichz formule nejsou splnény. Vezméme
N.

i) Neni pravda, ze: Jestlize existuje prvocislo a existuje ¢islo délitelné 10, pak
existuje prvocislo délitelné 10.

i) Neni pravda, ze: JestliZe jsou vSechna pfirozend ¢isla suda nebo lichd, pak
vSechna Cisla jsou suda nebo vsechna Cisla jsou licha.

iii) Viz priklad 4.
iv) Pomoci sémantického stromu. Zkuste sami! %
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Logicky platné formule

Logicky platné formule - vyména kvantifikatori

Véta
Vz)(Vy) Az, y) H (Vy) (V) Az, y)
3z)(3y) Az, y) H (3y) () A(z, y)

é
i)
i)
) (32)(Vy)A(z, y) & (Vy)(F2)A(z, y)

(
(
(

Ptiklad:
i) Kazdy zn kazdého, pravé tehdy kdyz kazdého zna kazdy.
i) Nékdo zna nékoho, pravé tehdy kdyz nékoho nékdo zna.

iii) Jeslize nékdo zna kazdého, pak kazdého nékdo zna.

fe
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Sémanticky diikaz

Dokazeme (3z)(Vy)A(z, y) & (Vy)(3z)A(z, y). Kdyby tomu tak nebylo, existovala by
interpretace M a ohodnoceni e takové, ze by v ni platilo

(F2) (YY) A(z, y) A =(Vy) (Fz) A=, y)

(HL‘)(Vyl)A(l‘ Y) ..meM
(V2 )A(l[m] 0)
~(vy)(3 II)A(I Y)
(ﬂy)(\fll)lﬂA(-L? y) ..neM

(V.’L‘)—u‘l(m, [n])
Al
I

—A[m, n]

! ol
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Vyména kvantifikatora - nekonecna vétev

Rozhodnéte, zda plati (Vz)(3y)A(z, y) = (Jy) (Vo) A(z, y).
Predpokladejme, Ze existuje interpretace M, v niz

M = (V2)(3y) Az, y) A ~(3y) (Vo) A(z, )
|
(V2)By)A(z,y)  ..meM
|
(Vy)(3z)~A(z, y)
|

GpA(mly)  ...neM
A[nll, ]
(Hz)ﬁfl(z, [n) ..oeM
ﬁA[lo, ]
i}
Protiptiklad: N = (N, >)  (Vy)(3z)(z > y) = (Fz)(Vy)(z > y) %
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Protipriklad
Protiptiklad: P¥edpokladejme, Ze universum M = {m, n} je dvouprvkové.
~((Vz)(Fy) Az, y) = Fy)(Vz)A(z, y))
1
(V2)(3y) A(z, y)

(V) (3)-A(z, y)
(39 A, 0)
(3], )
(32)-A(a, [m])
(32)-A(s, [n)
Almm] T Amn)
Al m] ToApmm] —Amn] T A
Alnm) Al 1 i Afnym] ~ Al n]
1 A :A[In, ] Al ] Am] L

! ! fed
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Sémantické stromy - pojmy

Definice

® Veétev stromu je cesta od korene ke koncovému uzlu.

® Uzaviena vétev je vétev stromu, kterd obsahuje atomickou formuli i jeji negaci. Na jeji
konec pridame symbol L.

e QOteviena vétev je vétev, kterd neni uzavfena.
e Uplna vétev znamena, e pro kazdou formuli vyskytujici se v jejich uzlech plati jedna
z nasledujicich moZnosti:
> je to atomicka formule nebo jeji negace,
> je vyCerpana,
> jestlize se jedna o formuli typu (Vz)A(z), pak se déle vyskytuje A[m] na téze
vétvi, a to bud pro vdechna m € M vyskytujici se na téZe vétvi, nebo pro
alespon jedno libovolné m € M.

® Nekonecna vétev obsahuje potencialné nekone¢né mnoho formuli, nelze ji uzavrit pfridanim
dalSich prvka M.

e Uzavieny strom znamen3, ze vSechny vétve jsou uzavrené.
® QOtevieny strom znamend, Ze nékteré vétve jsou uplné oteviené nebo nekoneéné.

e Uplny strom znamen3, ¥e vechny vétve jsou bud uzaviené, nebo oteviené iplné, nebo

nekonecné.
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Pravidla uziti sémantickych stromi

Definice

Sémanticky strom formule A je usporadany strom, jenZ vznikne takto: Korenem
je A. Strom postupné rozsifujeme podle pfedchozi definice a pouzivadme
nasledujici pravidla. Jsou sefazena podle priority a postupné se k nim vracime,
vzdy provedeme prvni pouzitelné pravidlo.

Pouzijeme pravidla pro binarni logické spojky a jejich negace.

Odstranime negace pred kvantifikatory.

Uzavieme vétve obsahujici atomickou formuli a jeji negaci.

Volnou proménnou z nahradime jeji hodnotou e(z).

Proménnou véazanou existencnim kvantifikatorem nahardime nové oznacenym
prvkem universa.

© 000O0CO

Proménnou vazanou obecnym kvantifikatorem nahradime jiz zvolenym
prvkem universa z prislusné vétve. Pokud takovy nemame, nahradime jej
novym prvkem universa.

/) R E)
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Uplnost

Véta

Up/ny sémanicky strom formule A obsahuje otevienou nebo nekonecnou vétev,
pravé kdyz je tato formule splnitelna.

o Jestlize jsou vSechny vétve uzavieny, pak v kazdé interpretaci a ohodnoceni
dojdeme ke sporu, A je kontradikce.

o Jestlize nékterad vétev je lplna oteviena, pak jsme nalezli interpretaci, kde je
A pravdiva, tedy je splnitelna.

o Jestlize nékterad vétev je nekonelnd, pak je splnitelna. V nékterych ptipadech
omezenim universa lze najit interpretaci, v niz je pravdiva, ale ne vzdy.

fe
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Vyména dvou kvantifikatora

(Vz)A = (3x)A

(3z)(vy)A (3y)(Vz)A
(Vy)(32)A (V2)(3y)A
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Logicky platné formule

Vyména tfi kvantifikatora

(Vo)(Vy)(v2) C
(B2)(vy)(v2)C (By)(va)(v2)C (B2)(Va)(vy) C
(Vy)(3z)(v2)C (¥2)(32)(Vy) C / \ (V2)(32)(Vy) C (Vy)(32)(Va) C

(30)(3y) (v2)C (v9)(¥2)(32)C (Va)(¥y) (32)C (39)(32)(va) 0

(3z)(32)(Vy)C
(32)(Vy)(3z)C (3z)(Vy)(3z)C
@E)(V2)ENC  @n)(¥HEC \ / @E))ENC  Ena)E:)C
(V2)(3z)(Fy) C (Vy)(3z)(32)C (Vz)(3y)(32)C
(32)@y)(3) C %;
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Logicky platné formule

Va4

Domaci ukol

Rozhodnéte a zdlivodnéte, zda plati tento logicky disledek, kde p, g jsou dva
unarni predikaty.

(Bz)p(z) = (Br)g(z) = C)(p(z) = ¢(2))

fe
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