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Domaci ukol

Zformalizujte toto tvrzeni, naleznéte jeho negaci a rozhodnéte, zda je nékteré z
téchto tvrzeni pravdivé:

Kazdy ma nékoho nerad nebo kaZdého ma nékdo rad.

o (Vo)(3y)-r(z,y) vV (Vy)(Fz)r(z, )
e (Fz)(Vy)r(z,y) A Q) (Vz)-r(z, y)
o Nékdo ma vsechny rdd a nékoho nema nikdo rad.
* (va)3y)-r(e,) V (%) E)r(y.2)

o (Yo)(3y)(—r(z,y) V r(y,2)) & (Vo) Fy)(r(z, y) = r(y, z))

o (V2)(3y)~r(z,y) V (Vy)Bz)r(y, 2) & (V) (Fy)~r(z, y) V (V) (3Fy)r(z, y)
o (Vo)(3y)~r(z,y) vV (I2)(Vy)r(z, y)

o (Vo)(3y)-r(z,y) V (Vo) (Fy)r(z, y)
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Va4

Domaci ukol pro 2. paralelku

V jazyce L = {f,0,<,=}, kde f(z) je unarni funkce, 0 je konstanta, =, < maji
obvykly vyznam. Napiste formalizaci tohoto tvrzeni a pak naleznéte jeho negaci a
preved'te ji do b&Zného jazyka.

Spojita funkce definovand na uzavieném intervalu nabyvd maxima.
Néapovéda:
e Funkce nabyvd maxima v bodé c.
(Va)(f(z) < f(c))
e Funkce nabyvd maxima v néjakém bodé.
(Fu)(Vz)(f(2) < f(u))
e Funkce definovidna na uzavieném intervalu [a, b] nabyvd maxima.
Fu)(Vo)(((a<zAhz<b)Vz=aVz=0b)= (f(z) < f(uv))
e Funkce definovdna na kazdém uzavfeném intervalu nabyvad maxima.
(Vo)(Vw)(Bu)(Vz) (v <z Az <w)Vz=vVz=uw)= (f(z) < f(v)))

e
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Obsah prednasky

Teorie, model teorie, logicky diisledek teorie.

e Axiomy rovnosti.

Uplné teorie.

s s

e Teorie usporadani.

Teorie grup.
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Prooftools

http://creativeandcritical.net/prooftools
http://www.umsu.de/logik /trees/

Sémantické stromy pro formule vyrokové, predikatové i modalni logiky

Logicka platnost, splnitelnost, logicky disledek.

Entscheidungsproblem - existence rozhodovaciho algoritmu pro formule PL.
Alonzo Church - A-kalkulus, Alan Turing - Turingiv stroj (1936).
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Teorie, model

Definice

e Teorie je mnozina uzavienych formuli T = {44,..., A, } jazyka L.

Interpetace M jazyka L je modelem teorie T, jestlize kazda formule plati v
M. Piseme M = T.

Formule A je logicky dasledek teorie T, (A logicky vyplyva z T'), jestlize v
kazdém modelu teorie T plati A. Piseme T = A.

Teorie T je splnitelna, pravé kdyz ma model.

Poznamka

e Teorie T je splnitelnd, pravé kdyz A; A ... A A, je splnitelna.

e Teorie T neni splnitelna, pravé kdyz A; A ... A A, je kontradikce.

o T A, pravé kdyz (A1 A ... A A,) = A je logicky pravdiva formule.
T &= A, pravé kdyz Ay A... AN A, A A je kontradikce.
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Ptiklad 1
Priklad

VSichni Anglicané jsou chladnokrevni. Nékteri Anglicané jsou bubenici. Tudiz
nékteri bubenici jsou chladnokrevni.

Dokézeme (Vz)(a(z) = c(z)), (Fz)(a(z) A b(z)) & (Fz)(b(z) A ¢(x))

(Vz)(a(z) = c(z))
|
(3z)(a(z) A b(x))
|
=(3z)(b(z) A c(z))
|
(Va) (=b(z) V —e(z))
|
a[m]
|
b[m]
NG
—a[m] c[m]

] -

1 —b[m —c[m)] %
I I
1 1
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Teorie, model, logicky diisledek

Sylogismy — logické diisledky

Priklad

Neékteré zvite je selma. Zadny Clovék neni zvite. Ktera z nasledujicich tvrzeni z
toho vyplyvaji?

T ={(B2)(2(z) A s(z)), (Vz)(c(2) = —2(2))}

Logické disledky:
(i) (3=z)(s(z) A 2(z)), nebot (z(z) A s(z)) H (s(z) A z(x)). Nékters Selma je zvite.
(i) (Vz)(z(z) = —c(z)), nebot (z(z) = —c(x)) B (c(z) = —z(x)). Zadné zvite neni Elovék.
(iii) (3z)(s(z) A —e(z)), nebot (Fz)(2(z) A s(z)) a (Vz)(2(z) = —c(z)).
) (3z)

(iv) (3z)(c(z) A —z(z)) Ne, nebot to neplyne z (Vz)(c(z) = —z(z)).
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Teorie, model, logicky diisledek

Priklad 2

Priklad

Kazdy, kdo navstivil budovu, byl zpozorovan. Kdokoli zpozoroval Alexandra, si ho
pamatoval. Nikdo si Alexandra nepamatoval. Tedy Alexandr nenavstivil budovu.

A — Alexandr, v(z) — z navstivil budovu, o(z,y) — x zpozoroval y, r(z,y) — x si pamatoval y

(v2)(v(2) = (By)o(y, ), (V) (o(z, A) = r(z, A)), (va)~r(z, A) = ~v(4)

Trlifajové (FIT CVUT)

L

v(A)
I

v(A4) = (3y)o(y, A)
~
—u(4)

o[m, A]
I
o[m, A] = r[m, A]

7\
—0[m, 4] r[m, A]
| I

1 —r[m, A]
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Teorie, model, logicky diisledek [RSVAES

Teorie rovnosti

Dosud jsme rovnost uvadéli jako jeden z predikatd.

Definice

Necht L = {=}, kde = je binarni predikt rovnosti. Teorie rovnosti je dana témito
axiomy:

i) (Vz)(z = x) — reflexivita

i) (Vz)(Vy)(Vz)((z = y Ay = 2) = & = 2)) — transitivita
i) (Vz)(Vy)(z = y = y = ) — symetrie
iv) Je-li f je n-arni funkéni symbol, pak

v) Je-li p n-arni predikitovy symbol, pak

(Vo). (Vi) (21 = 1) A A(@n = yn)) = (p(21, ..., 20) B p(y1,- -+, Yn))
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Logika 1. fadu s rovnosti — kvantifikatory se uzivaji pouze pro proménné.
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Teorie, model, logicky diisledek [RSVAES
Priklad

Priklad
Je formule p(a) & (Vz)(p(z) < z = a) logicky platna? J

~(p(a) & (Vz)(p(z) & 2 =a)) =

p(a) —p(a)
| |
(Fz)=(p(2) & z=a) * (Vz)(p(z) & 2 = a)
| |
(p(b) & b=1a) = pla) & a=a *
7\ /
p(b) —p(b) p(a) —p(a)
| | | |
=(b=a) b:|a aTa =(a=a)
|
Protiptiklad: M = {a, b}, p(a), p(b), =(b = a).
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Teorie, model, logicky disledek RESVEIERIE

Teorie ekvivalence

Definice

Necht L = {r(z,y)}. Predikat r(z, y) je ekvivalence, jestlize plati

o R: (Vz)r(z, z) — reflexivita
o T: (Vz)(Yy)(V2) ((r(z, y) A r(y, 2)) = r(z,z)) — transitivita
e S (Vz)(Vy)(r(z,y) = r(y,z)) — symetrie

Modely ekvivalence:
i) MnoZina viech pfimek v R?, z je rovnobézns s v,
i) N, z =y (mod n), tj. n déli |z — y],
iii) Mnozina formuli VL nad n prvotnimi formulemi, A = B,
)
)

iv) Mnozina vsech trojihelnikii v roviné, x je podobny v,

v) Mnozina vsech lidi, = je sourozenec y (ma oba stejné rodice),

Trlifajové (FIT CVUT) BI-MLO, Prednaska &. 9
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Teorie, model, logicky disledek RESVEIERIE

7 Ve

Teorie castecného usporadani

Priklad
Teorie T Casteného uspofadani (ostrého) ma tyto axiomy:

(i) (V2)(¥y)(V2)((p(z, y) A p(y, 2)) = p(z, 2)) = transitivita
(ii) (Vz)—-p(z, z) — ireflexivita

Modely:

o N,z <y, tj. (N,<).
(Z,<), (Q, <), (R, <).
(N,>), (Z,>), (Q,>), (R,>).
N, z je vlastni délitel y.

e Mnozina viech lidi, p(z, y) — z je predkem (resp. potomkem) y.
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Teorie castecného usporadani
P¥iklad

Logickym disledkem teorie ¢aste¢ného usporadani je antisymetrie, tj.
(V2)(vy) (p(2, 9) = —p(y, 2)).

{(¥2) (v9)(¥2) ((p(2. ) A Py, 2)) = plz, ) (V2)p(2,2)} = (V2)(V9) (p(z.v) = ~p(y.2))

(V) (V) (v2) ((p(2, 9) A p(y, ) = p(2,2)) A (¥2) (e, 2) A (F2)(Ty) (p(2, y) A p(y, 7))
I
(EF0)@y) (p(z,y) A p(y,2))
|
p[m, n] A p[n, m]
|
(V2) (V) (¥2) ((p(w, ) A p(y, 2)) = p(z, 2))
I
(p[m, n] A p[n, m]) = p[m, m]
- ~N
= (plm, n] A pln, m]) plm,m]
I I
1 Vz)—p(z, )

p[m, m]

' R
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Teorie castecného usporadani (neostrého)

Definice

Necht L = {q(z,y)}. Pro teorii &4stetného usporadani (neostrého) plati
nasledujici axiomy:

o R: (Vz)q(z, z) — reflexivita

o T: (Vz)(Yy)(V2)((a(z, y) A q(y, 2)) = a(z, 2)) — transitivita

o As: (Vo)(Vy)((q(z,y) A q(y,z)) = (x = y)) — slaba antisymetrie
Modely:

i) N, z je délitel y.

i) MnoZina formuli VL vytvofenych nad n prvotnimi formulemi, A = B,
i) (N, <), (Z,<), (@, <), (R, <)
iv) (N,2), (Z,2), (@ =), (R, =)

Pozndmka: Ostré usporadani p(z, y) lze prevést na neostré ¢(z, y) a naopak.
e p(z,y) B (¢(z,9) A=(z=1y))

e q(z,y) & (p(z,y) vV (z=1y)) %
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Teorie, model, logicky diisledek [EIETIETSEF LN

Teorie linearniho usporadani

Definice

Necht L = {p(z,y)}. Linedrni uspoFadani je &istetné usporadani (ostré), pro
které navic plati

L: (Vz)(Vy) (p(z,y) V (z = y) V p(y, z)) — linearita

Modely linedrniho usporadani:

i) (N, <), (Z,<), (Q, <), (R, <)

i) (N,>), (Z,>), (Q,>), (R,>)
i) (S,<), kde S je mnozina vSech sudych &isel.
iv) Slova podle abecedy. Vojici podle vysky.

)

v) N, z je vlastni délitel y. Nenfi linedrni usporadani.

fe
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Isomorfni interpretace

Definice

Necht M, N jsou dv& interpretace jazyka L. Rekneme, e M je isomorfni s N,
M =2 N pravé kdyz existuje vzajemné jednoznaéné zobrazeni f : M — N takové,
ze pro vsechny atomické formule p jazyka L a pro kazdé ohodnoceni e plati, Ze

M = pple]  pravé tehdy, kdyz N = py|f o el.

Ptiklad. Pfirozena Cisla a suda &isla jsou isomorfni struktury vzhledem k <.
e Isomorfismus f : N — S definujeme f(n) = 2n.
e f je vzadjemné jednoznaéné zobrazeni.

o N = (z < y)[e] pravé tehdy, kdyz
N = e(z) <n e(y) pravé tehdy, kdyz
SkE 2 e(z) <s2-e(y).

~

o Tedy (S,<) = (N,<). %
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Elementarné ekvivalentni modely

Definice
Necht L je jazyk, M a N jsou dvé interpretace jazyka L.
e Teorie interpretace Th(M) je mnozina vSech uzavfenych formuli jazyka L,
které plati v interpretaci M.

e Jestlize Th(M) = Th(N), pak fekneme, ze M a N jsou elementarné
ekvivalentni. Pi§eme M = N.

Poznamky:
e Th(M) je nekoneénd mnozina formuli.
e M = Th(M)
o Jestlize M = T, pak T C Th(M).
o Je-li M=TaTkE A, pak M= A.

o Kazdé dva isomorfni modely jsou elementarné ekvivalentni. Tj.

jestlize M =N, potom M=N.
e Tedy napiiklad (S, <) = (N, <). ﬁ%
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Uplina teorie

Definice
Necht T je teorie v jazyce L.
e Formule A je vyvratitelnd v T, pravé kdyz T = —A.

e Teorie T je Gplna, jestlize kazda uzavienou formuli jazyka L je bud logickym
diisledkem T nebo je vyvratitelna, tj. bud plati 7 = A, nebo T &= —A.

Poznamky.
i) Th(M) je Gplna.
ii) Teorie je Uplna, pravé kdyz jsou kazdé dva jeji modely elementarné
ekvivalentni.
iii) Tedy nalezneme-li dva modely téZe teorie, v nichz plati opaéné sentence, pak
teorie neni plna.
Je teorie Caste¢ného usporadani Gplna?
Ne, nebot v nékterych modelech linearita plati a v jinych nikoli.

(N, <) = (V2)(Vy)(p(z, y) V (z = y) V p(y, 7)) %
(N, z je vlastni délitel y) = —(Vz)(Vy)(p(z,y) Vz =y V p(y,z))
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Domaci ukol

1. Napiste alespon tfi predpoklady, z nichz vyplyva néjaky dasledek. Zformalizujte
v predikatové logice (musi obsahovat alespori jeden obecny a jeden existen¢ni
kvantifikator) a ukaZte, Ze se skuteéné jedn3 o logicky dusledek.

2. Rozhodnéte a zdlvodnéte, zda plati, Ze existuji alespon dva uZivatelé
Facebooku, ktefi maji stejny pocet pratel? Podminky:
» Kazdy je pfitelem sam sebe.
> Jestlize je nékdo je pritelem nékoho jiného, pak on je zase jeho pritelem.
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