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Cviceni 10.

Teorie ekvivalence v jazyce L = {p(x,y)}, kde p(x,y) je bindrni predikatovy symbol, je dana
témito axiomy

(i) (Vz)p(z,z) — reflexivita

(i) (V2)(vy)((p(z,y) = ply,x)) — symetrie

(ili) (Vz)(Vy)(V2)((p(z,y) A py, 2)) = p(x, 2)) — transitivita

Ktera z nasledujicich interpretaci je modelem teorii ekvivalence? Urcete jeji faktorové tiidy.
Pokud neni modelem, uvedte, ktery axiom neplati.

a) M — mnozina vSech piimek, pay(z,y) — = je rovnobéznd sy. Ano. Mnozina vSech vzdjemné
rovnobéznych ptrimek.
b) M — mnozina vSech primek, py(z,y) — x je kolmd na y. Ne, neplati transitivita.
¢) M — mnozina vsech primek, py(x,y) — x protind y.  Ne, neplati transitivita.
d) M =7Z, pm(x,y) — 5 deli |z —y|, tj. v = y( mod 5). Ano. Mnozina vsech ¢isel rovnych
modulo 5.
e) M — mnozina vSech formuli vyrokové logiky, p(A, B) = A H B.  Ano. Mnozina logicky ekvi-
valentnich formuli.
f) M =N, ppm(z,y) — |z —y| = 10.  Ne, neplati transitivita.
g) M =N, puy(z,y) — (3k)(z =k -y), tj. /y (x déli y). Ne, neplati symetrie.
Teorie linearntho uspradéani v jazyce L = {p(z,y)} je ddna témito formulemi
(i) (Vz)(Vy)(V2)((p(z,y) A p(y, 2)) = p(x,2)) — transitivita
(i) (Va)—-p(x,x) — ireflexivita
(i) (¥2)(99) () V & = y V ply, 2)) — linearita
Které z téchto interpretaci jsou jejimi modely? Které modely nejsou vzajemné elementarné
ekvivalentni? Naleznéte formuli, kterd v jednom z nich plati a ve druhém neplati?
a) (N, <§

b) (N

c) (N, <)

d) <N p(z,y)), kde p(x,y) znamend, ze x déli y.
e) (Z,<)

f) (Rg, <), kde R{ jsou nezdpornd redlnd ¢isla,
g) <R <)

ni. Modely jsou a), b), e), ), g). Zadné z nich nejsou elementérné ckvivalentni.
<> (Fz)(Vy)(z < y Vo =y) - existence nejmensiho proku
,>) B (EIx)(Vy)(y >z Va=y) - existence nejmensiho prvku (je to jind formule).
<), neni model, neplati ireflexivita
,p(x,y)), kde p(x y) — x deli y, neni model, neplati ireflexivita, ani lineraita.
<> (Vx)(Fy)(F2)(y < x Az < z) - neezistuje ani nejmensi ani nejuétsi prvek.

<), kde R{ jsou nezdporné redlnd ¢isla - ezistuje nejmensi prvek, hustota.
g < ) (Vz)(Vy)(x <y = (F2)(r <y Ay < z)) - hustota.

Vlce viz prednaska 9.

Které z uvedenych interpretaci jsou modelem teorie grup? Srovnejte zvlast modely aditivnich
a zvlast multiplikativnich grup. Pro kazdé dva, které nejsou elementdrné ekvivalentni, napiste
uzavienou formuli (sentenci) jazyka grup, ktera je rozlisi.

a) ({0}, +,0),
b) (N, +,0), prirozena ¢isla,
c) (Z,+,0), cela ¢isla,



Q, +,0), raciondlni ¢isla,
+,0), redlna ¢isla,

R?
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N, -, 1) — prirozena ¢isla,

Q, -, 1) — racionélni ¢isla,

QT, -, 1) — kladna racionélni ¢isla,

R*,- 1) — kladn4 redlnd ¢isla,

Q \ {O}, , 1) — nenulova racionalni ¢isla,
R\ {0},-,1) — nenulova realné cisla.
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esent. Viz prednaska 9.



