Cviceni 6.

(1) Rozeberte podrobné, pro¢
(Vz)Fy) ((z < y) A(V2)(Fu)(y =2z u) = (e =1) V (z =1))))

je formule jazyka aritmetiky a vypiste vSechny jeji termy, atomické fromule a podformule a
nakreslete formacni strom.
Resend,
Termy: z, vy, 2, 1, 2z - u.
Atomické formule: z <y, y=z2-u,2=1, z=y.
Podformule:
(Fu)(y = z-u),
f—l)(zzw,
(V2)(Fu)(y = z-u) = ((z =1) vV (2 =y)),
((z <y) AV2)(Fu)(y =z u) = (= 1) V (2 = y)))),
Ey)((@ <y) AV2)(Cu)(y=2z-u) = ((z=1) V(2 =y))))
(V2)Ey)((z <y) A (V2)((Fu)(y = 2 - u) = (2 =1) V (2 = y))))

Vsechny proménné maji pouze vazany vyskyt, jedna se o uzavienou formuli.
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(2) Necht L = {p,<,q, f,+,-, 1,2} je jazyk, kde p je unarni predikét, < a q jsou binarni predikaty,
f je unarni funkéni symbol, + a - jsou binarni funkcni symboly, 1 a 2 jsou konstanty.
Vypiste z nasledujicich formuli vSechny termy a vSechny atomické podformule (a nakreslete
jejich formaéni stromy). U kazdého vyskytu proménné urcete, zda je volny ¢i vazany. Které
z formuli jsou uzaviené a které oteviené?
a) (Vz)(p(x) = ~q(z,y))
b) (Vz)(Vy)(32)(f(f(z +y)) <z-z+1)
) (Fu)(p(u) A (Vo) (q(u, z) = q(1,2)))
) o F(f1) < (x+2) +a
) 1+1=2
Resend:
a) Termy: x,y, atomické podformule: p(x), q(z,y), oba vyskyty x jsou vazané, vyskyt y je volny,
ani oteviend, ani uzaviena formule.
b) Termy: z,y,z+vy, f(z+vy), f(f(z+vy)),1, 2,2 -2,z -z +1, atomické podformule: f(f(x+y)) <
z -z + 1, vyskyty x,y, z jsou vazané, uzaviena formule.
¢) Termy: x, u, 1, atomické podformule: p(u), ¢(u, x), q(1, x), oba vyskyty x, u jsou vazané, uzaviend
formule.
d) Termy: z, 1, f(1), f(f(1),z- f(f(1)),x + =, (z + x) + =, atomické podformule: x - f(f(1)) <
(x + x) + z, vyskyt z je volny, oteviena formule.
e) Termy: 1,1+ 1,2, atomické podformule: 1+ 1 = 2, oteviend i uzavrena formule.
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(3) Vyjédrete v jazyce L = {+, -, =} formule, které v interpretaci v ptirozenych ¢islech N = {0, 1, ...}
znamenaji tato tvrzeni.

a)r <y (F)(y=z+2)

b)z<y (F)y=z+2)A~(z=y)

c) rjesudé (Fy)(x=y+vy)

d) x jeliché (Yy)-(x =y +y)

e)z=0 (Vy)(z+y=y).

fla=1 (Vy)(z-y=y).

g)v=2 (Vy)z-y=y+y).

h) z je ¢islo slozené  (Jy)(Fz)((x=y-2) A=(z=y) A—~(z=2x)) .



i) « je prvocislo  (Yy)(V2)((zx =y -2) = ((y=z) V (z = 1))).
jlxdéliy (F2)(y==x-2).

Pribereme do jazyka dva nové bindrni predikdty <, <.
k) Existuje nejmensi ¢islo  (Jy)(Vx)(y < x).
1) Existuje praveé jedno nejmensi ¢islo  (Jy)((Va)(y < z) A (V2) (Vo) (2 < z) = 2 =y)).
m) Neexistuje nejvetsi ¢islo  (Vy)(3z)(z > y).
n) Kazdy délitel musi byt mensi nebo roven ¢islu, které déli — (Vz)(Vy)((32)(y =2 - 2) = 2 <
y)-
Pribereme novy bindrni predikdt d(z,y) - x déli y
0) x je nejmensi spoletny nasobek y a z  d(y,z) Ad(z,z) A (Yu)((d(y, u) Ad(z,u)) = (x < u))
p) x je nejvetsi spolecny délitel y a 2z d(x,y) Ad(x,z) A (Vu)((d(u,y) Ad(u, 2)) = (u < x))
Pribereme novy undrni predikdt p(x) - x je prvocislo, a také konstantu 2.
q) Existuje néjaké prvocislo.  (3z)p(z).
r) Existuje nekone¢né mnoho prvocisel.  (Vy)(3z)(p(z) Az > y).
s) Kazdé prvocislo, které je vétsi nez 2, je liché.  (Vx)((p(x) Az > 2) = —(F2)(z = 2z + 2)).
) Existuje nekonecné mnoho prvociselnych dvojic.  (Vy)(3z)(z > y A p(z) A p(z + 2)).
u) Kazdé sudé ¢islo vétsi nez 2 lze vyjadrit jako soucet dvou prvocisel. (Goldbachova hypotéza)
(Vo) (((Fu)(z = u+u) Az >2) = (3y)(3z2)(x =y + 2 Ap(y) Ap(2)))

(4) Jazyk teorie mnozin L = {€} obsahuje pouze jeden bindrni symbol €, kde = € y ma vyznam z
je prvkem y. Vyjadrete, ze

a) aCh

b) a=10
c) c=a Nb,
d) c=a Ub,
e) c=a —b,
f)

a=19.



