
Cvičeńı 8.

V jazyce L = {f, 0, <, =}, kde f(x) je unárńı funkce, 0 je konstanta, = , < maj́ı obvyklý význam v
interpretaci reálných č́ısel R. Napǐste formalizaci tohoto tvrzeńı.

Je-li f rostoućı funkce, pak lim
x→∞

f(x) = ∞

(1) Které z následuj́ıćıch formuĺı jsou logicky platné? Dokažte nebo uved’te protipř́ıklad, tj. interpre-
taci, která neńı modelem. Použijte úpravu pomoćı logicky ekvivalentńıch formuĺı nebo sémantický
strom. Necht’ p(x, y) je binárńı a s(x), r(x) jsou unárńı predikáty.

a) (∀x)(s(x) ∧ r(x)) ⇒ ((∀x)s(x) ∧ (∀x)r(x))
b) ((∀x)s(x) ∧ (∀x)r(x)) ⇒ (∀x)(s(x) ∧ r(x))
c) (∃x)(s(x) ∧ r(x)) ⇒ ((∃x)s(x) ∧ (∃x)r(x))
d) ((∃x)s(x) ∧ (∃x)r(x)) ⇒ (∃x)(s(x) ∧ r(x))
e) (∃x)(s(x) ⇒ r(x)) ⇒ ((∃x)s(x) ⇒ (∃x)r(x))
f) ((∃x)s(x) ⇒ (∃x)r(x)) ⇒ (∃x)(s(x) ⇒ r(x))
g) (∃x)(∃y)p(x, y) ⇒ (∃y)(∃x)p(x, y)
h) (∀y)(∃x)p(x, y) ⇒ (∃x)(∀y)p(x, y)

Řešeńı.
Chceme dokázat, že např́ıklad a) je logicky platná formule. To znamená, že pro každou inter-

pretaci M plat́ı M Z= (∀x)(s(x) ∧ r(x)) ⇒ ((∀x)s(x) ∧ (∀x)r(x)).
Předpokládejme, že tomu tak neńı a že existuje M, pro něž tato formule neńı pravdivá. Plat́ı

tedy jej́ı negace M Z= ¬((∀x)(s(x)∧r(x)) ⇒ ((∀x)s(x)∧(∀x)r(x))) neboli plat́ı M Z= (∀x)(s(x)∧
r(x))∧¬((∀x)s(x)∧(∀x)r(x)). Postupným rozebráńım podle Tarského definice dojdeme ke sporu
(k tomu můžeme použ́ıt sémantický strom). Tedy náš předpoklad nenastal, formule a) je logicky
platná.

Logicky platné jsou a), b), c), f), g).

(2) Necht’ A(x), B(x) jsou formule s jednou volnou proměnnou a c je konstanta. Dokažte, že následuj́ıćı
tvrzeńı plat́ı.

a) (∃x)A(x) ⇒ B(c) Z=\ (∀x)(A(x) ⇒ B(c))
b) (∀x)A(x) ⇒ B(c) Z=\ (∃x)(A(x) ⇒ B(c))
c) (∀x)(∃y)(A(x) ⇒ B(y)) Z=\ (∃y)(∀x)(A(x) ⇒ B(y))

(3) Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda se jedna o logický d̊usledek, p, q, s jsou unárńı a r, v jsou binárńı
predikáty.

a) (∀x)(p(x) ⇒ ¬s(x)) ∧ (∃x)(q(x) ∧ ¬s(x)) Z= (∃x)(q(x) ∧ ¬p(x)) Ne.
b) (∃x)p(x) ⇒ (∃x)q(x) Z= (∃x)(p(x) ⇒ q(x)) Ano.
c) (∀y)(∃x)r(x, y) Z= (∃x)(∀y)r(x, y) Ne.
d) (∃x)(∀y)r(x, y) Z= (∀y)(∃x)r(x, y) Ano.
e) (∀x)(∀y)(v(x, y) ⇒ r(x, y)) Z= (∃x)(∀y)v(x, y) ⇒ (∃x)(∀y)r(x, y) Ano.
f) (∀x)(∀y)(∀z)((p(x, y)∧p(y, z)) ⇒ p(x, z))∧(∀x)¬p(x, x) Z= (∀x)(∀y)(p(x, y) ⇒ p(y, x) Ano.
g) (∀x)(p(x) ⇒ q(x)) Z= (∀x)((∃y)(p(y) ∧ s(x, y)) ⇒ (∃y)(q(y) ∧ s(x, y))) Ano.
h) (∀x)p(x) Z= (∀y)(q(y) ⇒ p(y)) Ano.
i) (∀x)(m(x) ⇒ t(x)), (∀x)(t(x) ⇒ ¬p(x)), (∃x)(p(x) ∧ o(x)) Z= (∃x)(o(x) ∧ ¬m(x)) Ano.
j) (∃x)(∀y)P (x, y), (∀x)(∀y)(¬P (x, y) ∨ Q(x, y)) Z= (∀x)(∃y)¬Q(x, y) Ano.
k) P ⇒ V (a), (∀x)V (x) ∨ (∀x)¬V (x), P |= (∀x)V (x) Ano.
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l) (∃x)(∀y)P (x, y), (∀x)(∀y)(¬P (x, y) ∨ Q(x, y)) |= (∃x)(∀y)Q(x, y) Ano.
m) (∀x)(J(x) ⇒ R(x)) Z= (∀x)((∃y)(J(y) ∧ F (x, y)) ⇒ (∃y)(R(y) ∧ F (x, y))) Ano.
n) (∀x)J(x) ⇒ (∀y)(R(y) ⇒ J(y)) Ano.


